ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 11.07.2016

TEMA 1

Esercizio 1 [9 punti] Si consideri la funzione

fl@) =V (z=2)[3 - 2|
a) Determinare il dominio, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.

b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f.

c¢) Studiare la concavita e la convessita di f.
d) Disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento.
(a) Il dominio di f e dato dai punti ove il radicando ¢ nonnegativo (si osservi che il radicando ¢ definito
su tutto R). Quindi si ha
dom(f) = [2,+00).

Svolgendo il modulo, la funzione f puo essere scritta come

V—12+5x—6 per2<xz<3
flx) = 5
vzt —5r+6 per x > 3.

Osserviamo anche che per la continuita della radice e del modulo e per il teorema sulla continuita della
funzione composta, si ha: f € C°([2,+00)). In particolare, abbiamo lim,_,o+ f(z) = f(2) = 0. L’unico
limite significativo € lim,_, . f(x) = +o0.

Ricerca degli asintoti. Abbiamo

VaZ 5516 1= 5
lim flz) lim V& 5x + 6 Y 5/x+6/x _

r—4+oco I Tr—+0c0 X T—+00 X

VaZ -5 6 -5 6 )
lim [f(z) —z] = lim |:\/332—51‘+6—:L‘] < rroTe z = _Z
g—+00 @00 V2 —5x+6+z xy/1-5/x+6/22+x 2

La retta y = x — 5/2 & percio asintoto obliquo per z — +o0.

(b). Per i teoremi sulla derivabilita della funzione composta (ricordarsi che g(y) = /y ¢ derivabile solo
su (0,+00)), abbiamo che f & sicuramente derivabile su (2,3) U (3, 400) e verifica

—2x+5
Fle)= | W Pies PTESTSS
2x—5 > 3
2V 12 —5x+6 per x ’
Ne deduciamo:

lim f'(x) = 400, lim f/(x) = —oo, lim f'(z) = 400, lim f(x) = 1;

z—2t T—3~ z—3+ T—+00



in particolare, f non & derivabile né in x = 2 né in x = 3. Inoltre, f'(z) > 0seesolose x € (2,5/2]U(3, +00).
I punti di estremo relativo sono: x = 5/2 (perché f'(5/2) = 0 ed f’ vi cambia segno), z = 2 e x = 3 (perché
ivi f =0ela f & sempre nonnegativa). Quindi, f & crescente in (2,5/2] ed in [3, +00) mentre ¢ decrescente
su [5/2,3]; x =2 e x = 3 sono punti di minimo relativo ed assoluto, x = 5/2 & punto di massimo relativo
mentre non esiste un punto di massimo assoluto.

(c) Per x € (2,3) U (3,400) si ha

—2\/—1;2-5-5;,;_6_(_2954_5)27%

RV 7124»5176 . —1
f”(:v) B (=227 55=6) = 5 67° per2<x <3
) 2v22—5r+6—(2z—5) —=22=5__
2y x2—5x+6 — —1 err >3
2(x2—5x+6) 4(22—53+6)3/2 p .

La funzione ¢ dunque concava in [2,3] e in [3, +00).
d) Il grafico di f, con l'asintoto, & in figura 1.

Figure 1: 1l grafico di f (Tema 1).

Esercizio 2 [9 punti]| Calcolare il limite

cosarctanx — cos
im
2—0 log(1 4 22) — sin(ax?)

al variare di a € R.
Svolgimento. Ricordiamo che, per y — 0, valgono le seguenti formule

2 4
cosyzl—y?+g—4+o(y5)
y3 4
arctany = y — T +o(y")
%
sin(y) =y — = +o(y")
2
log(1+y) =y — % +o(y?).



Allora si ha

3 4
cosarctanx = cos [ x — 3 + o(z")

1 3 S 3 4 3 °
I 4 [ 4 _r 4
=1 2(:1: 3 +o(z )) +24<:c 3 +o(z )) +o (x 3 +o(z )>]
1 x3 4 S 3 4 : 5
—12<x3+0(x )> +24(x3+o(9: )> + o(z°)
PR B W 5
=1 2<:c 33:)—1—24(35)—1-0(37)
1 3
1,2 0,4 5
5% —|—8a: + o(x”)

Ne deduciamo 1
Numeratore = —z* 4 o(z?).

Dall’altra parte abbiamo
1
Denumeratore = <x2 — 53:4 + 0(3:4)> + (—az? + o(a?z?))
1
=(1—a)z? - 5564 + o(z).

Concludiamo

lim - =
z—0

{0 a#1

2 —

Esercizio 3 [9 punti]| Stabilire per quali « € R il seguente integrale ¢ convergente

/“/8 sin 2z d
x
o |log(cos2x)| cos2x

e calcolarne il valore per v = 1/2.

Svolgimento. Convergenza. Osserviamo che, Voo € R, la funzione f & continua e nonnegativa in (0, 7/8].
Rimane da studiarne il comportamento per x — 07. Per z — 0T, usando I’asintoticita delle componente
della f e gli sviluppi di Taylor, si ha

F(z) ~ 2x _ 2x _ 2z
(—log(cos22))*  (—log(1l — 227 + o(a?)))" ~ (—(—22% + o(z%)) + o[(—227 + o(a))])"
2z 2l 21—«

222+ o(x2))® 22 T (1+o0(1)* ~ a2o-1'

Per confronto con la funzione 1/ 2P, concludiamo che I'integrale & convergente se, e solo se, 2a—1 < 1 cioe
a < 1.
Calcolo. Per aw =1/2 si ha

/8 /8 in 9
/ f(x)dx = lim i dx;
0 a—0t Jo  /—log(cos2x) cos 2z
operando la sostituzione ¢ = —log(cos 2z) (quindi “dt = 28222 Jy")  si ottiene
/8 1 [log2/2 1 1 log 2/2 log 2
de = lim - —dt =5 Tim [2v] T = .
f; =g [ =g [ =y

3



Esercizio 4 [4 punti]| Risolvere nel piano complesso ’equazione
273 = 3,

rappresentandone le soluzioni in forma algebrica.
Svolgimento. Passando al coniugato di entrambi i membri dell’equazione otteniamo

quindi [z| = {/3/2 mentre arg(z) = (37 + 2km)/3 con k = 0,1,2 cio¢ arg(z) = m/2,77/6,117/6. In

conclusione
33 3.
e B [T (1)
2 2 2 2
2 2\ 2 2

che si rappresentano nel piano di Gauss come segue:

0.5

-0.5+

Figure 2: Soluzione dell’esercizio 4 (Tema 1).

NB: con log si indica il logaritmo in base e.

Appello del 11.07.2016
TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

flx) =(z—1)4 -l

a) Determinare il dominio, calcolare i limiti significativi e gli eventuali asintoti di f.



b) Studiare la derivabilita, calcolare la derivata e studiare la monotonia di f; determinarne gli eventuali
punti di estremo relativo ed assoluto e calcolare i limiti significativi di f.

c¢) Studiare la concavita e la convessita di f.
d) Disegnare un grafico qualitativo di f.

Svolgimento. a) Il dominio di f & dato dagli z per i quali 'argomento della radice & > 0, cioe &
D =1, +00).

Si ha
V—2?2+5xr—4 perl<z<4
vat —br+4 per z > 4.

L’unico limite significativo & per lim,_, o f(2) = +o0. Si ha inoltre

Y Ny rEy
fim 1) gy, YEiobr4d @ djr+4/x"

z—+o0 T z—+00 x T—+00 X

. . 5 4 . -5 5
xginoof(x) —r= xginoox (\/1 -t e 1> —xgrjrnoox <2x —|—0(x)> =3

La retta y = z — 5/2 & percio asintoto obliquo per x — +oc.
b) Le regole di derivazione non possono essere applicate per x = 1 e per x = 4, perché I’argomento della
radice si annulla. In tutti gli altri punti del dominio f e derivabile e si ha

—2z+45
flo) = arm Periso<d
- 2x—5 > 4
2V x2—5x+4 per & ’

per cui il segno di f’ ¢ dato dal segno del numeratore. Si ha quindi che f & strettamente crescente per

1<z < %, strettamente decrescente per % < x < 4 ed infine strettamente crescente per z > % Quindi
z =1 e x = 4 sono punti di minimo assoluto, mentre x = g ¢ un punto di massimo relativo. Deduciamo
anche dall’espressione di f’ che

lim f/(z) = 400, lim f/(z) = —oo, lim f'(z) = 4oc;

r—1t T4~ —4t

in particolare, f non & derivabile né in x = 1 né in = 4, che sono punti di cuspide.
c)Perz € D, x # 1,4 si ha

—2\/—x2+5m—4—(—2x+5)2*%

V—az245x—4 __ -9
weoN _ (—22+50-1) = Hrgoe—apr  Perl<az<d
F(@) =\ avar—sari_(os—s) 22=5
2ol —batd _ —9 er x >4
2(x2—5z+4) = A(z2—5214)3/2 p .

La funzione ¢ dunque concava in [1,4] e in [4, +00).
d) 11 grafico di f, con 'asintoto, ¢ in figura 3.

Esercizio 2 Calcolare il limite
. cosh arctan z — cosh z
im
2—0 log(1 — 22) + sinh(az?)




Figure 3: 11 grafico di f (Tema 2).

al variare di a € R.
Svolgimento. Si ha

2
1
coshy =1+ LA —yt+o(y*) pery—0,
2 24
%
arctany = y — 3 +o(y?) pery — 0,
y?
log(1+y) =y — % +o(y’) pery—0,
- _ 13 3
sinhy =y + Y +o(y°) pery—0,
per cui risulta, per x — 0,
23
cosh arctan z — cosh x = cosh <$ 5 + o(a:3)> — coshx
1 3 2 1 3 4
=1+ 5(1’— % + (3:3)) + 2—4(%— % +0($3)> — coshzx
2 4 4 2 4 4
x© ozt r© oz 4 4
=l+——-—=4+—-1—-—=—-— -
+2 3+24 5 24+0(33) + o(x%)
zt xd 4
log(1 — z%) 4 sinh(az?) = —2? — 5 +az? +o(z?) = (-1 + a)2? — 5 + o(x%).
Si ha percio
cosh arctan z — cosh = ) —z*/3 + o(z*) 2/3 sea=1
1m = 111m =
z—0log(1 — 2?) +sinh(ax?)  @=0 (—1 4 a)z? — %4 + o(z4) 0 se a # 1.

Esercizio 3 Stabilire per quali « € R il seguente integrale & convergente

/“/9 sin 3z
dx
o |log(cos3x)| cos3x

e calcolarne il valore per av = 1/2.
Svolgimento. Convergenza. Nel dominio d’integrazione, I'integranda ha segno costante, per cui si puo



studiare la convergenza usando il confronto asintotico. Si ha, per x — 0,
sin 3z = 3z + o(x)

(—log(cos3z))" = (—log(1 — 92%/2 + o(z?)))" = (—1‘2 + 0(:1:2))a

- () v

per cui
sin 3x 1

log(cos 3x)|% cos 3z x2a—1’
g

L’integrale € quindi convergente per o < 1.
Calcolo. Con la sostituzione cos 3z =t si ha —3sin 3z dx = dt, per cui

/9

sin 3z 1 [1/2 1 1 ! 1
dr = —- ——dt = ——dt
0 +/—log(cos3z)cos3x 3J1 tv—logt 3 J12 tv/—logt

(ponendo logt = u, da cui t = e, dt = e" du)

1/0 1 2
= - du = —+/log 2.
3 —log2 VU 3

In alternativa, intuendo che l'integrale dato era immediato per ogni «, si poteva calcolare e studiare la

convergenza nel seguente modo: ponendo log(cos3z) = ¢, da cui _Cgohslgi’x dx = dt, si ricava
/9 in3 1 —log 2 1
/ sin 3x de — _/ dt
o |log(cos3x)|*cos3x 3 Jo (—t)
S
3(—a+1) 0

)fa+1

Tale integrale converge, e vale m (log 2 , se e solo se a < 1.

Esercizio 4 Risolvere nel piano complesso ’equazione

rappresentandone le soluzioni in forma algebrica.

Svolgimento. L’quazione equivale a
2
3 .
z2° = —1.

3

Dobbiamo percio esprimere in forma algebrica le radici cubiche di %z = %e

da percio
L i’fem/fs’ iﬁesm/q iﬁe&m _ iﬁ(\/g + li>7 s 2( _ V3 li>’ _&"»/52-’
3 3 3 3\2 T2 V3T T 3

che si rappresentano nel piano di Gauss come segue:

/2 Ta formula di De Moivre
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Figure 4: Soluzione dell’esercizio 4 (Tema 2).



