ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 23.01.2023

TEMA 1

Esercizio 1 (punti 9) Si consideri la funzione
fx)=vVa?+zx—=z

(a) determinare il dominio di f ed eventuali simmetrie (non é richiesto lo studio del segno);

Dom(f) = {z € R:2? +z > 0} = (—o0, —1] U [0, +-00).
La funzione non ha particolari simmetrie.
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
f ¢ continua per ogni € Dom(f) quindi

lim  f(z) = f(-1) =1, lim f(z) = f(0) = 0;

T——1— z—0t

inoltre
lim f(x)=+o0

T—r—00

lim () lim f( )\/a:2+:v+x . x
111 xTr) = 1m r—m—-o"---= Iim — = —
T—+00 T—+00 V2t o4z ooto /22 f x4 2’

in particolare y = % & asintoto orizzontale per & — +o00. Calcoliamo ’asintoto per & — —oo:

2
/ 1
lim M: Iim —4/14+—-——1=-2
T——00 I T——00 T

1

e
Viid+rz—=o x 1
uindi y = —2z — L & asintoto obliquo per z — —oc.
Yy 3 quo p

(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore
di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

f & derivabile in (—oo, —1) U (0, +00) perché composizione e somma di funzioni derivabili; in particolare
24+ 2>0in (—oo,—1) U (0,+00) e /y & derivabile per y > 0. In questi punti la derivata vale

2x +1
,:L' :7—1
fz) 2Vl 4+

Valgono i seguenti limiti:
lim f'(z) = —o00, lim f'(z)= +oo,

z——1— z—0t



-
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Figure 1: Grafico di f

In particolare f non ¢ derivabile nei punti x = —1 e x = 0. Per ogni z € (—oo0, —1) U (0, 4+00) abbiamo

fllz)=0&2r+1=2ya22+x

e questa equazione non ha soluzioni perché (2x + 1)? = 422 + 4z + 1 # 422 + 4z = (2V22 + z)2. Inoltre
f'(z) < 0 per ogni z € (—oo,—1) e f'(x) > 0 per ogni x € (0,400), quindi f & decrescente in (—oo, —1] e
crescente in [0, +00); inoltre —1 e 0 sono punti di minimo relativo, 0 & punto di minimo assoluto e f(0) =0
¢ lestremo inferiore (minimo) di f. Non esistono punti di massimo relativo e 1’estremo superiore & 400.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Vedere Figura 1.

Esercizio 2 (punti 7) Si consideri nel piano complesso ’equazione:
2+ a2? +iz = —ai (v € R)

(a) Determinare per quale valore del parametro reale a questa equazione ha 2y := 4 come soluzione;

Imponendo che 'equazione valga per z = 4 otteniamo 64 + 16« + 4¢ = —ai quindi a = —6146er‘ti =
—4 16+¢ __ —4
16+: :

(b) Per il valore di a determinato nel punto a), trovare le altre soluzioni dell’equazione.

Abbiamo 2% — 422 + iz — 4i = (2 — 4)(2% + i) quindi le altre soluzioni sono le due radici quadrate di
—i: per calcolarle osserviamo che | —i| = 1 e Arg(—i) = —7 e di conseguenza le due radici 21 e 22 hanno
3T

modulo 1 e argomento —% e —7% + 7 = °F rispettivamente, cioé

21 = e 'F = cos (—E) + i sin <—I) - il
1 A 4 \/§ \/5 )

20 = €'t = cos s + isin s ——i—l-ii
2 = = 1 1) = 5+t 5"



Alternativamente avremmo potuto osservare inizialmente che 23 + a2 +iz +ai = (22 +1)(2 + ) quindi
le soluzioni sono —a, z1, z9: le radici 21 e 29 si calcolano come nel punto (b) e per il punto (a) basta chiedere
—a=4.

Esercizio 3 (punti 8) (a) Calcolare il limite seguente

lim [1 — arcsin w]%
z—0+
Per la continuita della funzione esponenziale si ha
' . i hm log(l—aicsin(:c)) 1
lim [1 — arcsin(z)]s = ez—=07" = -,
z—0t e
poiché
lim log(1 — arcsin(x)) — lim log(1 — (z + o(x)) — lim —(z +o(z)) + o —z — o(x)) _
z—07F x z—0+ x z—0t x
—r+olz
Tk )
z—0F x

(b) Studiare il comportamento della serie
Z 1 —arcsin | — .
n
n=1

I termini della serie sono positivi n > 1, dunque possiamo applicare il criterio della radice

1\1" \"* 1
lim { [1 — arcsin ()] = lim [1 — arcsin <>] = -
n—o0 n n—o00 n e

perché dal cambio di variabile 2 = L e dal punto (a) vale

1\]" 1
lim [1 — arcsin ()] = lim [1 — arcsin(:z:)]% =-<1,
n

n—oo x—0t e

so the series is convergent.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri la famiglia di funzioni

fa(x) = (x — 2) arctan(z®)

/fl () dx
Integrando per parti si ha

/fl(x)dm:/[(x—z)arctanx]dz:Warctanx—/[;é;i);] ditc ceR

(a) Si calcoli

Dato che
(r —2)? 2+ 1 3 4x

21+ 22)  2(22+1) + 2(x24+1)  2(22+1)



si conclude )
—2)° -3 1
/fl(;z;)dw:(x;arctanx—2m+log(:n2+1)+c ceR

(b) Determinare per quali valori di a € R, I'integrale

/1 o fa(x)dx

& convergente.

La famiglia di funzioni non presenta problemi di integrazione in « = 1 essendo continua per ogni « > 1.
Quindi calcoliamo
k k
lim z)dr = lim x — 2)arctan(z®)) dx
Jin [ i [ (@ 2)etante)
Se a > 0 si haf, ~ (z — 2) per x — 400, e quindi per il criterio del confronto asintotico l'integrale non &
convergente.

Se invece a < 0, dallo sviluppo arctany = y + o(y) si ha f, ~ f%, quindi dal criterio del confronto
asintotico l'integrale e convergente se e solo se —1 — a > 1, i.e., se e solo se o < —2.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.
arcsin(z) = x + lxs + ims + o(z%)
6 40 ’

arctan(z) =z — %a:S + éw“” 4o (1)




ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 23.01.2023

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 9) Si consideri la funzione
flx)=2—Va2?2—x
(a) determinare il dominio di f ed eventuali simmetrie (non é richiesto lo studio del segno);
Dom(f) ={z € R: 2% -2 >0} = (—00,0] U[L, +00).
La funzione non ha particolari simmetrie.

(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

f ¢ continua per ogni € Dom(f) quindi

lim ()= f(0)=0, lim f(z)=f(1)=1:

0~ a1+
inoltre
Jim f(x) = —oo
e
lim f(x)= lim f(:r)w = lim — 2 = E

r—+00 T—r—+00 x+‘/x2_x :E*)JrOOx_i_q/xZ_x 2’

in particolare y = % ¢ asintoto orizzontale per x — +o00. Calcoliamo ’asintoto per x — —oo:

(z

/ 1
lim f—) = lim 14+4/1——=2
Tr—r—00 X Tr—r—00 xT

r—Vrl—x T 1
lim f(r)—2x= lim —(a: xQ—w>7: lim ———— = ——.
&~ 00 f(@) z——00 * r—Va?—x 220 g—Va?-zx 2
Quindi y = 2z — % ¢ asintoto obliquo per x — —o0.
(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e I’estremo superiore
di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

f & derivabile in (—o0,0) U (1, +00) perché composizione e somma di funzioni derivabili; in particolare
2?2 — 2 > 01in (—o0,0) U (1,+00) e V/y ¢ derivabile per y > 0. In questi punti la derivata vale

2¢ —1

f’(w)zl—m.

Valgono i seguenti limiti:
lim f'(z) =400, lim f'(z)= —o0,

z—0~ r—1+
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Figure 2: Grafico di f

In particolare f non & derivabile nei punti 2 =0 e z = 1. Per ogni x € (—o0,0) U (1, +00) abbiamo
f)=0&2r—-1=2Va2 -z

e questa equazione non ha soluzioni perché (2z — 1)2 = 422 — 4z + 1 # 422 — 42 = (2v/22 — 2)2. Inoltre
f'(z) > 0 per ogni z € (—00,0) e f/(z) < 0 per ogni z € (1,400), quindi f & crescente in (—o0,0] e
decrescente in [1,400); inoltre 0 e 1 sono punti di massimo relativo, 1 & punto di massimo assoluto e
f(1) =1 & Pestremo superiore (massimo) di f. Non esistono punti di minimo relativo e ’estremo inferiore
€ —00.
(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Vedere Figura 2.

Esercizio 2 (punti 7) Si consideri nel piano complesso ’equazione:

2+ a2 +iz=—ai (e € R)

(a) Determinare per quale valore del parametro reale a questa equazione ha zp := —4 come soluzione;
Imponendo che 'equazione valga per z = —4 otteniamo —64 + 16 — 4i = —ai quindi o = 614614; =
416+i —4
16+i :

(b) Per il valore di a determinato nel punto a), trovare le altre soluzioni dell’equazione.

Abbiamo 23 + 422 + iz + 4i = (2 + 4)(22 + i) quindi le altre soluzioni sono le due radici quadrate di

—i: per calcolarle osserviamo che | —i| = 1 e Arg(—i) = —7 e di conseguenza le due radici 21 e z; hanno
modulo 1 e argomento —7 e =7 + 7 = 3[{ rispettivamente, cioé



Alternativamente avremmo potuto osservare inizialmente che 23 + a2 +iz +ai = (22 +1)(2 + ) quindi
le soluzioni sono —a, z1, z9: le radici 21 e 29 si calcolano come nel punto (b) e per il punto (a) basta chiedere
—a = —4.

Esercizio 3 (punti 8) (a) Calcolare il limite seguente

lim [1 — sinh(m)]%.

z—0t

Dalla continuita della funzione esponenziale si ha

log(1—sinh(z))

1 lim 2 1
lim [1 — sinh(x)]z = ez—0" =,
z—0t e
poiché
lim log(1 — sinh(x)) ~ lim log(1 — (xz 4 o(x)) ~ lim —(z+o(z)) + o —z — o(z)) _
z—0t T z—0t X z—07t T
T O
z—0t T

(b) Studiare il comportamento della serie
+oo n
1
E [1 — sinh ()] .
n
n=1

I termini della serie sono positivi per ogni n > 2. Quindi si puo applicare il criterio della radice e
ottenere

2

. n . 1\1]" . . IN]" 1
lim 1 —sinh { — = lim |1 —sinh | — = -
n—o0 n n—00 n e

dato che, dal cambio di variabile x = % e dal punto (a), vale

1\1" 1
lim [1 — sinh ()] = lim [1 — sinh(m)]% =-<1,
n—00 n z—0t e

e quindi la serie & convergente.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri la famiglia di funzioni

fa(z) = (x 4+ 1) arctan(x®)

/f1 (x)dx
Integrando per parti si ha
1)2 1)2
/fl(:c) dx = / [(z + 1) arctan z]dz = (xz)arctanx — / {Z(EEH] dx +c ceR
T

Dato che

(a) Si calcoli

(x+1)2 2+ 1 2x

2(1+22)  2(22+1) + 2(x2 + 1)




vale

1)2 11
/fl(:zj)dx:(x—;)arctanx—2:E—2log((:n2+1))—|—c ceR

(b) Determinare per quali valori di @ € R, 'integrale

/1+00 fa(x)dzx

& convergente.

La funzione non presenta problemi di integrazione nell’estremo x = 1, essendo f, continua per ogni
x > 1. Quindi si calcola

k k
li dr = li 1 t ) d
k—1>I—|I—100/1 falz)dz L . ((z + 1) arctan(z®)) dx
Se a > 0, si ha fo ~ (z + 1) per x — +o00, quindi dal criterio del confronto asintotico l'integrale &
convergente.

Se invece a < 0, dallo sviluppo arctany = y + o(y) si ha f, ~ m,%, quindi dal criterio del confronto
asintotico si ha —1 — a > 1, i.e., se e solo se a < —2

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

sinh(z) =z + 1.’1'3 + lx‘r’ + ﬂ + o(z®"?)
6° "5l 2n+1)! ’
arctan(z) = 7 — 2% + 125 4+ (—1)" S 4 o(@™ ) ¥n >0
3 5 2n+1 -



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 23.01.2023

TEMA 3

Esercizio 1 (punti 9) Si consideri la funzione
flx)=+Va?+2z—x

(a) determinare il dominio di f ed eventuali simmetrie (non é richiesto lo studio del segno);

Dom(f) = {z € R:2? + 22 > 0} = (—o0, —2] U [0, +00).
La funzione non ha particolari simmetrie.
(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;
f ¢ continua per ogni € Dom(f) quindi

lim  f(z) = f(-2) =2, lim f(z) = f(0) = 0;

T——2" z—0t

inoltre
lim f(x)=+o0

T—r—00

) . Vaz 42z + ) 2x
lim f(z)= lim f(z)—m——= lim —— =
T—~+00 T——400 Vi 4+2r +x z—=+00 /g2 + 20 + x

in particolare y = 1 ¢ asintoto orizzontale per x — 4o00. Calcoliamo ’asintoto per x — —oo:

lim M: lim —\/1—1—2—1:—2
T——00 I T——00 T

e
Va2 +2x — 2
lim f(z)+2z= lim ( x2+2x+x>w: lim ——— = 1,
T——00 T——00 \/m —x T——00 \/m —
Quindi y = —2x — 1 & asintoto obliquo per z — —oc.

(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore
di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

f & derivabile in (—oo, —2) U (0, +00) perché composizione e somma di funzioni derivabili; in particolare
22422 > 0 in (—oo0, —2) U (0, +00) e VY ¢ derivabile per y > 0. In questi punti la derivata vale

, z+1
F = !

Valgono i seguenti limiti:
lim f'(z) = -0, lim f'(z)= +oo,

T——2" z—0t



-
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Figure 3: Grafico di f

In particolare f non ¢ derivabile nei punti x = —2 e x = 0. Per ogni z € (—o0, —2) U (0, +00) abbiamo

fz)=0x+1=V22+22

e questa equazione non ha soluzioni perché (x + 1)? = 22 + 22 + 1 # 22 + 2x = (Va2 + 2x)%. Inoltre
f'(z) < 0 per ogni z € (—o0,—2) e f'(x) > 0 per ogni x € (0,400), quindi f & decrescente in (—oo, —2] e
crescente in [0, +00); inoltre —2 e 0 sono punti di minimo relativo, 0 & punto di minimo assoluto e f(0) =0
¢ lestremo inferiore (minimo) di f. Non esistono punti di massimo relativo e 1’estremo superiore & 400.

(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.
Vedere Figura 3.

Esercizio 2 (punti 7) Si consideri nel piano complesso ’equazione:
2+ a2 +iz = —ai (v € R)

(a) Determinare per quale valore del parametro reale a questa equazione ha zy := 3 come soluzione;

Imponendo che I’equazione valga per z = 3 otteniamo 27+9a+3i = —ai quindi a = — QSi?i = —33—12 =
-3.

(b) Per il valore di a determinato nel punto a), trovare le altre soluzioni dell’equazione.

Abbiamo 2% — 322 + iz — 3i = (2 — 3)(22 + i) quindi le altre soluzioni sono le due radici quadrate di

—1: per calcolarle osserviamo che | —i| = 1 e Arg(—i) = —% e di conseguenza le due radici z; e z3 hanno

2
modulo 1 e argomento —§ e —F + 7 = ?ﬁf rispettivamente, cioé



Alternativamente avremmo potuto osservare inizialmente che 23 + a2 +iz +ai = (22 +1)(2 + ) quindi
le soluzioni sono —a, z1, z9: le radici 21 e 29 si calcolano come nel punto (b) e per il punto (a) basta chiedere
—a = 3.

Esercizio 3 (punti 8) (a) Calcolare il limite seguente

1
R
T [1 = sin(x)

Dalla continuita della funzione esponenziale si ha

. . L hm log(lfxsin(z)) 1
lim [1 — sin(z)]= = ez—0* ==
z—0t e

poiché

= lim = lim =
z—0t T z—0t T z—0t X
. —r+o(z
lim ( ) =-1
z—07F X

(b) Studiare il comportamento della serie
> [ ()]
Z 1—sin | — .
n=1 n

Osserviamo che i termini della serie sono positivi. Quindi possiamo applicare il criterio della radice.

n2 n
lim 7\1/[1 — sin <1>] = lim [1 — sin <1>} = }
n—o00 n n—o00 n e

poiché dalla sostituzione z = 1 e dal punto (a) vale

lim [1 — sin (1>} = lim [1 — sin(m)ﬁ = 1 <1,
e

n— 00 n r—0+

e quindi la serie & convergente.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri la famiglia di funzioni

fa(z) = (x — 1) arctan(z®)

/f1 () dx
Integrando per parti si ha

/fl(a:)dm:/[(x—l)arctanx]dx:@_;Farctanx—/[;(xlllx);] drtc ceR

(a) Si calcoli

Dato che
(x —1)2 2?2 4+1 1 4z

21+ 22)  222+1) 22(z2+1)




si ha

—1)2 11
/fl(:n)dw:(x2)arctan:L‘—23:+210g(2(x2+1))+c ceR

(b) Determinare per quali valori di @ € R, 'integrale

/1+00 fa(x)dzx

& convergente.

La funzione non presenta problemi di integrazione nell’estremo x = 1, essendo continua per ogni z > 1.
Quindi calcoliamo
k k
lim x)dr = lim x — 1) arctan(z®)) dx
Jin [ fa@yde = tim [ (@@~ Darctan(e)
Se a > 0, si ha fo ~ (x — 1) per x — +00, quindi dal criterio del confronto asintotico l'integrale non ¢

convergente.

Se invece a < 0, dallo sviluppo arctany = y+ o(y) si ha f, ~ x_%a,

asintotico l'integrale & convergente se e solo se —1 —a > 1, i.e., a < —2.

e quindi dal criterio del confronto

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che ¢ scritto sul foglio intestato. B
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

sin(z) = = — 1x3+l15+‘..+(_1)"ﬂ (z°"+2)
76 5! (2n +1)! ’
1 1 2n+1
arctan(z) =z — gacg + gws S (_1)"2gcnT + 0(x2"+2) Vn >0



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione

Appello del 23.01.2023

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 9) Si consideri la funzione
flx)=2—+Va?—2x

(a) determinare il dominio di f ed eventuali simmetrie (non é richiesto lo studio del segno);

Dom(f)={zeR: 22— 2z >0} = (—00,0] U [2, +00).
La funzione non ha particolari simmetrie.

(b) calcolare i limiti ed eventuali asintoti agli estremi del dominio;

f ¢ continua per ogni € Dom(f) quindi

lim ()= f(0)=0, lim f(z)=f(2)=2

z—0— r—27F
inoltre
lim f(z)=—o0
r—r—00
e
r+Va?-2x x

lim f(zx)= lim f(x) lim 1,

T—>+400 T—r+00 $+\/x2_2x_$*}+00x+1/x2_2x_

in particolare y = 1 & asintoto orizzontale per x — +o00. Calcoliamo ’asintoto per x — —oc:

2
lim @: Im 1+4/1——=2
x

r——00 I T——00

x— Va2 —2x 2
li —2r= 1 —< 2—2)—: lim ——— = —1.
Jm fle) =2 = T = (et Vet =2 ) e s e
Quindi y = 2x — 1 ¢ asintoto obliquo per x — —oo.
(c) studiare la derivabilita di f nel suo dominio, calcolare la derivata prima ed eventuali limiti della
derivata, ove necessario; discutere la monotonia di f e determinare ’estremo inferiore e I’estremo superiore

di f ed eventuali punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

f € derivabile in (—o0,0) U (2, +00) perché composizione e somma di funzioni derivabili; in particolare
2?2 — 22 > 0in (—00,0) U (2, +00) e /Y ¢ derivabile per y > 0. In questi punti la derivata vale

r—1

Fe)=1- =

Valgono i seguenti limiti:

lim f'(z) =400, lim f'(z)= —oo0,
z—0~ z—21
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Figure 4: Grafico di f

In particolare f non & derivabile nei punti 2 =0 e z = 2. Per ogni x € (—o0,0) U (2, +00) abbiamo
fl)=02—-1=2Va2 -2

e questa equazione non ha soluzioni perché (z — 1)2 = 22 — 2z + 1 # 22 — 2z = (V22 — 22)2. Inoltre
f'(z) > 0 per ogni z € (—00,0) e f/(z) < 0 per ogni z € (2,400), quindi f & crescente in (—o0,0] e
decrescente in [2,400); inoltre 0 e 2 sono punti di massimo relativo, 2 ¢ punto di massimo assoluto e
f(2) =2 & Pestremo superiore (massimo) di f. Non esistono punti di minimo relativo e ’estremo inferiore
€ —00.
(d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

Vedere Figura 4.

Esercizio 2 (punti 7) Si consideri nel piano complesso ’equazione:

2+ a2 +iz=—ai (e € R)

(a) Determinare per quale valore del parametro reale a questa equazione ha zp := —3 come soluzione;
Imponendo che 'equazione valga per z = —3 otteniamo —27 4+ 9a — 3¢ = —at quindi o = 2;—1?“ =
35 =3
9+1 :

(b) Per il valore di a determinato nel punto a), trovare le altre soluzioni dell’equazione.

Abbiamo 23 + 322 + iz + 3i = (2 + 3)(2% + i) quindi le altre soluzioni sono le due radici quadrate di

—i: per calcolarle osserviamo che | —i| = 1 e Arg(—i) = —7 e di conseguenza le due radici 21 e z; hanno

modulo 1 e argomento —7 e =7 + 7 = 3[{ rispettivamente, cioé



Alternativamente avremmo potuto osservare inizialmente che 23 + a2 +iz +ai = (22 +1)(2 + ) quindi
le soluzioni sono —a, z1, z9: le radici 21 e 29 si calcolano come nel punto (b) e per il punto (a) basta chiedere
—a = —3.

Esercizio 3 (punti 8) (a) Calcolare il limite seguente
1
lim [1 — tan(x)]=.
i [1— tan(o)]

Dalla continuita della funzione esponenziale si ha

. N hm log(lfztan(z)) 1
lim [1 — tan(z)]= = ex—0* =,
z—0t e
poiché
lim log(1 — tan(z)) ~ lim log(1 — (z 4 o(x)) — lim —(z 4 o(x)) + o —x — o(x)) _
x—0t €T r—07t xT z—0* x
—r+o
i —20@)
z—07F X

(b) Studiare il comportamento della serie
+00 n?
1
E [1 — tan <>] .
n
n=1

Osserviamo che la serie ¢ a termini di segno positivo per ogni n > 2. Possiamo quindi applicare il criterio
della radice:

2

. n 1\1" . 1\]" 1
lim 1—tan (| — = lim |1 —tan | — = —
n—o00 n n—00 n e

poiché dal criterio della radice x = % e dal punto (a), vale

1\]1" 1
lim {1 — tan ()] = lim [1 — tan(x)]% =-<1,
n—00 n

e quindi la serie & convergente.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri la famiglia di funzioni

fa(x) = (x 4 2) arctan(z®)

/f1 () dx
(r+2)2

/fl(x)dwz/[(x—|—2)arctan:c]dx:Warctanx—/[w] dr + ¢ ceR

(a) Si calcoli

Integrando per parti si ha

Dato che
(x4 2)? 2+ 1 3 4x

21+ 22)  2(22+1) + 2(22 4+ 1) + 2(x2 + 1)




si ha )
2) -3 1
/fl(:n) de = @4_2) arctan x — 3%~ log(2(z? + 1)) + ¢ ceR

(b) Determinare per quali valori di @ € R, 'integrale

/1+00 fa(x)dzx

& convergente.

La funzione non presenta problemi di integrazione nell’estremo x = 1, dato che € continua per ogni
x > 1. Quindi calcoliamo

k k
kEI—II—loo/l falz)dx = kEToo . ((z + 2) arctan(z®)) dx

Se a > 0, si ha f, ~ (z + 2) per z — 400, e quindi dal criterio del confronto asintotico l'integrale non &

convergente

Se invece a < 0, dallo sviluppo arctany = y + o(y) si ha f, ~ m,%, e quindi per il criterio del

confronto asintotico l'integrale € convergente se e solose —1 —a > 1,ie. a< —2

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

1 2
tan(z) = = + §x3 + ﬁxs + o(z?),
1 1 2n+1
arctan(z) =z — §w3 + 5:&5 +-+ (=D 2xn 1 + o(z”"?) Yn >0



Domanda 1

(i) Dare la definizione di somme parziali e di serie convergente;

(ii) Data f:[0,1) — R, si dia la definizione di integrale improprio convergente per fol f(z)dz.
Domanda 2

(i) Enunciare il teorema di Rolle.

(ii) Enunciare e dimostrare il teorema di caratterizzazione delle funzioni monotone mediante la derivata
prima.

Domanda 3 Data la funzione f : [0, 1] — [0, 1] continua, dimostrare che esiste almeno un punto zy € [0, 1]
tale che f(z) = x.

Svolgimento Domanda 3: Ponendo g(x) = f(x) — z, si osserva che g(0) = f(0) —0 = f(0) > 0 e
g(1) = f(1) =1 <0, quindi per il teorema di esistenza degli zeri per le funzioni continue esistera sempre
un punto zo € [0, 1] tale che g(xo) = 0, quindi f(z¢) = xo.



