ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione — Canali B e D

Appello del 08.09.2025

TEMA 1

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(z) =z — arctan (z — 1).
a) Determinarne il dominio; i limiti ed eventuali asintoti;

b) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata f’ (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

¢) discutere la derivabilia di f’ e calcolarne la derivata f”; determinare la convessita di f ed eventuali
punti di flesso;

d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

(e) Facoltativo: Mostrare che esiste un unico punto xg tale che f(x¢) = 0.

Svolgimento. (a). Entrambe le funzioni coinvolte hanno come dominio IR e pertanto Dom(f) = IR.
Ricordando che la funzione arcotangente ¢ limitata, i noti teoremi sui limiti (somma di funzione limitata
con funzione avente limite uguale a +o0o0 oppure —oo) forniscono

li =— li = .

Possiamo quindi dedurre che f non ha estremi globali essendo illimitata sia superiormente che inferi-
ormente. Inoltre f non ammette né asintoti orizzontali né verticali.

Osserviamo che

i L8 gy, #oarctan(@—1) (1 _
r——00 I T——00 €T T——00

arctan(z — 1)) 1
— )=

dato che la funzione arcotangente & limitata ed il denominatore tende a —oo. Notiamo inoltre

lim (f(z) —2)=— lim arctan(z —1) = — lim arctanu = E,
T——00 T——00 U——00 2

per il teorema di sostituzione dei limiti ed i noti valori dei limiti della funzione arcotangente. Pertanto la
retta di equazione y = z + /2 ¢ asintoto obliquo a —oo. Analogamente si mostra che la retta di equazione
y =x — /2 & asintoto obliquo a +oc.

(b). La funzione & composizione e somma di funzioni derivabili su Dom(f). Pertanto essa e continua e
derivabile su Dom(f). Otteniamo che
1 (- 1)?
I+(z—-1)2 1+ (xz—1)2

flla)=1-

da cui segue che 1'unico punto critico di f & zg = 1. Inoltre f/'(x) > 0 per ogni z € R\ {1}. La funzione
¢ pertanto strettamente crescente e non ammette punti di minimo o massimo, relativo o assoluto. Inoltre:

inf(f) = —o0 e sup(f) = cc.



(c). Data espressione analitica di f’(x) determinata nel punto precedente, & immediato notare che
essa € somma e frazione di funzioni derivabili su R (e il denominatore non si annulla mai). Pertanto f
ammette derivata seconda in Dom(f). Inoltre

Osservando che il denominatore di f” & positivo per ogni punto di Dom(f), si conclude che: f & convessa
per x > 1, f & concava per x < 1 e xg = 1 & un punto di flesso a tangente orizzontale.

(d). Abbozzo qualitativo del grafico di f:

fx) = o — arctan(z — 1)

-5 -4 -3 -=2/-1 172 3 4 5

—————

(e). Da quanto visto nei punti precedenti, f & continua e strettamente crescente in Dom(f). Inoltre
f(=2) = =2 —arctan(—3) = —2+arctan(3) < 0 e f(0) = —arctan(—1) = arctan(1) = /4 > 0. Il teorema
degli zeri implica che esiste zy € (—2,0) tale che f(xg) = 0. Inoltre, grazie alla stretta monotonia, se
x > xg si ha che f(z) > f(xzo) = 0 ed inoltre se x < xg si ha che f(z) < f(z9) = 0. In conclusione, f
ammette un unico punto di azzeramento.

Esercizio 2 (punti 8) Discutere, al variare di x € IR, la convergenza assoluta e semplice della serie

> 3n
—(x —4)".
n=1
Svolgimento. 1l termine generale della serie & a,, = 4n3211 (x —4)™ che ¢ a segno variabile. Studiamo per

prima cosa la convergenza assoluta, ricordando che la convergenza assoluta implica anche quella semplice.
Applicando il criterio del rapporto otteniamo

lim

n—-+oo

Anp+1 . 3(n+1) 4n?+1 |z —47H
—‘ = lim = |z — 4.
n—too  3n  4(n+1)2+1 |z —4|"

an

Discutiamo i vari casi.

Per |z — 4| < 1, cioe per = € (3,5), la serie ) |a,| converge, e quindi la serie ) a, converge assoluta-
mente, e quindi anche semplicemente.

Per |z — 4| > 1, cioe a € (—00,3) U (5, +00), la serie Y |ay| diverge, e si ha che lim,,_, . |a,| = +o0.
Pertanto a,, non & infinitesima per n — —+oo, cioe la condizione necessaria di convergenza per le serie
numeriche non ¢ soddisfatta. Di conseguenza la serie ) a, o & divergente o indeterminata (in ogni caso
non converge).

11 criterio del rapporto non si applica nel caso |x — 4| = 1, cioé & = 3 oppure & = 5. Discutiamo quindi
questi casi separatamente.

Per x = 5, la serie data ¢ a termini positivi e a, = ﬁ’;l. Siccome ﬁ’il € un infinitesimo di ordine 1
per n — 400, per il criterio del confronto la serie in questione ha lo stesso carattere di convergenza della

serie armonica. Pertanto la serie data diverge per = = 5.



Consideriamo ora x = 3. Se si studia la convergenza assoluta si riottiene la stessa serie di z = 5.
Pertanto diverge assolutamente. Studiamo ora la convergenza semplice: la serie data ¢ a segni alterni e

3n
= (-1 —"
an = (=1) 4n? +1
Ponendo b, = ﬁil’ osserviamo che la serie data ¢ della forma > (—1)" b, con {b,} successione tale che

b, > 0 per ogni n (non negativa) e b, infinitesima (dato che il numeratore ha ordine di infinito inferiore a
quello del denominatore). Resta da verificare che b, sia decrescente. Sia n > 1; abbiamo che

3(n+1) 3n

— 4n’+4n>1 in>1.
4(n+1)2+1_4n2—|—1 n®+4n > per ogni n >

bpr1 < b, —=

In alternativa, la monotonia di b, puo essere studiata introducendo f(u) = ﬁﬁl, u > 0, osservando che
b, = f(n) e valutando la monotonia di f(u) mediante lo studio del segno di f/(u) = %. Per il

criterio di Leibniz la serie data quindi converge per x = 3.

In conclusione la serie converge assolutamente per 3 < & < 5 e converge semplicemente per 3 < x < 5.

Esercizio 3 (punti 8) Al variare di a € (0,00), calcolare il seguente limite
sinx — z¢

m —.
z—0+ arcsinr — x

Svolgimento. Grazie alle formule di Maclaurin sappiamo che
3
arcsinz — x = 5 +o(z®) peraz — 0T,
e quindi il denominatore & un infinitesimo di ordine 3 per x — 0%. Dobbiamo determinare 1'ordine di
infinitesimo del numeratore. Usando nuovamente le formule di Maclaurin si ha
23
sinx—x“:m—xa—gﬁ-o(x?’) per x — 0.

Se a = 1, allora il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 3 per  — 07; il limite richiesto sard quindi
un numero reale non nullo perché numeratore e denominatore hanno lo stesso ordine di infinitesimo per
x — 07, Inoltre

w

. a 23 3 x
— —= +o(x = —1 1
im 781?(:6) Y~ lim e (@) = lim —sﬂ =-1
x—0+ % + 0(x3) z—0T % + o(x?’) z—0+ % 14+ 0(1)

Se a > 1, allora * = o(x) per * — 0%, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 1 per x — 07;
la funzione di cui & richiesto il limite sard quindi un infinito per # — 07 ('ordine di infinitesimo del
numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

sin(z) —z* r+o(r) . 6

+ zd 3y + a8 3) L 2 T oo
z—0 3 —+ o(x ) x—0 & + o(x ) z—01T T
per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Se infine a € (0,1), allora z = o(x®) per x — 0T, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari ad
a € (0,1) per z — 07; la funzione di cui ¢ richiesto il limite sard quindi un infinito per x — 0% ('ordine di
infinitesimo del numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

sin(z) — x® . —x%+o(z?) . 6
— = lim ————=—lim 3 = X
z—0t % + 0($3) z—0t % + 0($3) z—0t T

dato che a < 3, e per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri 'EDO data da
y(t) = 3t(y(t))?



a) trovarne la soluzione generale

b) trovarne 'unica soluzione g(t) che verifica la condizione iniziale §j(1) = 1 e determinarne il suo insieme
di definizione.

Svolgimento L’equazione differenziale ordinaria assegnata € del primo ordine non lineare, a variabili
separabili.

(a). Se y(t) = k per ogni t € R con k € IR, allora y/(t) = 0 per ogni t € R e quindi deve essere
0=3tk* < tk> =0 per ognit e R.

Scegliendo t = 1 si trova k = 0, quindi I'unica soluzione costante dell’equazione differenziale ordinaria
assegnata e la funzione nulla.

Sfruttiamo la separazione delle variabili. Abbiamo, per y(t) # 0, che

oy y't) 1\ 3ty 1 3¢
y'(t) =3t (y(t)* = W)? 3t = (—w) = (7> = RO ¢, ceR,
da cui ricaviamo ) Ly

= , ceR.
te 32120 €

y(t) = — 32
2
Si noti che le funzioni soluzione, y(t), non hanno punti di azzeramento; in altre parole il loro grafico non
interseca la retta delle ascisse.
(4.c) (b). Imponendo la condizione iniziale data, troviamo che

-2
1=
3+ 2¢

5
<— 2c= -5 — 62_5'

Quindi la soluzione cercata (notare che ¢ unical) &

-2

t) = ———.

L’insieme di definizione D di questa funzione & dato da D = (—/5/3,/5/3).

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare le radici
complesse dell’equazione 23 = 8i, scriverle in forma algebrica e disegnarle sul piano di Gauss.

Svolgimento. Il numero 8 ha modulo pari a 8 e argomento pari a 7/2. Posto z = [p, 6] # 0, in forma
trigonometrica il problema diviene

0% =5, 30:g+21m per k=0,1,2.

Risolvendo si ottiene che p = /8 =2 ¢ 6§ = 5T %Tﬂ’ k =0,1,2. Quindi tutte e sole le soluzioni distinte
del problema dato sono:

3 1
20 :2(cos%+isin% :2<\[+i) = (\/§+i);

5t .. bm V3 o1
z1:2<cosz+zsm€>:2<—7+z§):(—\/34—@),
22:2<cos3§+isin3§>:2(0—i):—2z

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

3 5 2n+1
mr—z— LT LT et
sinz =@ —gr+ g+t (2n+1)!+0($ )
. 1‘3 3 5 (271)'
arcsint = x4+ — + —x° +--- +

o\ 2ndd 2n+2
6 10 rarens Dt o)



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione — Canali B e D

Appello del 08.09.2025

TEMA 2

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(z) = x — arctan (z + 1).
a) Determinarne il dominio; i limiti ed eventuali asintoti;

b) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata f’ (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

¢) discutere la derivabilia di f’ e calcolarne la derivata f”; determinare la convessita di f ed eventuali
punti di flesso;

d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

(e) Facoltativo: Mostrare che esiste un unico punto xg tale che f(x¢) = 0.

Svolgimento. (a). Entrambe le funzioni coinvolte hanno come dominio IR e pertanto Dom(f) = IR.
Ricordando che la funzione arcotangente ¢ limitata, i noti teoremi sui limiti (somma di funzione limitata
con funzione avente limite uguale a +o0o0 oppure —oo) forniscono

li =— li = .

Possiamo quindi dedurre che f non ha estremi globali essendo illimitata sia superiormente che inferi-
ormente. Inoltre f non ammette né asintoti orizzontali né verticali.

Osserviamo che

lim Lx) — fim x — arctan(z + 1) — lim (1 B
r——00 I T——00 €T T——00

arctan(z + 1)) 1
x

dato che la funzione arcotangente & limitata ed il denominatore tende a —oo. Notiamo inoltre

7
lim (f(z) —z)=— lim arctan(z+1)=— lim arctanu = _—,
T——00 T——00 U——00 2
per il teorema di sostituzione dei limiti ed i noti valori dei limiti della funzione arcotangente. Pertanto la
retta di equazione y = z + /2 ¢ asintoto obliquo a —oo. Analogamente si mostra che la retta di equazione

y =x — /2 & asintoto obliquo a +oc.

(b). La funzione & composizione e somma di funzioni derivabili su Dom(f). Pertanto essa e continua e
derivabile su Dom(f). Otteniamo che

1 (z +1)?
")y =1— =
fz) 1+ @+1)2 1+ (@+1)2
da cui segue che 'unico punto critico di f & g = —1. Inoltre f/'(z) > 0 per ogni x € R\ {—1}. La funzione

¢ pertanto strettamente crescente e non ammette punti di minimo o massimo, relativo o assoluto. Inoltre:
inf(f) = —o0 e sup(f) = oc.



(c). Data espressione analitica di f’(x) determinata nel punto precedente, & immediato notare che
essa € somma e frazione di funzioni derivabili su R (e il denominatore non si annulla mai). Pertanto f
ammette derivata seconda in Dom(f). Inoltre

2(z+1)

f'@ = (=04 @097 = e

Osservando che il denominatore di f” & positivo per ogni punto di Dom(f), si conclude che: f & convessa

per x > —1, f & concava per x < —1 e xg = —1 & un punto di flesso a tangente orizzontale.
(d). Abbozzo qualitativo del grafico di f:

f(x) = x — arctan(z — 1) 3

(e). Da quanto visto nei punti precedenti, f ¢ continua e strettamente crescente in Dom(f). Inoltre
f(0) = —arctan(l) = —7w/4 < 0 e f(2) = 2 — arctan(3) > 0. Il teorema degli zeri implica che esiste
xo € (—0,2) tale che f(z9) = 0. Inoltre, grazie alla stretta monotonia, se z > xq si ha che f(z) > f(xo) =0
ed inoltre se x < z si ha che f(z) < f(z9) = 0. In conclusione, f ammette un unico punto di azzeramento.

Esercizio 2 (punti 8) Discutere, al variare di x € R, la convergenza assoluta e semplice della serie

o0

4n n
23n2+1(x_2) '

n=1

Svolgimento. 1l termine generale della serie € a,, = 37;12% (x —2)™ che & a segno variabile. Studiamo per
prima cosa la convergenza assoluta, ricordando che la convergenza assoluta implica anche quella semplice.
Applicando il criterio del rapporto otteniamo

_ . 4n+1) 3nP4+1 |z -2t
lim = lim
n—+oo  4n 3n+1)2+1 |z—2|"

n——+oo

=z -2

Ap41 ‘
an

Discutiamo i vari casi.

Per |z — 2| < 1, cioe per = € (1,3), la serie ) _ |a,| converge, e quindi la serie > a, converge assoluta-
mente, e quindi anche semplicemente.

Per |z —2| > 1, cioe a € (—00,1) U (2,+00), la serie Y |ay| diverge, e si ha che limy,_, o |a,| = +00.
Pertanto a,, non & infinitesima per n — —+oo, cioe la condizione necessaria di convergenza per le serie

n i

numeriche non ¢ soddisfatta. Di conseguenza la serie ) a, o & divergente o indeterminata (in ogni caso
non converge).

Il criterio del rapporto non si applica nel caso |x — 2| = 1, cio¢ x = 1 oppure x = 3. Discutiamo quindi

b

questi casi separatamente.

Per & = 3, la serie data & a termini positivi e a, = ——. Siccome —— & un infinitesimo di ordine 1

’ n 3nZ+1 3n2+1

per n — 400, per il criterio del confronto la serie in questione ha lo stesso carattere di convergenza della
serie armonica. Pertanto la serie data diverge per z = 3.



Consideriamo ora x = 1. Se si studia la convergenza assoluta si riottiene la stessa serie di z = 3.
Pertanto diverge assolutamente. Studiamo ora la convergenza semplice: la serie data ¢ a segni alterni e
an
ap = (—1)" ———.
n=(=1) 3n?+1
Ponendo b,, = #’11, osserviamo che la serie data & della forma ) (—1)" by, con {b,} successione tale che

b, > 0 per ogni n (non negativa) e b, infinitesima (dato che il numeratore ha ordine di infinito inferiore a
quello del denominatore). Resta da verificare che b, sia decrescente. Sia n > 1; abbiamo che

4(n+1) < 4n

<~ 3n’+3n>1 in>1.
3(n+1)2—|—1_3n2+1 n®+on > per ogni n >

bpt1 < by <=

In alternativa, la monotonia di b, puo essere studiata introducendo f(u) = ﬁ, u > 0, osservando che
b, = f(n) e valutando la monotonia di f(u) mediante lo studio del segno di f/(u) = 4%. Per il

criterio di Leibniz la serie data quindi converge per x = 1.

In conclusione la serie converge assolutamente per 1 < x < 3 e converge semplicemente per 1 < x < 3.

Esercizio 3 (punti 8) Al variare di a € (0, 00), calcolare il seguente limite

a
. l—cosz— %
im ——=,
z—0+ arcsinx — x
Svolgimento. Grazie alle formule di Maclaurin sappiamo che
23

arcsinz — x = " +o(z®) perz — 0T,

e quindi il denominatore ¢ un infinitesimo di ordine 3 per # — 0. Dobbiamo determinare 'ordine di
infinitesimo del numeratore. Usando nuovamente le formule di Maclaurin si ha

7@ 2 a ZE4

1—c0sx—?:?—?—ﬂ+o(az5) per x — 0.

Se a = 2, allora il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 4 per z — 0T; il limite richiesto sara
quindi zero (l'ordine di infinitesimo del numeratore & superiore a quello del denominatore). Possiamo
anche scrivere il calcolo come segue:

a 4 4
lim M: lim M: lim ;ELO(D:_ lim f:()‘
z—0+t %3 + 0($3) z—0t % + 0(3;3) z—0t %3 1+ 0(1) z—0+ 4

Se a > 2 allora 7% = o(2?) per z — 07, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 2 per x — 0%;
la funzione di cui & richiesto il limite sara quindi un infinito per z — 07 ('ordine di infinitesimo del
numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre
z? z2 2
- 1 xscosx 2 _ i 2 + o(z?) ~ i 3 _ oo

z—0t & + 0(553) z—0t % + o(x?’) z—0t T
per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.
Se infine a € (0,2), allora 22 = o(z®) per x — 0%, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari ad
a € (0,2) per z — 07; la funzione di cui ¢ richiesto il limite sard quindi un infinito per x — 0% ('ordine di
infinitesimo del numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

1—cosx—% . —%—l—o(m“) . 3
= = = —00

im — = — = — lim —— =
r—0t % + 0(;53) z—0t % —+ 0(;1:3) z—0+ x>~

dato che a < 3, e per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri 'EDO data da
y(1) = 2t(y(t))?



a) trovarne la soluzione generale

b) trovarne 'unica soluzione g(t) che verifica la condizione iniziale §j(1) = 1 e determinarne il suo insieme
di definizione.

Svolgimento. L’equazione differenziale ordinaria assegnata ¢ del primo ordine non lineare, a variabili
separabili.

(a). Se y(t) = k per ogni t € R con k € IR, allora y/(t) = 0 per ogni t € R e quindi deve essere
0=2tk> « tk> =0 per ognit e R.

Scegliendo t = 1 si trova k = 0, quindi I'unica soluzione costante dell’equazione differenziale ordinaria
assegnata ¢ la funzione nulla. Sfruttiamo la separazione delle variabili. Abbiamo, per y(t) # 0, che

/t 1 / 1
VO g — (_7> = () = ——==t"+¢, ceR,

fn 2
y () =2t(y(t)” = w))?2 y(t) y(1)

da culi ricaviamo

y(t) = ceR.

24
Si noti che le funzioni soluzione, y(¢), non hanno punti di azzeramento; in altre parole il loro grafico non

interseca la retta delle ascisse.

(b). Imponendo la condizione iniziale data, troviamo che

1
1=-— <— c=—2.
1+e¢
Quindi la soluzione cercata (notare che € unical) e
-1
t) = .

L’insieme di definizione D di questa funzione ¢ dato da D = (—v/2,/2).

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare le radici
complesse dell’equazione 23 = 8i, scriverle in forma algebrica e disegnarle sul piano di Gauss.

Svolgimento. Vedi Tema 1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

.’1,’2 ‘T4 n x2n 2n—+1
COSI:1_§+I+"'+(_1) (2n)!+o(m )
3 3 (2n)!

aresineg =z + — + —a° + - + 22 oo(2®m 1)

6 40 47(n!)2(2n + 1)



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione — Canali B e D

Appello del 08.09.2025

TEMA 3

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(z) = x — arctan (z + 2).
a) Determinarne il dominio; i limiti ed eventuali asintoti;

b) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata f’ (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

¢) discutere la derivabilia di f’ e calcolarne la derivata f”; determinare la convessita di f ed eventuali
punti di flesso;

d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

(e) Facoltativo: Mostrare che esiste un unico punto xg tale che f(x¢) = 0.

Svolgimento. (a). Entrambe le funzioni coinvolte hanno come dominio IR e pertanto Dom(f) = IR.
Ricordando che la funzione arcotangente ¢ limitata, i noti teoremi sui limiti (somma di funzione limitata
con funzione avente limite uguale a +o0o0 oppure —oo) forniscono

li =— li = .

Possiamo quindi dedurre che f non ha estremi globali essendo illimitata sia superiormente che inferi-
ormente. Inoltre f non ammette né asintoti orizzontali né verticali.

Osserviamo che

lim Lx) — fim x — arctan(z + 1) — lim (1 B
r——00 I T——00 €T T——00

arctan(z + 2)) 1
x

dato che la funzione arcotangente & limitata ed il denominatore tende a —oo. Notiamo inoltre

7
lim (f(z) —x)=— lim arctan(z+2)=— lim arctanu = _—,
T——00 T——00 U——00 2
per il teorema di sostituzione dei limiti ed i noti valori dei limiti della funzione arcotangente. Pertanto la
retta di equazione y = z + /2 ¢ asintoto obliquo a —oo. Analogamente si mostra che la retta di equazione

y =x — /2 & asintoto obliquo a +oc.

(b). La funzione & composizione e somma di funzioni derivabili su Dom(f). Pertanto essa e continua e
derivabile su Dom(f). Otteniamo che

1 (z +2)?
")y =1— =
fz) 1+(@+22 1+ (x+2)?2
da cui segue che 'unico punto critico di f & zg = —2. Inoltre f/'(z) > 0 per ogni x € R\ {—2}. La funzione

¢ pertanto strettamente crescente e non ammette punti di minimo o massimo, relativo o assoluto. Inoltre:
inf(f) = —o0 e sup(f) = oc.



(c). Data espressione analitica di f’(x) determinata nel punto precedente, & immediato notare che
essa € somma e frazione di funzioni derivabili su R (e il denominatore non si annulla mai). Pertanto f
ammette derivata seconda in Dom(f). Inoltre

2(z +2)

f'@ = (=04 @297 = e

Osservando che il denominatore di f” & positivo per ogni punto di Dom(f), si conclude che: f & convessa

per x > —2, f & concava per x < —2 e xg = —2 & un punto di flesso a tangente orizzontale.
(d). Abbozzo qualitativo del grafico di f:

f(x) = x — arctan(z — 1) 3

(e). Da quanto visto nei punti precedenti, f ¢ continua e strettamente crescente in Dom(f). Inoltre
f(2) =2 —arctan(4) > 0 e f(0) = —arctan(2) < 0. Il teorema degli zeri implica che esiste z¢ € (0,2) tale
che f(zo) = 0. Inoltre, grazie alla stretta monotonia, se x > zg si ha che f(x) > f(zg) = 0 ed inoltre se
x < g si ha che f(x) < f(xg) = 0. In conclusione, f ammette un unico punto di azzeramento.

Esercizio 2 (punti 8) Discutere, al variare di x € R, la convergenza assoluta e semplice della serie

o0

2n n

273n2+1(x+2) .
n=1

Svolgimento. 1l termine generale della serie € a,, = 37?2% (x4+2)™ che & a segno variabile. Studiamo per

prima cosa la convergenza assoluta, ricordando che la convergenza assoluta implica anche quella semplice.
Applicando il criterio del rapporto otteniamo

_ . 2n+1) 3nP4+1 |z 42t
lim = lim
n—+00 2n 3(n+ 1)2 +1 |x+42|"

n——+00

=lz+2.

an+1‘
an

Discutiamo i vari casi.

Per |x 4+ 2] < 1, cioe per x € (—3,—1), la serie > |a,| converge, e quindi la serie ) a, converge
assolutamente, e quindi anche semplicemente.

Per |z+2| > 1, cio¢ a € (—o0, —3)U(—1,400), la serie ) |a,| diverge, e si ha che lim,,_, 4 |a,| = +00.
Pertanto a,, non & infinitesima per n — —+oo, cioe la condizione necessaria di convergenza per le serie
numeriche non ¢ soddisfatta. Di conseguenza la serie ) a, o & divergente o indeterminata (in ogni caso
non converge).

11 criterio del rapporto non si applica nel caso |z 4+ 2| = 1, cioé x = —3 oppure z = —1. Discutiamo
quindi questi casi separatamente.

Per x = —1, la serie data ¢ a termini positivi e a,, = %227711 Siccome ?m%% € un infinitesimo di ordine
1 per n — —+o0, per il criterio del confronto la serie in questione ha lo stesso carattere di convergenza della

serie armonica. Pertanto la serie data diverge per z = —1.



Consideriamo ora x = —3. Se si studia la convergenza assoluta si riottiene la stessa serie di x = —1.
Pertanto diverge assolutamente. Studiamo ora la convergenza semplice: la serie data ¢ a segni alterni e

2n
= (—1)n
an = (1) 3n?+1
Ponendo b,, = 3n227’11, osserviamo che la serie data e della forma ) (—1)" by, con {b,} successione tale che

b, > 0 per ogni n (non negativa) e b, infinitesima (dato che il numeratore ha ordine di infinito inferiore a
quello del denominatore). Resta da verificare che b, sia decrescente. Sia n > 1; abbiamo che

2(n+1) < 2n

— 3n?+3n>1 in>1.
3+ 12+1 = 302+ 1 mren =1 perognin =

bn+1 < bn <

In alternativa, la monotonia di b, puo essere studiata introducendo f(u) u > 0, osservando che

_ _2u
— 3uZ+41 )
b, = f(n) e valutando la monotonia di f(u) mediante lo studio del segno di f/(u) = 2%. Per il
criterio di Leibniz la serie data quindi converge per x = —3.

In conclusione la serie converge assolutamente per —3 < x < —1 e converge semplicemente per —3 <

r < —1.

Esercizio 3 (punti 8) Al variare di a € (0,00), calcolare il seguente limite
) tanzx — z¢
lim ——.
z—0t arctanx — x
Svolgimento. Grazie alle formule di Maclaurin sappiamo che
3
x

arctanz — x = Y +o(z) perz — 0T,

e quindi il denominatore ¢ un infinitesimo di ordine 3 per # — 0. Dobbiamo determinare 'ordine di
infinitesimo del numeratore. Usando nuovamente le formule di Maclaurin si ha

3
x
tanw—xa::c—x“—l—?—i—o(x‘l) per x — 0.
Se a = 1, allora il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 3 per z — 0T; il limite richiesto sara
un numero reale non nullo perché numeratore e denominatore hanno lo stesso ordine di infinitesimo per

x — 07. Inoltre

_pa z3 4 z3
i EREoet el |5 1ol
22 —1+4 o(x)

= —1.
s-0t arctans —x a0t —Z 4 o(zt) w0t I

Se a > 1, allora % = o(z) per z — 0, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 1 per z — 07;
la funzione di cui ¢ richiesto il limite sara quindi un infinito per z — 0% ('ordine di infinitesimo del
numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

tanz —z® r+o(x) . -3

im ——— 3 = —5 = —00,
z—0t arctans —x  a—0+ —% 4 o(xt) 20t T
per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.
Se infine a € (0,1), allora z = o(x®) per x — 0T, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari ad
a € (0,1) per z — 07; la funzione di cui ¢ richiesto il limite sara quindi un infinito per x — 0% ('ordine di
infinitesimo del numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

tanx — ¢ . —x%+ o(z?) . 3

lim ——— = lim ——= = lim 3= — TOC
z—0t+ arctanz —x  z—0* -5+ o(z*) a—0txoT

dato che a < 3, e per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri 'EDO data da

(1) = 4t(y()’



a) trovarne la soluzione generale

b) trovarne 'unica soluzione g(t) che verifica la condizione iniziale §j(1) = 1 e determinarne il suo insieme
di definizione.

Svolgimento. L’equazione differenziale ordinaria assegnata ¢ del primo ordine non lineare, a variabili
separabili.

(a). Se y(t) = k per ogni t € R con k € IR, allora y/(t) = 0 per ogni t € R e quindi deve essere
0 =4tk* <= tk> =0 per ognit e RR.

Scegliendo t = 1 si trova k = 0, quindi I'unica soluzione costante dell’equazione differenziale ordinaria
assegnata ¢ la funzione nulla. Sfruttiamo la separazione delle variabili. Abbiamo, per y(t) # 0, che

/t 1 / 1
v <_7> = (26*) = ——= =2"+¢, c€ER,

/ o 2
V) =407 = s = 50 y(0

da culi ricaviamo

)= — R.
yt) =55 c€

Si noti che le funzioni soluzione, y(¢), non hanno punti di azzeramento; in altre parole il loro grafico non
interseca la retta delle ascisse.

(b). Imponendo la condizione iniziale data, troviamo che

-1
1= — c=-3.
2+c
Quindi la soluzione cercata (notare che € unical) e
-1
1) = ———.

L’insieme di definizione D di questa funzione ¢ dato da D = (—+/3/2,/3/2).

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare le radici
complesse dell’equazione z3 = 8i, scriverle in forma algebrica e disegnarle sul piano di Gauss.

Svolgimento. Vedi Tema 1.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

P2
tanz = + = + —z° + o(z%)
3 15
3 5 2n+1
arctanz = x — x—+x—+~-~+(fl)"m + o(2®"?)

3 5 2n+1



ANALISI MATEMATICA 1

Area dell’Ingegneria dell’Informazione — Canali B e D

Appello del 08.09.2025

TEMA 4

Esercizio 1 (punti 8) Si consideri la funzione
f(x) =z — arctan (z — 2).
a) Determinarne il dominio; i limiti ed eventuali asintoti;

b) discutere la derivabilita di f e calcolarne la derivata f’ (compresi i limiti della derivata ove necessario);
discutere la monotonia di f e determinare I’estremo inferiore e ’estremo superiore di f ed eventuali
punti di minimo e massimo relativo ed assoluto;

¢) discutere la derivabilia di f’ e calcolarne la derivata f”; determinare la convessita di f ed eventuali
punti di flesso;

d) fare un abbozzo qualitativo del grafico di f.

(e) Facoltativo: Mostrare che esiste un unico punto xg tale che f(x¢) = 0.

Svolgimento. (a). Entrambe le funzioni coinvolte hanno come dominio IR e pertanto Dom(f) = IR.
Ricordando che la funzione arcotangente ¢ limitata, i noti teoremi sui limiti (somma di funzione limitata
con funzione avente limite uguale a +o0o0 oppure —oo) forniscono

li =— li = .

Possiamo quindi dedurre che f non ha estremi globali essendo illimitata sia superiormente che inferi-
ormente. Inoltre f non ammette né asintoti orizzontali né verticali.

Osserviamo che

i L8 gy, #oarctan(@—2) (1 _
r——00 I T——00 €T T——00

arctan(z — 2)) 1
— )=

dato che la funzione arcotangente & limitata ed il denominatore tende a —oo. Notiamo inoltre

lim (f(z) —2)=— lim arctan(z —2) = — lim arctanu = E,
T——00 T——00 U——00 2

per il teorema di sostituzione dei limiti ed i noti valori dei limiti della funzione arcotangente. Pertanto la
retta di equazione y = z + /2 ¢ asintoto obliquo a —oo. Analogamente si mostra che la retta di equazione
y =x — /2 & asintoto obliquo a +oc.

(b). La funzione & composizione e somma di funzioni derivabili su Dom(f). Pertanto essa e continua e
derivabile su Dom(f). Otteniamo che

1  (z—2)?
14+ (z—2)2 1+ (z—2)

flla)=1-

da cui segue che 1'unico punto critico di f & zg = 2. Inoltre f/'(x) > 0 per ogni = € R\ {2}. La funzione
¢ pertanto strettamente crescente e non ammette punti di minimo o massimo, relativo o assoluto. Inoltre:

inf(f) = —o0 e sup(f) = cc.



(c). Data espressione analitica di f’(x) determinata nel punto precedente, & immediato notare che
essa € somma e frazione di funzioni derivabili su R (e il denominatore non si annulla mai). Pertanto f
ammette derivata seconda in Dom(f). Inoltre

Osservando che il denominatore di f” & positivo per ogni punto di Dom(f), si conclude che: f & convessa
per x > 2, f & concava per x < 2 e g = 2 & un punto di flesso a tangente orizzontale.

(d). Abbozzo qualitativo del grafico di f:

fx) = o — arctan(z — 1)

(e). Da quanto visto nei punti precedenti, f & continua e strettamente crescente in Dom(f). Inoltre
f(=2) = =2 —arctan(—4) = —2 + arctan(4) < 0 e f(0) = — arctan(—2) = arctan(2) > 0. Il teorema degli
zeri implica che esiste g € (—2,0) tale che f(x¢) = 0. Inoltre, grazie alla stretta monotonia, se z > xq si
ha che f(x) > f(zo) = 0 ed inoltre se x < z si ha che f(x) < f(xz¢) = 0. In conclusione, f ammette un
unico punto di azzeramento.

Esercizio 2 (punti 8) Discutere, al variare di x € IR, la convergenza assoluta e semplice della serie

> 4n
— 2)".
n=1
Svolgimento. 1l termine generale della serie & a,, = 2751211 (x+2)™ che ¢ a segno variabile. Studiamo per

prima cosa la convergenza assoluta, ricordando che la convergenza assoluta implica anche quella semplice.
Applicando il criterio del rapporto otteniamo

lim

n—-+oo

= |z + 2|.

Ant1 ‘ ~ lim 4n+1) 2n2+1  |o+2vH
n—too 4dn  2(n+1)2+1 |z 427

an

Discutiamo i vari casi.

Per |z + 2| < 1, cioe per x € (—3,—1), la serie ) |a,| converge, e quindi la serie ) a, converge
assolutamente, e quindi anche semplicemente.

Per |z+2| > 1, cio¢ a € (—o0, —3)U(—1,400), la serie ) |a,| diverge, e si ha che lim,,_, 4 |a,| = +00.
Pertanto a,, non & infinitesima per n — —+oo, cioe la condizione necessaria di convergenza per le serie
numeriche non ¢ soddisfatta. Di conseguenza la serie ) a, o & divergente o indeterminata (in ogni caso
non converge).

11 criterio del rapporto non si applica nel caso |z 4+ 2| = 1, cioé x = —3 oppure z = —1. Discutiamo
quindi questi casi separatamente.

Per x = —1, la serie data ¢ a termini positivi e a,, = 271427’11. Siccome Qn%% € un infinitesimo di ordine
1 per n — —+o0, per il criterio del confronto la serie in questione ha lo stesso carattere di convergenza della
serie armonica. Pertanto la serie data diverge per z = —1.



Consideriamo ora x = —3. Se si studia la convergenza assoluta si riottiene la stessa serie di x = —1.
Pertanto diverge assolutamente. Studiamo ora la convergenza semplice: la serie data ¢ a segni alterni e

4n

an = (=" gy

Ponendo b,, = #11’ osserviamo che la serie data ¢ della forma ) (—1)" by, con {b,} successione tale che
b, > 0 per ogni n (non negativa) e b, infinitesima (dato che il numeratore ha ordine di infinito inferiore a
quello del denominatore). Resta da verificare che b, sia decrescente. Sia n > 1; abbiamo che

4(n+1) < 4n

— m?P+2m>1 in>1.
2(n+1)2+1_2n2—|—1 n® 4+ 2n > per ogni n >

bpr1 < b, =

In alternativa, la monotonia di b, puo essere studiata introducendo f(u) = 2u421jrl, u > 0, osservando che
b, = f(n) e valutando la monotonia di f(u) mediante lo studio del segno di f'(u) = 4%. Per il

criterio di Leibniz la serie data quindi converge per x = —3.

In conclusione la serie converge assolutamente per —3 < x < —1 e converge semplicemente per —3 <
r < —1.

Esercizio 3 (punti 8) Al variare di a € (0,00), calcolare il seguente limite

. log(l+z) — 2
lim .
rz—0t arctanx —x

Svolgimento. Grazie alle formule di Maclaurin sappiamo che

3
x
arctanz — x = -y +o(z*) perz — 0T,
e quindi il denominatore & un infinitesimo di ordine 3 per x — 0%. Dobbiamo determinare 1'ordine di
infinitesimo del numeratore. Usando nuovamente le formule di Maclaurin si ha

332

log(l+2z) -2 =2 — 2% — ?—{—0(1‘2) per z — 0.
Se a = 1, allora il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 2 per x — 07; la funzione di cui & richiesto
il limite sard un infinito per z — 07 ('ordine di infinitesimo del numeratore ¢ inferiore a quello del
denominatore). Inoltre

N

o B —at s l®) s o) 8
z—0+ arctanx —x N z—0t —%—3 + 0(394) N o0+ 22 1+ 0(1) N z—0+ 21 N ’

z3
3
per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Se a > 1, allora 2% = o(z) per z — 0%, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari a 1 per
x — 0% la funzione di cui & richiesto il limite sard quindi un infinito per x — 0% (I'ordine di infinitesimo
del numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

_a
lim log(l+2x)—= — lim

_zto@) o, =3
z—0+ arctanx —x z—0+ 7% + 0(:134)

— = —00
z—0+ 22 ’

per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Se infine a € (0,1), allora z = o(x®) per x — 0T, quindi il numeratore ha ordine di infinitesimo pari ad
a € (0,1) per z — 07; la funzione di cui ¢ richiesto il limite sara quindi un infinito per  — 0% (Pordine di
infinitesimo del numeratore ¢ inferiore a quello del denominatore). Inoltre

—z% + o(z%) , 3

. log(l+x)—a° .
lim = lim ———> = lim = 400
r—0+ arctanz — a0+t —L 4 o(z4) 20t x3—a




dato che a < 3, e per il principio di sostituzione degli infinitesimi di ordine superiore.

Esercizio 4 (punti 8) Si consideri 'EDO data da

a) trovarne la soluzione generale

b) trovarne 'unica soluzione g(t) che verifica la condizione iniziale (1) = 1 e determinarne il suo insieme
di definizione.

Svolgimento. L’equazione differenziale ordinaria assegnata ¢ del primo ordine non lineare, a variabili
separabili.

(a). Se y(t) = k per ogni t € IR con k € IR, allora y/(t) = 0 per ogni t € R e quindi deve essere
0 =5tk? < tk? =0 perognite R.

Scegliendo t = 1 si trova k = 0, quindi I'unica soluzione costante dell’equazione differenziale ordinaria
assegnata ¢ la funzione nulla. Sfruttiamo la separazione delle variabili. Abbiamo, per y(t) # 0, che

o vt RVAEN 15
J(t) = 5t (y(t))? = =% = (_W) - (7) — —F- g te ek

da cui ricaviamo 1 5
t e — _ 9 E B
y( ) % T 52 + 2¢ ¢

Si noti che le funzioni soluzione, y(¢), non hanno punti di azzeramento; in altre parole il loro grafico non
interseca la retta delle ascisse.

(b). Imponendo la condizione iniziale data, troviamo che

-2
1=
5+ 2c

<— 2c= -7 — c:—g.

Quindi la soluzione cercata (notare che € unical)

L’insieme di definizione D di questa funzione ¢ dato da D = (—+/7/5,1/7/5).

Esercizio 4b (punti 8) (a scelta per iscritti al corso in AA < 23/24) Determinare le radici
complesse dell’equazione z3 = 8i, scriverle in forma algebrica e disegnarle sul piano di Gauss.

Tempo: due ore e mezza (comprensive di domande di teoria). Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E
vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Alcuni sviluppi di Mac Laurin.

2 3 n
log(1+l‘):$7% %+...+(,1)"+1%+0(mn)
3 5 2n+1
arctanxt = x — % + % R (,1)71;”_'_ - + (222



