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E VERO CHE ANCHE I C{)MPUTER SBAGLIANO?
OVVERO, I PERICOLI DOVUTI
AGLI ERRORI DI ARROTONDAMENTO

1. INTRODUZIONE

La crescente capillare diffusione degli strumenti di calcolo automa-
tico sia nelle famiglie che nelle aziende pud condurre persone di formazio.
ne non specialistica a ritenere sostanzialmente superate aritmetica,
algebra ed analisi matematica. In questo articolo presentiamo una serie
di esempi, alcuni dei quali davvero elementari, di caleoli aritmetici
erronei effettuati su un spersonal computers. Lo scopo & quello di
illustrare quanto sia importante la conoscenza dei concetti essenziali
dell’analisi matematica per poter bene utilizzare un elaboratore nell'ese-
cuzione di caleoli aritmetici anche fra i pin sempliei.

E noto che ogni elaboratore digitale lavora con un numero limitato
di cifre significative (*). Esso quindi sostituisce il sistema dei numeri reali
con un sistema numerico semplificato. Consideriamo, ad esempio, un
caleolatore che utilizzi — nella rappresentazione decimale dei numeri -
esattamente sette cifre significative; allora con tale caleolatore il numero
111.1313144 viene rappresentato mediante il numero sequivalentes
0.1111313 - 10°. Supponiamo ora di eseguire con questo caleolatore
I'operazione 2[3: se il calcolatore utilizza la tecnica di troncamento
numerico («choppings) otteniamo il risultato approssimato 0.6666666; se
invece il calcolatore utilizza la tecnica (pil appropriata) di arrotondamen-
to (sroundings) otteniamo 0.6666667. In generale gli errori dovuti appun-
to al fatto che un caleolatore non pud fare altro che approssimare quei
numeri la cui rappresentazione decimale é di lunghezza superiore alla
portata del caleolatore stesso sono denominati complessivamente errori
di arrotondamenio (sroundoffs). '

(*) Qui facciamo riferimento alla rappresentazione a virgola mobile («floating points), che &
quella pid frequentemente utilizzata, i tenga presente che vi sono altr tipi di rappresentazione
quale ad esempio quello a virgola fissa. Per breviti non faremo riferimento alle restrizioni
riguardanti l'esponente del numero 10 nella rappresentazione a wirgola mobile ed ai relativi
problemi di soverflows ed sunderflows. Infine seguendo 'uso anglosassone, utilizziamo il punto,
anziche la virgola, nella rapprezentazione decimale
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Vediamo un semplice esempio. Proviamo a cercare le (eventuali)
radici reali dell’equazione di secondo grado

arl +bx+ec=0,

quando a = 6, b = — 31.6, ¢ = 41.61. Le radici si ottengono mediante la
ben nota regola di caleolo
i
—b+ \_.-'b — ~I-rﬂ':.

Ty = ———————

* 2a

In questo caso il caleolo esatto del discriminante da 4: = b* — 4ac
= 993.56 — 998.64 = — 0.08 < 0, provando cosi che non esistono radiei
reali. Se d’altra parte svolgiamo i ealcoli lavorando solo con quattro cifre
ed arrotondando ad ogni passo, otteniamo erroneamente 4 = 0, e quindi
due radici reali coincidenti di valore 2.633. Una delle proprieta pin
insidiose degli errori di arrotondamento si riscontra quando si effettuano
caleoli in sequenza ('esito del 1° calcolo viene utilizzato nel 2° calcolo, e
cosi via). In situazioni di questo tipo, pud verificarsi un’accumulazione
di errore, quando gli errori di arrotondamento vengono a propagarsi da
un passc al successivo con amplificazioni successive. Si tratta di un
fenomeno noto come sinstabilita numericas

In questo articolo vedremo wvari esempi nei guali gli errori di
arrotondamento si presentano in maniera vistosa. Per una trattazione
pil esauriente, rimandiamo comunque ai testi di analisi numerica citati
in bibliografia [1] — [8]. Un interessante articolo che illustra gli incon-
venienti connessi con 'uso della rappresentazione a virgola mobile &
dovuto a Forsythe [9].

Prima di passare agli esempi, ¢ bene comunque ricordare per
completezza che nel calcolo numerico bisogna tenere conto — oltreché
degli errori di arrotondamento — anche di altri tipi di errori. In aggiunta
agli errori dovuti alla eventuale incertezza nei dati che si utilizzano per i
caleoli, vi sono gli errori inerendi (analoghi a quelli di arrotondamento)
che si manifestano quando un ealcolatore converte i dati dalla base 10 ad
altra base, e poi, dopo aver eseguito i calcoli, riconverte i risultati alla
base 10. Vi sono poi gli errori detti di discrelizzazione (o di ironcamento,
da non confondere con il troncamento numerico citato sopra); gli errori
di discretizzazione si verificano quando un procedimento matematico, il
quale sia per sua natura infinito, viene rimpiazzato da un procedimento
finito. Ad esempio, la nota formula di Taylor

if B2 d2

flx+h)=[(z)+h ;?qx] T
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se troncata dopo il 2° termine, da l'espressione approssimata
{x + k) — f(x) . d
! J per la derivata 9
& dx

possiamo trarre 'approssimazione

{x). Ancora dalla formula di Taylor

2 £ 2

TTEE W
per sen(z), con x espresso in radianti. Ad esempio, questa formula
approssimata da una stima per sen (n/3) che & esatta a meno di un errore
di circa 4 - 1078, Viceversa per = = /3 + 2n, la medesima formula da
— 107.6, mentre per x = /3 + 107 avremmo addirittura — 7.244 - 10°.
Espressive rappresentazioni grafiche per errori di questo tipo si trovano
in [10, pag. 413-416] e [11, pag. 44].

Negli esempi che seguono i calcoli sono stati effettuati su un
personal computer Olivetti M24. Non ¢'é bisogno di sottolineare che le
difficolta che intendiamo indicare non sono certamente eliminabili me-
diante I'utilizzazione di un elaboratore che lavori con un numero maggio-
re di cifre significative.

2. EsEMPI

Gli esempi che riportiamo servono ad illustrare le difficolta dovute
agli errori di «arrotondamentos (roundoff). Molti caleolatori consentono
di eseguire i caleoli sia in singola precisione (ciog con un determinato
numero k di cifre significative) che in doppia precisione (2k cifre signifi-
cative). Se si sospetta che una determinata procedura di calcolo sia
inficiata da errori di arrotondamento & conveniente ripetere i calcoli sia
in singola che in doppia precisione (o su due calcolatori aventi numeri
diversi di cifre significative). Una forte discrepanza fra i risultati é
suffictente per concludere che gli errori di arrotondamento nel caleolo in
singola precisione sono rilevanti (ma non per concludere che i caleoli in
doppia precisione sono affidabili?).

Esempio 1

La tavola 1 illuatra il ealecolodiec, =(1 = 10"+ 10" pern =1, 2, 3,
.. Chiaramente il risultato esatto & ¢, = 1. Lavorando in singola precisio-
ne (cioé nella configurazione usuale di caleolo) otteniamo ¢, = 0 gia per
n = 8. Il fenomeno si manifesta anche in doppia precisione, ma solo per
n= 17
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Tavoa 1. - Caleolo di e, = (1 — W) + W07, Con {c,)g denotiamo T'esito del caleolo in singola
precisione, con (c,)p quello del caleolo in doppia precisione. Si noti inoltre che la formula d, = 1 +
(= 107 + 107) dis invece il risultato esatto d, = 1 sia in singola che in doppia precisione. Il fenomena
dell’soverflows si manifesta per valori di » sufficientemente grandi, ma non intendiamo parlarne in
(uesto articolo

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18
() 1 I 1 | 1 1 1 9 0 0o 0 0 0 0
(e} 1 1 ¢ ¥ 1 ¥ 1 1 L1 1 11 @

Esempio 2

i 2 2

Poniamo f, (x. 8) =2x + d e fy(x, 8) = E—T-:S‘;---T'—r_ E chiaro che,
per x, d€IR e 4 # 0, le due formule danno il valore del rapporto in-
crementale della funzione x — x* nel punto z. Risulta che f,(z, §) =
= f,(x, 8} = 2x per § — 0. La tavola 2 riporta i valori calcolati dif,ef,
pet x = 1. Si noti come per valori di | §| inferiori a 1077, il caleolo di f,
fornisce valori che si allontanano da quello esatto: essi si avvicinano a
zero anziché a 2x per § — (.

Tavora 2. - Confronto fra i valer (ealeolati in =ingola precisions) di Siedifperz=1

Iecremento Vealore di f ! Valare di f,
. |

1w 2.1 2. 1000011
- 2.01 2.01
1072 2.001 2.001047
10-* 200401 2 (WH332
10-* 2.(MH1 2.002716
10°% 2 0 1 1907304
10-7 L | 2384186
1o-* 2 0

o-* 2 0

Egempio 3

La base dei logaritmi naturali & il numero di Nepero e =
= 2.7182818284590452... Esso pud essere definito come limite per n —
+ oo della sueccessione crescente




B

— 179 —

La convergenza & molto lenta. Per accelerarla consideriamo la
sottosuccessione definita da

1 10n
Un = (1 +- ﬁ)

La tavola 3 riporta i valori di y, per n = 1, 2, 3, ... . Si noti la perdita
di precisione dopo n = 4 in singola e dopo n = 9 in doppia precisione.

Tavors 3. - Caleolo di g, in singols precisione, (y,)s. «d in doppia precisione. (y.)p.

n (¥l (¥e)p
| 2. 503743 2 5937424601
2 2704813 2. 704813820421525
3 2717042 d 2 T16923932235003
4 2718023 2.718145926824935
5 2695423 2 T18268237177208
i 2 481655 2 7182804 69322005
7 2 2R484 2 718281692623132
8 | 2. 71828181 3436853
) 1 2.718281825669121
10 1 2 718282053234 THT
12 1 2 T1529714290784
14 | 2 7161 10034087023
16 1 3.035035206549:264
18 1 1
2 I 1

Esempio 4

Per 'equazione di secondo grado ax? + x — 1 = 0 (a2 > 0) possiamo
serivers I'algoritmo di soluzione nelle due forme

—1+./1+4a

P

T, =

+
I

3

1+ /1 +4a

Ovviamente x, = z; per ogni a > 0. Risulta poi x, =z, — 1 per
a— 07, Nella tavola 4 abbiamo viportato i valori caleolatidix, ez, per
valori decrescenti di a. Si noti l'erroneo comportamento del valore
caleolato di z,. Per un’analisi dettagliata del problema vedi [12].
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Tavora 4. — Confronto tra i valori di =z, =Z/(1 + v"l +4a) ed i valori di 2, ={({=14+4

+ /1 + da)f2a, calcolati sia in singola che in doppia precisione.

Coeffiente Valore di 2, Valore di x,

a caleolato in 5.p. calcolato in £.p.
101 (L9160797 0.9160799
1072 09001951 0.9801941
1032 099521 09989739
{1 I LR T 0.994957
10-1 0. 909999 1.001358
10-® 0.9999991 1.013279
197 1 05960465
e 1 1]

- 1 ]
Cocfficiente Valore di z, Valore di =,

t calcolato in d.p. calcalalo in d.p.
1ot 0. 91607A7RINAIG1H] O.91607978309946161
g3 0.999%001 99501 39581 0.99900 1 9950139595
1= 0. 99992000 1 99995 0, A0 HH20001 29
-’ 0, Q09O ORDOMNM002 (99899990 1 0B6834
107 (0. 999999099 (.9999999994 73644 2
-1 0.900995999098 1 OO0 274037 1
1519 (. 9099999999999 103 A3R431.11
10— (. 9990999999999099% 0.999200722 1626400
10-17 1 ' ]
| 1 0

Esempio 5

Consideriamo il problema di determinare x,, definito dalla formula

ricorrente

1
Iu+1=(g+ﬁ)xu_x"..1, n = 1,2,3_. s

supponendo di avere assegnato x, e x,. La soluzione esatta &

2, =9 + 97"

dove o = (9x; — x,)/80 e f=(—9x; + 8l x,)/80. Allora per z5=1 e
x; = 1/9, abbiamo a = 0, fi = 1; in questo caso quindi la soluzione esatta

el R
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x =9""
Nella tavola 5 abbiamo riportato i valori caleolati di x,. Si noti come il
rapido propagarsi dell’errore generi dei risultati che si allontanano
indefinitamente da quelli esatti.

TaAvOLA 5. — (2] ® (x,)p sono i valori caleolati in singola e doppis precisione, rispettivamente,
utilizzando la formula di ricorrenza x,,., = (9 + /92, —z,_, a partire da xy = 1l e x; = 1/9. La
soluzione esatta & data da r, = 87%,

1 9" [Tals (z.)p
] 011111111111 01111111 0. 11111111110010101
2 123456700123 E =02 1.234567TE —02 1.23456T901234568D — 02
3 1.37174211248E—03 1.37166TE—03 1.371742112482846D —03
4 1.524 15790275 E —04 1.517T367TE—(4 1.524157TH2758111D — 04
b 169350875084 E —05 1.082267E —05 1.693508780787T681 D —05
6 1.R8167642315E — 06 —5.313015E —05 1.8816764181 776661 — 06
7 2.00075168128E—07 —4 B489T4E — 0+ 2.000751132074755D —07
8 2.32305731254E—08 —4 455935E 03 2 32301696437 T758D — 08
9 258117470171 E—=09 —4.010362E —02 2 57754345604 2437 D — 09
10 2 BRTO7199079E — 10 —D.BEI'I‘H:SEI:L 2 541151861424004D — 10
11 3. 18663554532E—11 —3.248393 — 2 622717600783439D — 10
12 354070616147 E~12 —20.23504 — 2 43T02341 722867 D —09
13 3.93411795719E—13 —263.11958 — 2 382470401916334D — 08
14 4.37124217465E — 14 —2368.078 — 2. 144266431662095D — 07
15 4 BH60935T4962E — 15 —213129 —1.9298401 770507481 — 046
16 5.30650527735E— 16 —191514.3 — 1. T36856163662040D — 05
17 500621697484 E—17 — 1726320 — 1.5631 70547344624 D — 0
158 662463305635 E—18 — 1.553696E + 07 — 1. 4068534926 106951 — 03
19 T 40273700597TE — 19 —1.398326E + 08 —1.266168143340631 D — 02
20 8.225263330997E — 20 — 1.2568493E 4+ 0 —0.1130551320014668
21 0130181458806 E — 21 — 1. 132644 E 4 10 — 1.025596196113201
22 1.015464600987E —21 —1.01537T9E + 11 —9.230365765018812
23 1.12820401007E — 22 =9 174413E + 11 —B3.073201858516031
24 1.25366001219E —23 — 8. 258072 K 4-12 — 747 6596260665238
25 1.30205556010E — 24 —T7.431273E+13 — 6728 936642698714

Esempio 6

Consideriamo la somma parziale S, = E,. 107*: risulta che S; = 1,
k=0
S, =1.1, 8, = 1.11, ecc. Poniamo ora

Qo= (10*+107Y — Y 104, R, = Y (0% + 107 — 104,
k=0 k=0

k=0
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E chiaro che per ogni ne {0,1,2, ...} siha S, = @, = R,. Nella tavola
6 abbiamo riportato i valori di ¢, e R,, caleolati sia in singola che in

doppia precisione.

Tavora 6. =Valori ealcolati per S, ¢, K, dell’'esempio 6

E 8, ealcolato Q, calralato R, calcolaio
i ap. in &p. in £.p.
| 1.1 1.1 1.1
2 1.11 MBI 1.1 13
3 1.111 1.1 10pG2 1110979
4 11111 1.111328 1.110979
3 1.11111 1108375 1.110979
G 1.111111 1.125 1.110879
7 1.111111 | 1.110979
8 1.111111 0 1.110959
9 1.111111 L] L.110979
H Q, calealato in d.p. ! I, ealeolalo in d.p
| 1.1 [ 11
2 1. 1 (9999990995959 | 1.11
3 1.11099999999999 I 1.1 1 1000000000005
4 1111 DO 1.1 1109993999998
2 1111 1099999995246 L.111109999999727
6 111111 TOOMMsG2 1 LT 11099999279
1 L1110 D 1983156 LT DN 1099877136
8 LILDNLL I 108213663 LUTID R R NOO T 361
9 LITDID D 1488373 1IT1LI I 109190361
10 LITIND D DG4003018 LITLER D 100190361
12 L.ITID 14501953125 L1T1R 11108190361
14 1.111328125 LITIDIRIRO919036]
15 1.109375 LITLIRD L0 20361
16 1 AT NI NOO19036]
17 0 LITTIT 1109190361
18 0 LITLRI IR0 %0361

Esempio 7

Com’e noto, sviluppando in serie di Tavlor con centro nell’origine la

funzione seno otteniamo

senry = lim S (x),
LR =

xel

5
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Sy = 3 (= 1Fa* 12k + DL
k=0

Nella tavola 7 abbiamo riportato i valori calcolati della somma
parziale S, nel caso z = (8 + 1/6)xn. per valori crescenti di n. Invitiamo il
lettore a condurre esperimenti di econvergenza numericas di questo tipo
— ad esempio, ponendo x = (2r + 1/6)7 ed assegnando ad r valori positivi
interi prefissati. ;

"
Tavora 7. = Valori ealcolati per 8, = ¥ (— 1* 2442k + 1)! con x = (8 + 1/6)m. Per aggirare la
k=0
difficolti di soverflows si & proceduto ponendo: 8, =8,_, + 2, &, = - ——— 2" - Z
2u (2n + 1)
nz 1, a partire da 8 = 2 ¢ Ly = 2. 1 valori numerici delle somme parziali (30}, e (5,); sonc stati
ottenuti mediante caleoli in singola precisione utilizzando. rispettivamente, le seguenti rappresenta-
zioni di & per difetto e per eccesso: 7y = 1141592 & n; = 3.141593. Un caleolo esatto del limite nel

n— 1L~

punto x = (8 4 /i) dovrebbe dare lim 8§, = 003, Analoghi risultati che qui omettiamo di riportare

si ottengono anche lavoramdo in doppia precisione.

Indice della Sonima parziale caleolala con 7 approssimolo
Somma parziale prer difutio Per eccess
i (5 15205
1 — 280,047 — 2789.049
4 LIMS6E +07 1.191159E +07
7 —7.82917TE+08 —TEZZI3E +08
10 4.535224E 409 4.535252E +09
13 — 4. 759204 E + 09 —4.759243E+ (9
16 1.342456E + 09 1.342460F + 09
19 — 1.302176E 408 = 1.302192E+08
20 4. BE5TLE + 07 4.86583TE+07
21 — 1.B5383E +07 — 1.653862E + 07
22 136064 5136018
23 — 1462064 — 1463097
4 JE3H8T.5 ABITED
25 —92851.75 — 02066, 12
26 21001344 2000077
27 —4222.752 — 4335 815
28 0814024 8684229
29 = 19.65601 —132.6521
30 160, 3834 47 38038
32 134.5436 21.85018
36 1342177 21.22417
40 1342175 21.22399
ol 134.2175 21.2235%




Esempio &

Il problema di ricorrenza non-lineare
X, =T, (1 =x,_,), refl, 2, 3, ...},

con € [0, 1] e re[0, 4] assegnati, & stato proposto in letteratura quale
modello per lo studio dell’evoluzione nel tempo di certe popolazioni di
insetti. Si noti che se re[0, 4], allora x,€[0, 1] implica z,€[0, 1] per
n=1, 2, 3 ... . L'equazione & nota come equazione slogisticas a tempo
discreto. Il problema é apparentemente molto semplice, eppure per
valori di r sufficientemente elevati I'andamento delle soluzioni diviene
estremamente complicato. Problemi di questo tipo sono stati estesamen-
te studiati nell’'ultimo decennio nell’ambito della «Teoria dei Sistemi
Dinamicis». E noto (vedi ad esempio [10], p. 533-539) che quando 4 >
>r>r* = 3.8284... le soluzioni manifestano andamento scaoticos. La
tavola 8 e la figura 1 illustrano un esempio di caleolo della soluzione x,

EQUAZIONE  LOGISTICA

Punto Iniziale ¥= .5 = —— — Caleoli in SINGOLA Precisions
Parametro R = 3.999999 —— Calcoli in DOPPIA Precisions

N.iterarioni 1B - R T 28 i

dell’equazione logistica a partire da xy = 0.5 quando r = 3.999999 (cioé
In regime ecaoticos). Si noti dalla tavola 8 il progressivo distacco, al
crescere di n, fra i valori di z, caleolati in singola precisione e quelli
caleolati in doppia precizione.
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Tavora 8. — Caleolo in singola e in doppia precisione della soluzione dell’equazione
logistica x, = rx,_y (1l — x,-1), con Xy = 5 e r = 3000000,

i x,, caleolato x, caleolato
5] s in &.p. in d.p.
.
o 1 0.9999998 0.99999975
r 2 9.536739E—07 9.999994999733071D—07
3 3.814601E— 06 3.999992090898728D — 06
; 4 1.5258TE —05 1.599900399984192D — 05
5 6.103336E—05 6.399857601 2007650 —05
i) 2.441205E — (4 2. 550778567826241D —04
K D.762433E —04 1.0236400725655120D — 03
] 3.80116E—03 4 090403837965777TD — 03
] 1.554376E — 02 1.620468566396010D —02
10 6.120850E —02 6.4116659503122431D 02
11 0.2208483 0.2400227030034189
12 0, 7080721 0.7206472268290109
13 08263238 0.7800:484075T68282
14 0.5727448 0.BESR03058581813
15 0.9788326 0.RM003G0366906206
16 8287734 E —-02 0.3914874624 307187
17 03040347 (0. 9528098 78536072
18 ' 0.8463001 0.1795267552063448
19 0.5200654 0.5801874501 888044
20 (0.9983909 0.9681821528696704
22 2.553878E - 02 0.432152813174636
24 (1.3585469 7.220863060491792D —02
28 0.2045216 0.7852217695218489
28 0.5614529 0.B7R06T5209787751
a0 5951131E-02 0.9794 13067553601
32 0.6950281 0.206500362738%05

3. COMMENTI E CONCLUSIONI

Con i semplici esempi riportati sopra abbiamo voluto dare al lettore
qualche indicazione sull'importanza di un uso sintelligentes dell’elabora-
tore digitale nel calcolo numerico. Il passaggio alla «doppia precisiones o
ad elaboratori sempre piit potenti e dispendiosi non puo rimpiazzare un
attento studio teorico degh algoritmi utilizzati.

Il lettore che voglia approfondire le questioni trattate in questo
articolo potra fare riferimento alla letteratura, [1] — [8]; qui, per con-
cludere presentiamo qualche ulteriore commento ed osservazione.

La chiave per l'interpretazione dell’esempio 3 & I'osservazione che il
calcolatore approssima, ad esempio, il numero reale 1 + a con 1 quando
|a| < 107" dove n & il numero di cifre significative utilizzate. Gli esempi 2
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e 4 illustrano invece l'effetto di amplificazione dell’errore relativo di
arrotondamento che si ha quando si effettua la sottrazione fra due
numeri reali pressoché uguali. Siano ad esempioa = 0.1237 e b = 0.1234;
allora ¢ = a — b = 0.0003. Lavorando ad esempio con 3 cifre significati-
ve, otteniamo per arrotondamento le approsssimazioni @ =0.124 e §
= 0.123. Se ora effettuiamo la sottrazione di b da @ otteniamo é = d@ — b
= 0.001. In questo caso gli errori relativi sono: |d — al/|a| = 0,24%; |
—b|/1b| = 0.32%, mentre |§ —¢|/|c]| = 233%,. Abbiamo cosi avuto un
effetto di amplificazione dell’'ordine di 105

Una conseguenza immediata del manifestarsi di errori di questo tipo
¢ che — nell'implementazione numerica dell’operazione di somma in
virgola mobile — viene a cadere la proprietd associativa. Questo fatto &
illustrato dagli esempi 1 e 6. Con riferimento all'esempio 1, si noti che
I'esito del caleolo di ¢, con l'espressione 1 — 10" + 10" risulta ben presto
diverso da quello ottenuto con l'espressione riordinata 10— 10" + 1.
Allora — anche se la proprieta commutativa per la somma di due addendi
continua a valere — non risulterd in generale equivalente dal punto di
vista numerico calcolare (per n = 3) x, + 2, 4+ ... + z, in quest’ordine,
oppure in un ordine diverso.

L’esempio 7 esibisce il fenomeno della scancellazione catastroficas.
Se si esaminano i valori (5,), e (5,); caleolati in singola precisione,
vediamo come un piccolo errore di arrotondamento (dell’ordine di
+ 107°) nel valore assegnato a m. in congiunzione con gli errori di
arrotondamento che si accumulano passo per passo porti ad errori
drammatici nella stima di sen ((8 + 1/6)x). Un confronto con i caleoli in
doppia precisione mostra, ad esempio, come per 10 < n < 20 'errore
relativo nelle stime (S,), e (5,), di S, si matenga molto piccolo (dell’ordi-
ne di 1073%). Tuttavia, poiché per quei medesimi valori di n risulta che
| S, ] & dell’'ordine di 10? i minuscoli errori relativi corrispondono ad errori
effettivi dell'ordine di 10*. Essi sono quindi molto pit grandi del valore
finale teorico 0.5. Nei passi successivi errori cosi alti vengono riassorbiti
solo in parte. In generale fenomeni di instabilita numerica di questo tipo
si manifestano nelle serie a segno alterno quando le somme parziali
raggiungono valori molto elevati (in modulo) rispetto al valore della
somma (finale) della serie.

Ritorniamo ora ad esaminare gli esempi 1, 2, 4 e 6. Abbiamo visto
che in ciascuno di questi casi & possibile sostituire un algoritmo (procedu-
ra di calcolo) che conduce — se implementato su caleolatore — a risultati
non accettabili con un algoritmo la cui implementazione conduce a
risultati adeguati. I due algoritmi sono equivalenti se il calcolo viene
eseguito in modo esatto (cioé. senza I'introduzione di errori di arrotonda-

mento). Nella letteratura si parla in riferimento ad un medesimo proble
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ma di algoritmi numericamente instabili e di algoritmi numericamente
stabili. D’altra parte vi zono problemi che sono intrinsecamente mal
condizionati (mal posti). Sono problemi caratterizzati dal fatto che un
spiccolos errore nei dati si ripercuote in un sgrandes errore nei risultati.
Tipicamente, nella risoluzione numerica di questi problemi 'effetto del
srumore numericos (cioé degli arrotondamenti) & analogo a quello di una
perturbazione dei dati. La conseguenza & il manifestarsi di errori signifi-
cativi. Questo & quanto avviene nei calcoli relativi agli esempi 5 ed 8.

Esaminiamo il caso dell’esempio 5. Abbiamo visto che la soluzione
esattadiz,,; =9+ 1/9 =z, —z,_,¢datadacd 4+ 9 "dovea = (9,
— 2,)/80 & f=(— 9=z, + 81x,)/80. Nel nostro caso xo=1e x;, = 1/9,
cosicché a=0. f =1 e x, = 97" (esattamente). D’altra parte il calcolo
numerico di x; richiede 'effettuazione della divisione 1/9. Denotiamo
con #; l'esito di tale implementazione numerica e con &, l'errore di
arrotondamento introdotto: quindi #, = %, + 8§, = 1/9 + 4,. Supponia-
mo ora di implementare in modo esatto i calcoli successivi che danno x,,
x5, €cc., a partire da x, = 1 e da #,. Otterremo £, = &9" + f97" con «
= (9%, —x,)/80 =95,/80e f =1 — 95,/80. Allora per n sufficientemen-
te grande &, = (81/80)5,9"" ', da confrontare con il risultatp esatto x,
= 97", L’errore introdotto nel calcolo di z, si & vpropagatoe amplifican-
dosi da un passo all’altro (sinstabiliti numericas). Si noti che in effetti ad
ogni passo (n=1, 2, ..) il calecolo di (9 + 1/9)x, — x,_, introduce
ulteriori errori di arrotondamento nella sequenza dei calcoli. Schemi
numerici adatti a problemi ricorrenti del tipo dell’'esempio 5 sono stati
presentati ad esempio in [13].

L’esempio 8 riguarda un problema ricorsivo non-lineare in regime
caotico. Si noti dalla tavola 8 che per n = 15 la soluzione numerica in
singola precisione non concorda con quella in doppia precisione neppure
per quel che riguarda la prima cifra decimale. Anche qui si tratta di un
problema intrinsecamente «mal postos. Si osservi che se il parametro r e
la condizione iniziale x, sono razionali, & possibile — anche se estrema-
mente dispendioso — procedere ad un calcolo esatto di x, mediante
calcolatore digitale, per valori crescenti di n, utilizzando una rappresen-
tazione del tipo x, = p,/q,. dove p, e g, sono numeri interi che vengono
caleolati ricorsivamente e senza errore di arrotondamento (vedi ad
esempio [14]).

Ritorniamo ora al nostro discorso originale sull'implementazione su
calcolatore di caleoli aritmetici mediante rappresentazione a virgola
mobile («floating points). In Analisi Numerica sono stati sviluppati vari
metodi di esame della natura dell’algoritmo utilizzato e di stima dell’er-
rore. Citiamo - senza entrare in dettaglio — le tecniche di analisi
dell’errore (a priori, e a posteriori), di aritmetica degli intervalli, e di
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stima statistica dell’errore. Vi & poi I'accorgimento — da noi ripetutamen-
te utilizzato — di confrontare I'esito del calcolo in singola precisione con
quello del ecalcolo in doppia precisione. Non va dimenticato, infine,
l'accorgimento di confrontare I'esito dei calcoli numerici con risultati
ottenuti analiticamente (o per approssimazione asintotica) su problemi
sprototipos. Rimandiamo comunque alla letteratura per tutte queste
questioni.

Chiudiamo sottolinneando che se da una parte & vero che la facile
accessibilta ai calcolatori e la vasta diffusione dei «personals e degli
«home computers hanno incoraggiato caleoli inutili, mal congegnati o
semplicemente errati, dall’altra ci sembra evidente che i ealeolatori
hanno favorito nuovi filoni scientifici (ad esempio I'analisi numerica) e
consentito ricerche altrimenti impossibili. Ebbene, questo nostro articolo
nel suo piccolo ha lo scopo di scoraggiare un uso passivo e pigro del
calcolatore,
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a virgola mobile di x in base decimale con n scifre significative esattes comporta un errore

MAssime pari .y 10" D'altra parte la maggioranza dei calcolatori lavora con base b

# 10 (in Eenem viene utilizzata la base binaria, b = 2, oppure la base ottale. b =8, od
anche la base esadecimale, b = 16). La rappresentazione del numero x in base b con m

. . 1 :
scifre significative esattes comporta un errore massimo di . &~ "™, Se ora riportassimo il
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ca a virgola mobile sono oggetto di studio e ricerca. 5i veda, ad esempio, [15] e [16].
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