Analisi Matematica 1 - a.a. 2017/2018 - Primo appello
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Soluzione della parte di esercizi del Tema 1

Esercizio 1

Studiare la funzione f definita da
f(z) =In|e* —e*| — |2z].

[Dominio, simmetrie, segno, continuita, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti
di non derivabilita, monotonia, eventuali punti di estremo relativo e assoluto, studio della derivata
seconda, intervalli di convessita e concavita, eventuali punti di flesso, abbozzo del grafico]

Svolgimento
e Dominio. Deve essere |e?* — e?| # 0, e quindi z # 1. Allora dom f = R\ {1}.
e Simmetrie. Poiché il dominio di f non ¢ simmetrico rispetto a = 0, f non ha simmetrie.

e Segno.
fl)>0 <= In|e*—¢e*>22] <+ [e¥—¢€> el

e quindi
flx)>0 — e2 —e? > el o 2 g2 < _el2el

1. Vediamo la prima, e?* — ¢? > el??,
Se x > 0, si ottiene —e? > 0, che non ¢ mai verificata.

Se x < 0, si ottiene e?* — e? > e72%_ che non & mai verificata perché e?* —e? < 1 e
7 9
e 2 > 1.



2. Vediamo la seconda 2 — 2 < —¢l22l,

Se x > 0, si ottiene

1
T < e = 287 < = O§x§1—51n2.

e et < e = M4 1<0.
Risolvendo la disequazione t? — e?t +1 < 0 e tenendo conto che = < 0, si ottiene che

2 _ 4 _
e _ < —em®  — lln e-ve—4 <z<0b.
2 2
Allora
1 e2 — et —4
flx) >0 <~ §ln — <z<1-Inv2.

In particolare
1 2 Vel—4
flz)=0 = x:§1n<%> o z=1-Inv2.

e Continuita. Essendo differenza e composizione di funzioni continue, f & continua nel suo
dominio.

e Asintoti. Si ha
lim f(z) = —o0,

rz—1

e quindi la retta di equazione x = 1 & asintoto verticale per f.

Vediamo i limiti all’infinito.

lim f(z)= lim [In ‘621(1 - 6272:}3)‘ —2z] = lim In(1— 272y =0,

T—+400 T—r+400 T—+400

e quindi I'asse delle ascisse € asintoto orizzontale per f a = co. Invece,

lim f(z)= lim [In (e® — 62:”) +2z] = —o0.

T—r—00 T—r—00

Ricerchiamo asintoti obliqui a —co. Si ha

lim M: lim
r—r—0Q0 x Tr—r —00

2+

In (62 — 621)] _y

x

lim [f(z) —2z] = lim In (62 - 6235) =2,

T—r—00 T—r—00

e quindi la retta di equazione y = 2x + 2 ¢ asintoto obliquo a —oo per f.

RN

> < 1 perché si verifica facilmente che e? — 2 < v/e? — 4.

1o .
Si osservi che



e Derivabilita. Poiché le funzioni valore assoluto non ¢ derivabile in « = 0, a priori non possiamo
derivare f nell’origine. Per x # 0 si ottiene

62J:

f,(.%') =2 [m — sgnx} .
Allora

20+ =0+ | e —

) ) 62$ 262
lim f/(z) = lim 2 [762 - 1} =1 2= " (0),

lim f'(z) = lim 2 [6262736%—1} 2 = f1.(0),

z—0~ z—0~ L—Y

e quindi z = 0 ¢ punto angoloso.

e Intervalli di monotonia.

Per x > 0 si ha

, 62x 62
flx) >0 <= 621_62—1>0 = e2x—e220 = x>1
Per x < 0 si ha
2x 2x 2
/ e 2e” —e 21 2

che ¢ sempre verificata per x < 0. Allora
— f & crescente in | — 00,0] e in |1, 4+o00];
— f & decrescente in [0, 1[;
— f ha un punto di massimo assoluto in = 0, mentre non ha punti di minimo.
e Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.
f & derivabile due volte per x #£ 0, z € dom f. In tali punti si ha
2x

e
5 <0 Vredomf, z#0.

f@) = —462m

Allora, essendo anche f’ (0) > f/.(0), f & concava in ] — 0o, 1] e in ]1,+00[, € non presenta
punti di flesso.

e Un abbozzo del grafico ¢ riportato in figura 1.

Esercizio 2

Calcolare l'integrale

1 2x
e
/ dx .
0 (@ +2) (e +4)



Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 1 del tema 1 (gli assi hanno scale diverse)

Svolgimento

Con il cambio di variabile ¢ = €2 si ottiene
2

1 2x e
e 1 1
5 7l dr = = s dt.
o (2 +2)(ef* +4) 2/ (t+2)(t*2+4)
Troviamo A, B,C € R tali che

1 A +Bt+C_(A+B)t2+(2B+C)t+4A+2C
(t+2)t2+4) t+2 244 (t +2)(t2 + 4) ’
da cui
A+B=0 A=1/8
2B+ C =0 = B=-1/8
4A+2C =1 C=1/4,
e quindi

1 e® 1 t—2
/ dr = —/ dt
0 (6233 + 2)(64‘T + 4) 16 1 t + 2 t2 + 4

2

1 t t=e
= — |In(t + 2) ——lnt2+4 + arctan
16 [n ( ) 2L=1
1 V5 (e? +2 e? 1
= — |In ————* + arctan — — arctan —
16 2 2

Esercizio 3

Al variare di o € R studiare il carattere della serie

i 4 gom

Z coshn
n=1



Svolgimento

Innanzitutto si osservi che la serie & a termini positivi. Dopodiché, si ha

lim — =400 Va <0,

mentre, se a > 0, si ha
4\/ﬁ e\/ﬁlnél

lim — = lim =0,
n—-+oo 2N n—+4oo "

cosicché
€™ = o(4V™) per n — 400 se a <0,

4V = o(e®™)  pern— +oosea>0.

Inoltre, e noto che
n

coshnw; per n — 400.

Allora la serie data converge se e solo se

converge o se a<0,
n=1
0 eon
converge s se a>0.
n=1
La seconda si riscrive
0 eon 0 e n
Ya-x(T)
n=1 n=1

che converge se e solo se e < e, cioe se e solo se @ < 1. Per la prima, applicando il criterio

asintotico della radica si ottiene
qvn/n o q
im =-<1,
n—-+oo e e

ed € quindi convergente. Allora la serie data converge se e solo se o < 1.

Soluzione della parte di esercizi del Tema 3

Esercizio 1

Studiare la funzione f definita da
1’ z/2
flx) = ‘5‘ —ln|e / —e.

[Dominio, simmetrie, segno, continuita, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti
di non derivabilita, monotonia, eventuali punti di estremo relativo e assoluto, studio della derivata
seconda, intervalli di convessita e concavita, eventuali punti di flesso, abbozzo del grafico]



Svolgimento
e Dominio. Deve essere |€*/3 — ¢| # 0, e quindi z # 3. Allora dom f = R\ {3}.
e Simmetrie. Poiché il dominio di f non & simmetrico rispetto a = 0, f non ha simmetrie.

e Segno.
f@)>0 = I|e*?—e|<|z/2] <« |2 e </,

e quindi
f(x) >0 = —ele2l < er/2 o < ole/2l

1. Vediamo la prima, e*/2 — ¢ > —el*/2l

Se x > 0, si ottiene
2 _e> "2 = 2?2 >¢ &= 2>2-2n2.
Se x < 0, si ottiene
2 _e> et = 22 _ee®?241>0.
Risolvendo la disequazione t? — et +1 > 0 e tenendo conto che x < 0, si ottiene che

_ 2 _
2 e > "2 = xﬁan(%H)Z.

2. Vediamo la seconda e%/2 — e < elz/2l
Se z > 0, si ottiene e*/2 — e < ¢*/2, e quindi —e < 0, che & sempre verificata.
Se < 0, si ottiene /2 — e < e~%/2, che ancora ¢ sempre verificata perché per z < 0 si
hae®?2 —e<1lee ™2 >1.
Allora

e? —4

f(z)>0 = x§21n<e_ 5

) o x>2—-2In2, z#3.
In particolare

_JZ 1
f(z)=0 = x:2ln<%> o r=2-2In2.

e Continuita. Essendo differenza e composizione di funzioni continue, f & continua nel suo
dominio.

e Asintoti. Si ha
lim f(z) = —o0,

z—2

e quindi la retta di equazione x = 2 ¢ asintoto verticale per f.

Vediamo i limiti all’infinito.

. 7 _ 1-x/2 _
Jm flz) == Hm In(l—e™%) =0,

—Ve? -4

. . e P .
2Si osservi che 5 < 1 perché si verifica facilmente che e — 2 < v/e2 — 4.



e quindi I'asse delle ascisse ¢ asintoto orizzontale per f a +oo. Invece,

lim f(x)=+o0.

T—r—00

Ricerchiamo asintoti obliqui a —co. Si ha

1 In(e—e*/? 1
lim M: lim [———M] =,
r——00 I T——00 2 T 2
. g _w/2) _
wll)r_noo [f(z) +z/2] = xll)r_nooln (e —€e"?) 1,
e quindi la retta di equazione y = —1 — /2 ¢ asintoto obliquo a —oo per f.

Derivabilita. Poiché le funzioni valore assoluto non ¢ derivabile in 2 = 0, a priori non possiamo
derivare f nell’origine. Per x # 0 si ottiene

f(x) = % [sgnx - Lﬁ] .

et/2 —e
Allora
1 er/? e
li "z) = lm = |1 - ——— | =——— =" (0
A ) m;%az[ em-e] si—a O
e®/2 e—2
li () = — lim = |1 =— = f(0),
230 f@) 230 * er/2 — e] 2(e—1) 1=(0)
e quindi z = 0 ¢ punto angoloso.
Intervalli di monotonia.
Per z > 0 si ha
, ev/? e
> - > — >
filz)>0 <= 1 ew/Q—e_O — ex/Q_e_O = <2
Per x < 0 si ha
/2 2¢%/2 _
f(z)>0 < 1+67§O = ugO — 22 >e,
61/2—6 633/2—6

che non & mai verificata per z < 0. Allora
— f & crescente in [0, 2];
— f & decrescente in | — 00, 0] e in ]2, +00];
— f ha un punto di minimo assoluto in = 0, mentre non ha punti di massimo.

Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.

f € derivabile due volte per x # 0, z € dom f. In tali punti si ha

" _ € ex/2 v d
Allora, essendo anche f’(0) < f/(0), f & convessa in | — 00, 2[ e in ]2,400[, e non presenta

punti di flesso.

Un abbozzo del grafico e riportato in figura 2.



y3--

Figura 2: Il grafico della funzione dell’esercizio 1 del Tema 3 (gli assi hanno scale diverse)

Esercizio 2

Calcolare l'integrale

1 3x
e
/ dz .
o (€37 +3)(eb” +9)

Svolgimento

Con il cambio di variabile t = €3 si ottiene

3

1 3z e
e 1 1
/ 3 dr = —/ ———dt
o (€3 +3)(e5" +9) 31 t+3)*+9)
Troviamo A, B,C € R tali che

1 A +Bt—|—C_(A+B)t2—|—(3B+C)t+9A+3C
(t+3)t2+9) t+3 249 (t +2)(t2 + 4) ’
da cui
A+B=0 A=1/18
3B+C =0 = B=-1/18
9A+3C =1 C=1/6,
e quindi
! e3* 1 t—3
3 G der = — - | dt
1 tt:63
5—4{111 (t +3) — = In(t* + 9) + arctan 3],51
L e—|—3+ . e3 o
= — n arctan — — arctan — | .
54 Vb +9 3 3



Esercizio 3
Al variare di o > 0 studiare il carattere della serie

a4 4V

Z coshn
n=1

Svolgimento

Innanzitutto si osservi che la serie & a termini positivi. Dopodiché, si ha

4vn
lim — =400 Vo< a<1,
n—+oo

mentre, se a > 1, si ha
4V e\/ﬁln4
lim — = lim —— =0,
n—+oo Q™ n—4oo enlna
cosicché
" =0(4V")  pern—4oose0<a<l,

AV —o(a")  pern — 4oosea>1.
Inoltre, e noto che

n
coshnw; per n — 400.

Allora la serie data converge se e solo se

converge — se 0<a<l,
n=1
[e.e] an
converge — se a>1.
en
n=1

La seconda si riscrive

che converge se e solo se a < e, @ > 0. Per la prima, applicando il criterio asintotico della radice
si ottiene

qvn/n - q
lim =-<1,
n—+oo e e

ed e quindi convergente. Allora la serie data converge se e solo se a < e, o > 0.



