Analisi Matematica 1 - a.a. 2017/2018 - Secondo appello

Soluzione del test

Soluzione della parte di esercizi del Tema 1

Esercizio 1

Sia data la funzione f definita da

f@) = o+ e .

[Dominio, simmetrie, segno, continuita, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti
di non derivabilita, monotonia, eventuali punti di estremo relativo e assoluto, studio della derivata
seconda, intervalli di convessita e concavita, eventuali punti di flesso, abbozzo del grafico]

Svolgimento

Dominio. Deve essere x4+ 2 # 0, e quindi « # —2. Allora dom f = R\ {-2}.
Simmetrie. Poiché il dominio di f non & simmetrico rispetto a x = 0, f non ha simmetrie.

Segno. Banalmente, f(z) > 0 per ogni € dom f. Inoltre, f(x) = 0 se e solo se x = —1, che
quindi e punto di minimo assoluto.

Continuita. Essendo prodotto e composizione di funzioni continue, f & continua nel suo
dominio.

Asintoti. Si ha

lim ) =400 lim x)=0
lim f()=+oo,  lim f(x) =0,
e quindi la retta di equazione x = —2 & asintoto verticale per f.

1
Vediamo i limiti all’infinito. Essendo e*+2 — 1 per x — 400, si ha

lim f(z) =+o0.

r—+00



Ricerchiamo asintoti obliqui. Si ha

1
lim @: lim [—ieri?} =-1,
x

r— —00 X r——00

lim [f(z)+2z] = lim [$—(l’+1)6%+2]: lim [(1—6%H)$—8Ti2]:—2,

rT——00 rT——00 rT——00
perché
1 1
i —em)r = i - - _
xEIEloo(l e )z xll)r_noo [ P +o(1/(z+2)| = 1.
Allora la retta di equazione y = —x — 2 € asintoto obliquo a —oo per f.
Inoltre,
1
lim f_ac): lim Tt ezi2:1,
r—+oco X T——00 €T

lim [f(a:) —:L‘] = mEIPoo [(iL'—l— 1)6%7% —:L"] = lim [(efb — 1)m+e%ﬁ] =2,

r——+00 r——+00

perché

1
lim (G%H—l)l': lim |——+o(1l/(z+2)|z=1.

T—400 x—+4oo | x + 2

Allora la retta di equazione y = x 4 2 ¢ asintoto obliquo a 400 per f.

Derivabilita. Poiché la funzione valore assoluto non e derivabile nell’origine, a priori non

possiamo derivare f in x = —1. Per x # —1 si ottiene
1 1
fl(z) =s n(:x—i—l)e% |z + 1| e s n(a?+1)e% (z+1)sgn(z+ 1) e
€Tr) = x — _— = x — .
s @+2? ® 8 (z+2)?
1 r+1 1 22+ 3243
= 1 z+2 1—- — = 1 T+2 —
sgn(x + 1)e ( e 2)2> sgn(x + 1)e CFIE
Allora )
) i1 L4343 L,
mllr_an(x)—milnge o (x +2)2 =e=f=D,
2
Lz“+3x+3
lim f'(x) =— lim ez = "(-1),
ro—1- f(@) ro—1- (x +2)2 F-(=1)
e quindi x = —1 & punto angoloso.

Intervalli di monotonia.
Essendo 22 + 3z + 3 > 0 per ogni x € R, si ha che f/(x) > 0 se e solo se sgn(x + 1) > 0, cio®
se e solo se x > —1. Allora

— f & crescente in [—1, 400[;

— f & decrescente in | — 0o, —2[ e in ]-2,-1];

— f ha un punto di minimo assoluto in x = —1, come gia osservato, mentre non ha punti
di massimo.



e Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.

f & derivabile due volte per z # —1, x € dom f. In tali punti si ha

non . 2z +3)(z+2)% -2 +2) (2?2 +32+3) 224+3x+3
f"(x) = sgn(z + 1)e (z +2)2 - (z + 2)*

= —sgn(zr + 1)671%2:177—{_3
- (x4 2)4

Allora f”(z) > 0 se e solo se (x 4+ 1)(z + 3) < 0, cio¢ se e solo se =3 < x < —1. Inoltre,
f"(xz) =0 se e solo se x = —3. Se ne deduce che

— feconvessain [-3—2[ein|—2—1];
— f & concava in | — 0o, —3] e in [—1, +00[;

— f ha un punti di flesso in x = -3 e in z = —1.

e Un abbozzo del grafico € riportato in figura 1.

Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 1 del tema 1

Esercizio 2

1. Stabilire se ognuno dei seguenti integrali impropri € convergente o divergente
/1 1 — cos 22 /+°° 1 — cos x2
———dx, ————dx.
o o3/2In(1+ x%) 1 232In(1 +24)

2. Trovare tutti e soli gli & > 0 per i quali converge l'integrale improprio

/1 1 — cosz®
dr .
o 23/2In(1 + x3a—2)



Svolgimento
Osserviamo che le funzioni integrande sono positive e quindi possiamo utilizzare i criteri del
confronto e del confronto asintotico.

1. Studiamo il primo integrale. Per x — 0 si ha

1
1—cos:c2~§x4, In(1 + z*) ~ 2,

da cui si deduce che
1 — cos x2 1 2t B 1 0
S2In(l + o) | 229244 og32 PT T

e quindi I'integrale e divergente.

Per quanto riguarda il secondo integrale, osserviamo che

1 — cos z2

= 23/2In(1 + z4) = 23/2In(1 + 2*)’

e che per x — 400 si ha In(1 + 2%) ~ Inz. Allora
2 2

3/21In(1 + x4) T P2

e quindi I'integrale dato € convergente grazie al criterio del confronto.

per x — +o00,

2. Si osservi che, essendo a > 0, per z — 0 si ha
1

1— o = 2
cos T 2:13 ,
mentre
0 se a>2/3,
lim In(1+23*"%) =12 se a=2/3,

z—0t

+o0 se a<2/3.

In particolare, per z — 0T si ha

In(1 4 2°*7%) ~ 2772 se a>2/3,
ln(1+:n3a_2) =1In2 se a=2/3,
In(1+2°*7%) ~ (2—3a)|lnz| se a<2/3.
Allora
1 — cosz® oA 1
23/2In(1 + z30-2) ™ 9p3/243a—2  9gpa—1/2 se a>2/3,
1 — cos z® 74/3 B 1 s
r3/2 ln(l 4 :c3a—2) 21n223/2  2In21/6 se o= ,
1— «a 20 1
— - se 0<a<2/3.

23/21In(1 + x30-2) - 2(2 — 3a)z3/2 | In z| - 2(2 — 3a)x3/22| In x|
Si deduce che
e se a > 2/3, l'integrale converge se e solo se @« — 1/2 < 1, e quindi per 2/3 < o < 3/2;
e se o = 2/3, l'integrale converge;
e se 0 < a < 2/3, l'integrale converge se e solo se 3/2—2a < 1, e quindi per 1/4 < o < 2/3.

Allora l'integrale dato converge se e solo se 1/4 < av < 3/2.



Esercizio 3

Risolvere il problema di Cauchy
{y’ = 2’4y +1)

Svolgimento

Procediamo per separazione di variabili. Deve essere

/

Yy — 2
4y +1 '

Integrando si ottiene

1 1
Zln\ély(:c) +1] = gx?’ +c.
Sfruttando la condizione iniziale y(0) = 1 si ricava
1 1
c= Zln|4y(0) +1| = Zln5,

da cui 4
In[4y(z) + 1| = gws +1In5.

Poiché 4y(0) + 1 =5 > 0, la soluzione del problema di Cauchy soddisfa
4 3
In(4y(z) +1) = 3% +1In5.

Risolvendo ’equazione si ottiene

y(x) = (5e4m3/3 —1).

B~ =

Soluzione della parte di esercizi del Tema 2

Esercizio 1

Sia data la funzione f definita da
1
f(x) =]z —3lew—2.

[Dominio, simmetrie, segno, continuita, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti
di non derivabilita, monotonia, eventuali punti di estremo relativo e assoluto, studio della derivata
seconda, intervalli di convessita e concavita, eventuali punti di flesso, abbozzo del grafico

Svolgimento
e Dominio. dom f =R\ {2}.
e Asintoti.

— xr = —2 ¢ asintoto verticale
— y =x — 2 & asintoto obliquo a 400

— y = —x + 2 ¢ asintoto obliquo a —oo



e Derivabilita. Per z # 3 si ottiene

Allora

2
/ . 1z —bx+7 y
:cli)rg,l+f(w):xli>3+e - (x —2)2 =e=£),
1L 22 —5x+ 7T
1. / = — 1 =2 - = = / 3
xggff(w) Jim e @2 e=fL(3),

e quindi x = 3 € punto angoloso.

e Intervalli di monotonia.

Essendo 22 — 52 + 7 > 0 per ogni = € R, si ha che f/(x) > 0 se e solo se sgn(z — 3) > 0, cioe
se e solo se x > 3. Allora

— f & crescente in [3, +o0];

— f & decrescente in | — 00,2 e in ]2,3];

— f ha un punto di minimo assoluto in x = 3, come gia osservato, mentre non ha punti di
massimo.

e Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.

(@) = = sem(o = 3)ex? gy

— f & convessa in [1,2[ e in ]2, 3];
— f & concava in | — 00, 1] e in [3,4+00];

— f ha un punti di flessoinx =1ein x = 3.

e Un abbozzo del grafico € riportato in figura 2.

Esercizio 2

1. Stabilire se ognuno dei seguenti integrali impropri € convergente o divergente

1 sen 1,3/2 —+o00 sen IL‘3/2
dx, dx .
o x*3In(1+ z2/3) 1 23 In(1 + 22/3)

2. Trovare tutti e soli gli & > 0 per i quali converge l'integrale improprio

/1 sen

dx .
0 43 1In(1 + x20-2)
Svolgimento

1. Studiamo il primo integrale. La funzione integranda é positiva. Per z — 0 si ha
sen /2 ~ 25/% In(1 + 2%/3) ~ 223

da cui si deduce che

sen /2 x3/? 1

2B In(1 + 22/3) A28 T g2

per = — 0,

6



Figura 2: Il grafico della funzione dell’esercizio 1 del tema 2

e quindi I'integrale € convergente.

Per quanto riguarda il secondo integrale, osserviamo che

sen 1'3/2

x4/31n(1 + 22/3)

< ! ,
— 243 In(1 + 22/3)

e che per & — +oo si ha In(1 4+ 2%?) ~ Inz. Allora

1 1
24/31n(1 + 22/3) ATETY

per = — 400,

e quindi I'integrale dato € convergente grazie al criterio del confronto.

. Si osservi che, essendo o > 0, per x — 0 si ha

senx® ~ %,

mentre
0 se a>1,
lim In(1 +2%*7%) = {In2 se a=1,
z—0F
+00 se a<l.
In particolare, per x — 0T si ha
In(1 + 22972) ~ g2072 se a>1,
In(1+ 2?*7%) = 1n?2 se a=1,

In(1 + 22972) ~ (2 — 2a)|In z| se a<l.



Allora

sen x¢ ¢ 1

2B In(1 + z20-2) | gA/3z20-2 ~ go-2/3 se a>1,
sen 2 - = ! se a=1

r4/3In(1 + x20-2)  2In 22%/3 "~ In2z1/3 -
sen x¢ & 1

~ = 0<a<2/3.
o3 In(1 4+ 22072) (2 —2a)zY3|Inz| (2 —2a)x?/3|In x| % a<?

Si deduce che
e se a > 1, l'integrale converge se e solo se « —2/3 < 1, e quindi per 1 < o < 5/3;

e se a = 1, l'integrale converge;

e se 0 < a < 1, l'integrale converge se e solo se 4/3 — a < 1, e quindi per 1/3 < a < 1.

Allora l'integrale dato converge se e solo se 1/3 < a < 5/3.

Esercizio 3

Risolvere il problema di Cauchy
y ==z(2y+1)
y(0) =1.

Svolgimento

Procediamo per separazione di variabili. Deve essere

/

Yy
2y +1

=X.

Integrando si ottiene
1 1
§In|2y(1:) +1| = §x2 +c.
Sfruttando la condizione iniziale y(0) = 1 si ricava

1 1
c:§In|2y(0)—|—1| = 51113,

da cui
In|2y(z) +1| =2? +1n3.

Poiché 2y(0) + 1 = 3 > 0, la soluzione del problema di Cauchy soddisfa
In(2y(z) +1) = 2% +1In3.

Risolvendo 'equazione si ottiene



Soluzione della parte di esercizi del Tema 3

Esercizio 1

Sia data la funzione f definita da
1
f(x) =z —dle—3.

[Dominio, simmetrie, segno, continuita, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti
di non derivabilita, monotonia, eventuali punti di estremo relativo e assoluto, studio della derivata
seconda, intervalli di convessita e concavita, eventuali punti di flesso, abbozzo del grafico]

Svolgimento
e Dominio. dom f =R\ {3}.
e Asintoti.

— x = 3 ¢ asintoto verticale
— y =z — 3 & asintoto obliquo a +o0

— y = —x + 3 ¢ asintoto obliquo a —oo

e Derivabilita. Per x # 4 si ottiene

a2 =Tz +13
f(z) = sgn(x — 4)e=3 “wor
Allora )
L Lzt —=Tr+13
xll>r4n+ ) = zlgil+ e (x — 3)2 +),
o 1 2?2 —Tr+13
S S0 == e = e = )

e quindi x = 3 € punto angoloso.

e Intervalli di monotonia.
Essendo 22 — 7z + 13 > 0 per ogni = € R, si ha che f/(z) > 0 se e solo se sgn(x —4) > 0, cio®
se e solo se x > 4. Allora
— f & crescente in [4, 4+00[;
— f & decrescente in | — 00, 3] e in ]3,4];
— f ha un punto di minimo assoluto in x = 4, come gia osservato, mentre non ha punti di

massimo.

e Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.

r—2

f'(x) = —sgn(a — 4)e= @—3)7

— f & convessa in [2,3[ e in |3, 4];
— f & concava in | — 00,2] e in [4, +o00];

— f ha un punti di flesso in x =2 e in x = 4.

e Un abbozzo del grafico e riportato in figura 3.



Figura 3: Il grafico della funzione dell’esercizio 1 del tema 3

Esercizio 2

1. Stabilire se ognuno dei seguenti integrali impropri € convergente o divergente

1 sen 2 oo sen 2
/ dx | / dx .
o 25/31n(1 + z4/3) 1 2B In(1 + 24/3)

2. Trovare tutti e soli gli & > 0 per i quali converge l'integrale improprio

/1 sen

dx .
o 2%31In(1 + x3a—3)
Svolgimento

1. Studiamo il primo integrale. La funzione integranda é positiva. Per z — 0 si ha

senz? ~ 1?2, In(1 + z%/3) ~ 243
da cui si deduce che

sen ZL’2 $2

253 1n(1 + 24/3) BB A3 T

| =

per = — 0,

e quindi I'integrale e divergente.
Per quanto riguarda il secondo integrale, osserviamo che

sen x:2 1

<
25/3In(1 + 24/3)| = 25/3In(1 + 24/3)’

e che per x — +oo si ha In(1 4+ 2%/?) ~ Inz. Allora

1 1
25/31In(1 + 24/3) Y

per x — +00,

e quindi I'integrale dato & convergente grazie al criterio del confronto.

10



2. Si osservi che, essendo a > 0, per z — 0 si ha
sen % ~ %,

mentre
0 se a>1,
lim In(1+23%7%) = { In2 se a=1,
z—0t
400 se a<l.

In particolare, per z — 07 si ha
In(1 + 23973) ~ g3273 se a>1,
In(1 4+ 2%*73) =1n2 se a=1,
In(1 4 2%*73) ~ (3 — 3a)|In z| se a<l.

Allora
sen x® ¢ 1
253 1In(1 + 2%0-3)  5/3g3a=3 2043 se a>1,
sen x® T 1
25/3In(1 + x32=3) ~ oIn2s5/3  In2a2/3 se a=1,
sen ¢ et 1

25/3In(1 4 x32-3) - (3 —3a)z®3|In x| - (3 — 3a)z®/3~|Inz|
Si deduce che

e se a > 1, l'integrale converge se e solo se 2a — 4/3 < 1, e quindi per 1 < o < 7/6;
e se a = 1, l'integrale converge;

e se 0 < a < 1, l'integrale converge se e solo se 5/3 — a < 1, e quindi per 2/3 < a < 1.

Allora l'integrale dato converge se e solo se 2/3 < a < 7/6.

Esercizio 3

Risolvere il problema di Cauchy

{y’ = z(3y +2)
y(0) =

Svolgimento

Procediamo per separazione di variabili. Deve essere

/

Yy
3y + 2

=X.

Integrando si ottiene
1l|3()—|—2|—12+
3 n [3y(x =57 +e.

Sfruttando la condizione iniziale y(0) = 1 si ricava
1 1
c= §In|3y(0) +2| = §1n5,

11



da cui 3
In [3y(z) + 2| = 5&:2 +In5.

Poiché 3y(0) + 2 =5 > 0, la soluzione del problema di Cauchy soddisfa

3
In(3y(x) +2) = 5952 +1In5.

Risolvendo 'equazione si ottiene
(563:02/2 — 2) .

W =

y(z) =

Soluzione della parte di esercizi del Tema 4

Esercizio 1

Sia data la funzione f definita da
1
flx) =]z —2le=T1.

[Dominio, simmetrie, segno, continuita, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti
di non derivabilita, monotonia, eventuali punti di estremo relativo e assoluto, studio della derivata
seconda, intervalli di convessita e concavita, eventuali punti di flesso, abbozzo del grafico]

Svolgimento
e Dominio. dom f =R\ {1}.
e Asintoti.

— x = 1 ¢ asintoto verticale
— y =x — 1 & asintoto obliquo a 400

— y = —x + 1 ¢ asintoto obliquo a —oo

e Derivabilita. Per x # 2 si ottiene

1 223243
f/(l‘) = Sgn(.’lf — 2)69”*1 W .
Allora )
) , ) 1 x*—3x+3 ,
mlir%f (z) = xligherlw =e=[1(2),
2
. , . 1z —3x+3 ,
A fE == g e T = o= 20,

e quindi x = 3 ¢ punto angoloso.

e Intervalli di monotonia.

Essendo 22 — 3z + 3 > 0 per ogni = € R, si ha che f/(x) > 0 se e solo se sgn(z — 2) > 0, cioe

se e solo se > 2. Allora

— f & crescente in [2, 4+00];

— f & decrescente in | — 0o, 1] e in ]1,2[;

— f ha un punto di minimo assoluto in x = 1, come gia osservato, mentre non ha punti di

massimo.

12



e Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.

(z —1)*

f'(z) = - sgn(z — 2)er

— f & convessa in [0,1] e in |1, 2];
— f & concava in | — 00,0] e in [2,4+00];
— f ha un punti di flessoin x =0 e in x = 2.

e Un abbozzo del grafico € riportato in figura 4.

el

S\ ;"
N ;"
S ' e
A 1 P
1 -3 -2 -1 0 Nt
" + + A
S

Figura 4: Il grafico della funzione dell’esercizio 1 del tema 4

Esercizio 2

1. Stabilire se ognuno dei seguenti integrali impropri & convergente o divergente
/1 1 — cos x2 /+°° 1 — cos 22
dx, dx .
o z7/*In(1 4 25/2) 1 274 n(1 + 25/2)
2. Trovare tutti e soli gli a > 0 per i quali converge l'integrale improprio

/1 1 — cos z%/2
dr .
o x7/4 In(1 + 220-2)

Svolgimento

1. Studiamo il primo integrale. La funzione integranda e positiva. Per z — 0 si ha
1—cosz? ~ at, In(1 + 2%/?) ~ 2%/2,

da cui si deduce che

1 — cos x2 xt 1

2T n(1 + 25/2) 27452 T g1/4

per = — 0,

13



e quindi I'integrale € convergente.

Per quanto riguarda il secondo integrale, osserviamo che

- 1 — cos 22 < 2
= 274 In(1 + 25/2) T 274 In(1 + 25/2)

e che per x — +oo si ha In(1 4 2%2) ~ Inz. Allora

1 1
27/4In(1 + 25/2) Y

per x — +00,

e quindi I'integrale dato & convergente grazie al criterio del confronto.
2. Si osservi che, essendo a > 0, per z — 0 si ha

1 — cosz™? ~ 2%,

mentre
0 se a>1,
lim In(1+2**7%) = {In2 se a=1,
z—0+

400 se a<l.

In particolare, per z — 0T si ha
In(1 + 22972) ~ g2072 se a>1,
In(1+ 2272) = 1n?2 se a=1,

In(1 + 2272) ~ (2 — 2a)|In z| se a<l.

Allora
1 — cos z%/2 ¢ B 1 1
2T (1 1 220-2)  g7/ig2a—2 ~ ga-1/1 se a>1,
1 — cos z%/2 T 1

27/41n(1 4 x20-2) T 9m2y7/1 T In2g3

1 — cosz®/? x® _ 1
74 n(1 4 220-2) (2 —2a)z7/4|Inz| (2 — 22)z7/4|In |

Si deduce che

e se a > 1, lintegrale converge se e solo se « — 1/4 < 1, e quindi per 1 < o < 5/4;
e se a = 1, l'integrale converge;

e se < 0 < a < 1, l'integrale converge se e solo se 7/4 — a < 1, e quindi per 3/4 < a < 1.

Allora l'integrale dato converge se e solo se 3/4 < a < 5/4.

Esercizio 3

Risolvere il problema di Cauchy



Svolgimento

Procediamo per separazione di variabili. Deve essere

Integrando si ottiene

1 1
-1 2= -z’ +ec.
E n [5y(x) + 2| 1% +c
Sfruttando la condizione iniziale y(0) = 1 si ricava
1 1
c= gln\E)y(O) +2| = gln7,

da cui 5
In |5y(x) + 2| = ZJE4 +In7.

Poiché 5y(0) + 2 = 7 > 0, la soluzione del problema di Cauchy soddisfa
9 4
In(5y(z) +2) = 1 +In7.

Risolvendo 'equazione si ottiene
(7651’2/4 — 2) .

Ut =

y(z) =

15



