Analisi Matematica 1 - a.a. 2017/2018 - Terzo appello

Soluzione del test

Soluzione della parte di esercizi del Tema 1

Esercizio 1
Studiare la funzione definita da
fl@)=[1+(z— 2)2] arctan |x — 2|.

[Dominio, eventuali simmetrie, segno, eventuali asintoti, derivabilita e studio di eventuali punti di
non derivabilita, intervalli di monotonia, eventuali punti di estremo relativo ed assoluto, studio
della derivata seconda, intervalli di convessita e concavita ed eventuali punti di flesso, abbozzo del
grafico]

Svolgimento

e Dominio. Banalmente, dom f = R.
e Simmetrie. Si ha
f(=2) = [1+ (=2 — 2)*] arctan| — 2 — 2| = [1 + (z + 2)?] arctan |z + 2|
da cui si deduce che f non & pari ne dispari.

e Segno. Banalmente, essendo arctant > 0 se e solo se t > 0, si ha f(x) > 0 per ogni x € dom f.
Inoltre, f(z) =0 se e solo se z = 2, che quindi ¢ punto di minimo assoluto.

e Continuita. KEssendo prodotto e composizione di funzioni continue, f & continua nel suo
dominio.



e Asintoti. Per ovvi motivi la funzione non ammette asintoti verticali. Poiché

lim [1+ (z —2)%] = +oo, lim arctan|z —2| = z
x—Fo0 z—Fo0 2
si ha
zgr:?oo f(iC) =1,
e quindi la funzione non ammette asintoti orizzontali.
Ricerchiamo eventuali asintoti obliqui. Poiché
1 —2)? 1 —2)?
T—+00 x T——00 €z
si ha
lim M:—i—oo7 lim M:—oo,
rx—+o00 X r——00 I

e quindi la funzione non ammette asintoti obliqui.

e Derivabilita. Poiché la funzione valore assoluto non e derivabile nell’origine, a priori non
possiamo derivare f in z = 2. Per z # 2 si ottiene
-2
f(z) =2(x — 2) arctan |z — 2| + [1 + (z — 2)?] m
= 2(z — 2) arctan |z — 2| +sgn(z — 2).

In particolare

() 2(x — 2)arctan |z — 2| + 1 se x>2,
xTr) =
2(x — 2)arctan |z — 2| — 1 se <2,
da cui
lim f'(z)=1, lim f'(z) = -1,
xﬁZ""f() xﬁ\Z—f()

e quindi x = 2 € punto angoloso.

e Intervalli di monotonia.

Essendo arctan |x — 2| > 0 per ogni x € R, si deduce che f'(z) > 0 se e solo se z > 2. Allora

— f & crescente in [2,+00[;
— f & decrescente in | — 00, 2];
— f ha un punto di minimo assoluto in = 2, come gia osservato, mentre non ha punti di
massimo.
e Derivata seconda e intervalli di convessita/concavita.
f & derivabile due volte per z # 2, x € dom f. In tali punti si ha
(x —2)sgn(z — 2)
14 (z—2)2
[z —2)|
14 (x—2)27
da cui si deduce che f”(x) > 0 per ogni 2 € dom f, x # 2. Essendo anche

F@) =1>-1=f(2),

f"(z) = 2arctan |z — 2| + 2

= 2arctan |z — 2| + 2

si ottiene che f & convessa in R.

e Un abbozzo del grafico e riportato in figura 1.



Figura 1: 11 grafico della funzione dell’esercizio 1 del tema 1

Esercizio 2

1. Calcolare
lim n2 € 1/n _ 1 —sen(1/n)
n—o0 cos(1/n)

2. Determinare il carattere della serie

2 e/ —1 —sen(1/n)
Zn cos(1/n) ’

al variare del parametro a € R.

Svolgimento
1. Poiché ) ) ) )
1/n — - - 2 - - 3
e 1+n+2n2 +o(1/n%), sen(1/n) P +o(1/n°),
si ottiene

el/”—l—sen(l/n):% P +o(1/n )——+613 0(1/n3):#+0(1/n2).



Essendo cos(1/n) — 1 per n — +00, si conclude che

lim n2 et/ — 1 —sen(1/n) _ 9
n— 00 cos(l/n) n—00 2n?

2. Dal punto precedente si deduce che

e/ —1 —sen(1/n) 1

cos(1/n) ~ o2’
e quindi
w1€¥/m—1—sen(1/n) no! 1
cos(1/n) 2n2  2nd-a’

Allora la serie risulta a termini definitivamente positivi e, per il criterio asintotico del con-
fronto, converge se e solo se 3 — a > 1, cioe se e solo se o < 2.
Esercizio 3

Calcolare l'integrale definito

/2
/ e cosz dx .
0

Svolgimento

Procediamo per integrazione per parti. Si ottiene

w/2 1 /2
+ / e®® sen z dx
0 0

71'/2 1
/ e cosxdr = —€** cosx
0 2 2
w/2 1 /2
- = / e?* cos x da:]
0 2 Jo

1
—e*senz

-4 5

2 2

da cui

5 /2 T _9
4/ echosxdxze
0

e quindi

w/2 T _
/ eQxcosxdx:e 2.
0 5



