Analisi Funzionale 1 - a.a. 2012/2013

Terzo appello

Esercizio 1

1. Sia {fn}nen successione in CY([0,1]). Provare che se f, — f in C°([0,1]), allora {f,}nen
converge ad f puntualmente.

2. Provare che esiste una successione {f,}nen in CY([0,1]), limitata in L'(0,1), puntualmente
convergente ad una funzione f € C°([0, 1]), ma tale che { f,, }»en non ammette sottosuccessioni
debolmente convergenti in L(0,1).

3. Dedurre che esiste una successione {f,}nen in C°([0,1]) puntualmente convergente ad una
funzione f € CY([0,1]), ma tale che {f,}nen non ammette sottosuccessioni debolmente con-
vergenti in C°([0, 1]).

Svolgimento

Ricordiamo preliminarmente che il duale topologico di C°([0,1]) ¢ I'insieme M([0, 1]) delle misure
di Radon finite su [0, 1].

1. Per ogni z € [0,1] sia d, € M([0,1]) la delta di Dirac concentrata in x, cosicché
(00, f) = f(z) YV fec([0,1]).
Allora, se f, — f in C°([0,1]), si ha
fa(@) = (b2, fn) = (02, f) = f(z)  pern — +o0,

come si voleva.

2. Sia
nz se 0<z<1/n,
In(z) = {n2(2/n—x) se 1/n<z<2/n, n>1.
0 se 2/n<x<1,

Allora f,(z) — 0 per n — +o0o per ogni z € [0,1], & banalmente limitata in L'(0,1), ed

inoltre soddisfa.
2/n

fu(z)de =1 Vn>1.
0
Ma A(]0,2/n[) — 0 per n — +o00, e quindi { f, }n>1 non € equi-integrabile. Tali considerazioni
restano vere per qualsiasi sottosuccessione di {fy, },>1. In particolare, se { f,}n>1 avesse una
sottosuccessione debolmente convergente in L!(0,1), per il teorema di Dunford-Pettis tale
sottosuccessione dovrebbe essere equi-integrabile.

3. Osserviamo preliminarmente che ogni funzione ¢ € L*°(0,1) individua una misura di Radon
ftp tramite la posizione

pp(A) = / o(x)dx, A C[0,1], A boreliano.
A



Tale misura di Radon opera sulle funzioni continue in questo modo:

1
(i f) = /O f@)p()de,  fec(0,1]).

Presa la successione di cui al punto precedente, se essa avesse una sottosuccessione { fp; };>1
debolmente convergente in C°([0,1]) ad una funzione f, allora f,, — f in L'(0,1), perché si
avrebbe

1 1
/0 Fo, (2)0() dz = {pig, fo,) = {pipn f) = /0 f@)p@)de Yo e L2(0,1),

contro quanto sopra dimostrato.

E chiaro che si puo provare direttamente che la successione {fy}n>1 di cui sopra non ha
sottosuccessioni debolmente convergenti in C°([0,1]). Infatti, ogni sua sottosuccessione &
illimitata essendo || fn||coc = n per ogni n > 1, e dunque non puod convergere debolmente.

Esercizio 2

Siano E ed F spazi di Banach e T' € L(E, F) suriettivo.

1.

2.

3.

Enunciare il teorema della mappa aperta e dimostrarne una conseguenza notevole.
Sia T* : F* — E* 'operatore aggiunto di T'. Provare che esiste ¢ > 0 tale che

1T flle- = cllfll= VfeF.

Provare che esiste a > 0 tale che se S € L(E,F) e |T — S|| < a, allora im S & densa in F.

Svolgimento

1.

2.

3.

Omesso

Per il teorema della mappa aperta, esiste ¢ > 0 tale che B (0) C T(BF(0)). Allora

IT* fllpe = sup [(@,T"f)pp.|= sup [{Tz,f)pp.

llzllz<1 [zl z<1

> sup |(y, flppe|=¢ sup |(y, fppe | =clflr,

llyllF<c llyllF<1

come si voleva.

Sia ¢ > 0 come sopra e si ponga o = ¢/2. Per assurdo, supponiamo che im S # F. Allora
im S & un sottospazio vettoriale proprio chiuso di F, cosicché esiste y € Bf(0) tale che

lly — Sz||lp > 1/2 VexeE.
Allora, posto z = cy, si ha z € BF(0) e
|z — Sz||p=clly —S(z/c)|lF > c/2 VezeE.
Sia ora x € B (0) tale che Tz = z. Si ha
|Tx — Sx||p = ||z — Sz||r > ¢/2,

e quindi ||T" — S|| > ¢/2, contro l'ipotesi che ||T"— S| < ¢/2.



Esercizio 3

Sia E spazio di Banach riflessivo e separabile con norma || - || g
1. Sia {zx}r>1 € E. Si provi che z; — z se e solo se (¢, xx) — (@, z) per ogni p € E*.
2. Si provi che se {z;}r>1 € debolmente convergente, allora ¢ limitata.

Sia ora {pn, }n>1 successione densa in
Bp- ={p € E": |lp|p- <1},

e si definisca

) 1
(xay)E:Z?<90nax><Q0n7y>a JI,yEE

3. Si provi che (-, )y definisce un prodotto scalare in E.
4. Detta || - ||o la norma indotta da (-, ), si provi che vale ||z||o < ||z||g per ogni z € E.

5. Si provi che se z, — x in E, allora ||z — z||o — 0.

6. Dedurre che ogni successione limitata in E per la norma || - ||z ha una sottosuccessione di
Cauchy per la norma || - [|o.
Svolgimento
1. Omesso.
2. Omesso.

3. La simmetria segue immediatamente dalla definizione perché il prodotto in R & commutativo.
La bilinearita ¢ deriva dalla linerita di ciascuna ¢, e dal fatto che la serie & assolutamente

convergente,
=1 1
> oon o | (ons @) (Pny) | < Zg\\%\\%d!x\\EHyHE <|lzllzlyle-
n=1 n=1

Inoltre si ha

(<90n7 ))22()»

M‘H

($a x)E = Z
n=1

e vale (z,z), = 0 se e solo se (pp,z) = 0 per ogni n > 1. Poiché {¢,}n>1 € densa in Bp-
segue che (¢, z) = 0 per ogni ¢ € Bg«, e quindi per ogni ¢ € E*, da cui z = 0.

4. Siha
— 1 2 — 1 2 2 2
EFE 5 ((pmrz)) <> onlenllE-llzle < lllE,
n=1 n=1
da cui la conclusione.
5. Poiché zj, — x in E, allora {xj}r>1 € limitata in norma || - [|g. Sia M tale che ||azg||p < M

per ogni k > 1. Allora

1 1 1
ol (onsn = ) [P < ol (lall + el5)” < o (M + ll2lls)”



che ¢ il termine generale di una serie convergente. Allora si puo applicare il teorema della
convergenza dominata e concludere che, poiché (p,,zr —x) — 0 per k — +oo per ogni n, si
ha

oo

1 2
||zk—xllgzz27(<90n,mk—x>) —0 per k— +oo,

n=1

da cui la conclusione.

. Essendo E riflessivo, se {x}r>1 € successione limitata, essa ammette una sottosuccessione
debolmente convergente. Tale sottosuccessione ¢ quindi di Cauchy per la norma || - [|o.



