Analisi Reale - a.a. 2017/2018

Soluzione del compito del 2/7/2018

Esercizio 1

Sia (X, M, u) spazio con misura e F il sottoinsieme di M contenente gli insiemi misurabili di misura
finita. E noto che la posizione d(F, F) = u(EAF) = |[xg — xr|1 definisce una pseudometrica in
F. Data f: X — R misurabile tale che fxg € L'(u) per ogni E € F, si definisca v : F — R come

vi(E) = /E fdp.

1. Provare che v; ¢ numerabilmente additiva in F e che per ogni I, F' € F vale
vi(B) = vs(F)| = og(B\F) =g (FAB)| < [ fldu.

Sia data f € LP(u), 1 <p < oo.
2. Provare che vy puo essere definita.

3. Provare che esiste C' > 0 tale che |v;(E)| < Cu(E)Y/9 VYE € F, dove q & I'esponente
coniugato di p.

4. Dedurre che vy ¢ holderiana come funzione da F in R.

Svolgimento

1. Sia {E}}r>1 C F tale che

o0
E=|JBEceF, ENE; =0 peri#j.
k=1

Poiché fxr € L'(u) ed essendo
[e.9]
|fxel= Z |fxel,
k=1

grazie al teorema di convergenza monotona si ha

S oI xs gy = I Fxell gy < +oo.
k=1

Utilizzando il teorema di convergenza dominata si ottiene

Vf(E)=/Efdu=/)(;fmkdu;/xfmk dn =3 vy (B,

che e la numerabile additivita. Fissati ora E, F € F, si ha

vp(B) = vp(F)| = [vp(BE\ F) + vy (ENF) = vp(FNE) — vp(F\ B)

E\Ffdu—/F\Efdu /E\Ffdu /F\Efdu

§/E\F\fldqu/F\E\fldﬁ=/EAFlfldu-

= < +




2. Se E € F, allora u(E) < +o0, e quindi xg € L%(u), con ¢ esponente coniugato di p.
Utilizzando la disuguaglianza di Holder, si conclude che fxg € L'(u), e quindi vy & be
definita.

3. Sempre utilizzando la disuguaglianza di Holder, si ottiene
v (E)| = ’/x fxed“‘ < Iflplixelly = 1f Iy n(E)/2.
4. Utilizzando quanto dimostrato ai punti 1 e 3, si ottiene
[y (E) = y(B)| < [ 1f1du < |l (EAF)T = |1, d(E, ),
EAF
da cui la conclusione

Esercizio 2
Sia (X, M, 1) spazio con misura.
1. Provare che le seguenti affermazioni sono equivalenti.

(a) Esiste una successione {Ey,},>1 € M tale che u(E,) > 0 per ogni n e u(E,) — 0 per
n — oo.

(b) Esiste una successione {Ay}x>1 € M tale che 0 < u(Ay) < 1/2% per ogni k.
(c) Esiste una funzione f € L(u) \ L®(p).

(d) Esiste una successione di insiemi a due a due disgiunti {Bj}r>1 € M tale che 0 <
w(By) < 1/2F per ogni k.

Sia ora {Bj}r>1 € M come al punto precedente e si ponga by, = u(By). Fissato a > 0, sia

o)
gOé = Z b];aXBk .
k=1

2. Si provi che g, : X — R & misurabile.
3. Fissati 1 < p < ¢ < o0, si provi che, se 1/q¢ < a < 1/p, allora g, € LP(u) \ LI(p).

4. Sia dia un esempio di una misura p su By tale che LP(u) = L9(u) per ogni 1 < p,q < c0.

Svolgimento

1. (a) = (b). Banale: basta prendere una sottosuccessione {E,, };>1 tale che u(E,,) < 1/2F.
(b) = (c). E sufficiente definire

@) = kxa,(@).
k=1

Infatti, banalmente || f||oc = 400, essendo f(x) > k per ogni z € Ay, ed inoltre

o0 o0 k
S a, i = 3 2 < oo,
k=1 k

da cui la convergenza della serie in L' (1) e I'integrabilita di f rispetto a p.



(c) = (d). Sia
1 1
B = {o € X Ll < 7@ < a1}

Per definizione E; N Ej; = 0 per ¢ # j e, grazie alla disuguaglianza di Chebyshev,
w(Ey) < 1/2™. In generale, u(E,) non ¢ strettamente positiva per ogni n, ma certamente
esiste una sottosuccessione {Ey, }r>1 tale che u(Ey, ) > 0. Posto B, = E,,,, si conclude.

(d) = (a). Banale.

2. Per ogni n,
n
Jan = Z b];aXBk
k=1

¢ misurabile perché funzione semplice. Inoltre g, 1 go puntualmente, e quindi g, ¢ misura-
bile.

3. Essendo gli insiemi B a due a due disgiunti, fissato 1 < r < oo, grazie al teorema di
Beppo-Levi si ha

Hga||77: = / Z b];aXBk (l‘) dﬂ(:ﬁ) = Z b;ra”(Bk) — Z b;raJrl )
Xl =1 —1 —

Se r = p, essendo 1 — pa > 0, si ottiene

00 00 1 k
1—
ks = Y0 < 3 (k) <
k=1 k=1

da cui g4 € LP(u). Se r = g, essendo 1 — gqa < 0, si ottiene

o

lgally =D by " = oo,
k=1

perché bi_qa — 400 per k — o0, e quindi g, & LI(p).

4. E sufficiente prendere = &y, delta di Dirac centrata in 0. Allora

/R\f(w)\pdéo(w) =1fOF,  [lfllzeeo) = O],

da cui la conclusione.

Esercizio 3

Sia g una misura positiva di Borel su R tale che u(R<%) =0 e u(R) = 1, e sia F(x) = u(] — oo, z],
x eR.

1. Si provi che F' & continua a destra e che vale lim F(x)=1.
T——+00

2. Sia T = {(x,y) € R?: 0 < y < x}. Calcolare u ® m(T) e dedurre che

/[()7+00[xdu(a:) = /;OO (1 F(x)) dz.

3. Dimostrare che la formula ¢(x) = / cos(xt) du(t) definisce una funzione continua ¢ :
[0,+00]

R — R.

4. Supponendo che 1 — F(x) < 1/2? definitivamente per  — 400, si dimostri che la funzione ¢
definita sopra ¢ di classe C'.



Svolgimento
1. Fissato x e presa una successione {z}r>1, T > x, convergente ad x, al fine di calcolare
lilgn F(zy),

non ¢ restrittivo assumere {xy }r>1 decrescente. Infatti, F' & crescente e quindi ha limiti destro
e sinistro in ogni punto. Essendo

]_Oojwarl] g]_oovxk] vk, ]—OO,%]:m]—OO,xk],
k>1

per la continuita dall’alto di u si ha
F(x) = p(] = 00,2]) = lim (] — 00, 24]) = lim F(wy),
e si conclude. Inoltre, presa una successione {yj}r>1 crescente e con limite 400, si ha

]—OO,ka] 2]_oo7yk] Vk’ R:U]_Ooayk]a
k>1

e quindi, grazie alla continuita dal basso di p ed al fatto che F' ha limite a 400, si ottiene

lim F(x) =1lim F(yg) = lim p(] = 00, y4]) = p(R) = 1.

T—+00
2. Detti
T—{ €R: ( )GT}— ) se =<0
v Y - [0, z[ se >0,
TV ={zeR:( )eT}—{® o u<0
- Y Cyo ool se y>o0,
Si ha
pem(T) = [ m(T)du(z) = /{07+w[m<[0,x[> du(a) = /[0 ),
+o0o +oo
pom(@) = [ pTdy= [ uuro)dy= [ [u(R) = pl1 = 0.)] d

+o0
_/o [1—F(y)}dy.

3. Si noti che x — cos(xt) & continua per ogni ¢, ed inoltre |cos(zt)| < 1 per ogni z,t. Poiché
la funzione che vale costantemente 1 appartiene ad L'(u), si conclude con il teorema di
continuita degli integrali dipendenti da parametro.

4. Si noti che 0y cos(zt) = —tsen(zt) e che |tsen(xt)| < |t| per ogni z,t. Inoltre,

+oo
/R]ﬂd,u(t) _ /[07+Oo[tdu(t) _/0 (1— F(t)) dt < +o0,

grazie al fatto che 1 — F(t) < 1/t? definitivamente per t — +o00, e quindi |[t| € L'(u). Allora,
grazie al teorema di derivazione degli integrali dipendenti da parametro, ¢ & derivabile e vale

¢ (x) = — /[07+Oo[tsen(xt) du(t).

La continuita di ¢’ discende dal teorema di continuita degli integrali dipendenti da parametro,
grazie ancora al fatto che [t| € L(u).



