Analisi Reale - a.a. 2017/2018

Soluzione del compito del 3/9/2018

Esercizio 1

Si consideri (R™, L™, m), dove L™ ¢ la o-algebra degli insiemi Lebesgue misurabili e m ¢ misura di
Lebesgue.

1. Provare che per ogni A € L" vale
m(A) =inf {m(U) : U & aperto e U 2 A} = sup {m(K) : K & compatto e K C A}
nel caso in cui A sia limitato.

2. Provare che, dato A € L™ limitato, esistono due successioni di insiemi {K;};>1, {U;};>1 tali
che
(a) Kj ¢ compatto e U; ¢ aperto per ogni j > 1;
(b) vale K; C Kj11 € ACUjy CUj perogni j > 1,
(c) m(U; \ Kj) <277 per ogni j > 1.
Provare che in tal caso vale m(A\ U;K;) =m(n; U; \ A) = 0.
3. Sia ora A € L™ illimitato, e si ponga A; = AN B;(0). Siano K; C A; C U;, K; compatto e
Uj, aperto tali che m(U; \ K;) < 277.

(a) Provare che ¢ possibile scegliere la successione {K};>1 in modo che K; C K ;.
(b) Provare che vale

m(A\U;K;) = m(Ngs1 UjzeUs \ A) =0.

4. Utilizzando il lemma di Uryshon C®, dedurre che, dato A € L", esiste una successione in
C°(R™) che converge a x4 quasi ovunque.

Svolgimento
1. Omesso.

2. Definiamo le due successioni induttivamente. Grazie al punto 1, esistono K7 compatto ed Uy
aperto tali che K1 C ACU; e

m(A\ K1), m(Up \ A) <1/4,

cosicché

m(Ul\Kl) = m(Ul\A) +m(A\K1) < 1/2.

Supponiamo ora fissati K; e U;. Esistono due insiemi compatti C; C A\ Kj e Co CU; \ A

tali che
1

Siano
Kj+1:KjU01, Uj+1:UjﬂC§.

Allora, chiaramente Kj,q ¢ compatto e Uji; ¢ aperto, K; € K11 € A C Ujy1 C Uj, ed
inoltre

m(Uji1 \ Kjt1) = m(Ujsr \ A) +m(A\ Kj1) = m(U; 0 C5 0 A°) + m(AN K5 N CY)

:m((Uj\A)\CQ) —i—m((A\K])\Cl) < ﬁ



Resta da provare che vale m(A4\ U;K;) = m(N; U; \ A) =0. Si ha
C (& 1
m(A \ UjKj) = m(Aﬂ (ﬂjKj)) < m(AﬂKZ) < m(Ug\Kg) < 5 vi>1,
e analogamente
1
m(ﬂjUj\A)Sm(Ug\A)Sm(Ug\K3)<? vi>1,
da cui la conclusione.

3. Procediamo con ordine.

(a) Dato Kj, la costruzione di Kj;; € analoga a quella fatta al punto 2. Infatti, ricordando
che K; C Aj C Aji4, ¢ sufficiente trovare C; C A1 \ K tale che

m((Aj41\ K;)\ C1) < % ;

¢ definire Kj+1 = Kj U Ch.

(b) Si ha
AN UK = (UrA) \ (U E;) = | J(Ae\ Ui K5)
l
e vale
Ag \ UjKj C AE+1 \ UjKj .
Allora

m(A \ UjKj) - Zl;rélom(Ag \ UjKj) < hgrg(l)rolfm(Ag \ Kg) =0.

Consideriamo ora Ny Uj>¢ U; \ A. Si osservi che

1
Ujze1U; C UjseUy, m(Ups1 U\ A) <m( U1 Uj \ 4j) < 5 <t
o>1

e quindi, per la monotonia dall’alto di m, si trova

m(NeUjzUj \ A) = lim m (U2 Us \ A) < Timinfm (U Uy \ 45)

4. Distinguiamo due casi.

(a) Sia A € L™ limitato. Consideriamo due successioni {K};>1 e {U;};>1 come al punto 2.
Sia p; € C°(R™) tale che pj(z) =1 in Kj e pj(z) =0 in U. Allora

0j(x) = xalzx) Vod (A\UjKj) U (ﬂj U; \A) )

Infatti

xQ(A\UjKj)U(ﬂjUj\A) <~ $E(A\UjKj)cﬂ(ﬂjUj\A)c <~
— 1z (AU (UjK;)) N ((UU5) U A)
Se z € A, allora z € UjK;, e quindi € K; per ogni j > j, per qualche j > 1, grazie
alla monotonia della successione {Kj;},>1, da cui p;(z) = 1 per ogni j > j. Se x € A,
allora z € U;U7. Fissato j tale che z € ch, poiché ch C Uy per ogni j > j, si ottiene
che ¢;j(x) = 0 per ogni j > j, e si conclude.



(b) Sia ora A € L™ illimitato, consideriamo due successioni {K;};>1 e {U;};>1 come al
punto 3, e sia ¢; € C°(R™) come sopra, cioe tale che pj(xz) =1 in Kj e pj(x) =0 in
U;. Allora

() = xalr) Vo d (A\UK;) U (N UezU; \ A)
Infatti
x ¢ (A\UjKj)U(ﬂgUngUj\A) <~ T € (A\UjKj)cﬂ(ﬂéuészj\A)c <~
— ze (AU (UK )N ((Uenj=e US) U A)

Se z € A, allora z € U;Kj, e quindi z € K; per ogni j > j, per qualche j > 1, e come

prima si ottiene ¢;(z) = 1 per ogni j > j. Se x € A°, allora z € Uy Nj>¢ U5, e quindi

troviamo £ tale che x € N;>7U5, cioe x € U per ogni j > (. Allora ¢;(z) = 0 per ogni
j >/, e si conclude.
Esercizio 2

Siano B l'insieme dei boreliani di R e p la misura definita da
o
pE)=>2"6,(E), EecB.
n=1

dove 6,, ¢ la delta di Dirac centrata in n.
1. Stabilire se p & singolare rispetto alla misura di Lebesgue.
2. Al variare di € R, calcolare esplicitamente F(z) = u(] — oo, z]).

Sia ora v : B — R la misura definita da
WE) = [ (0= 1) (e da.

e si consideri la misura su B definita da A = pu + v.
3. Trovare le parti singolari e assolutamente continua di A rispetto alla misura di Lebesgue.

4. Trovare una decomposizione di Hahn di \, e le sue misure parte positiva AT e parte negativa
AT
5. Al variare di € R, calcolare esplicitamente T'(x) = |A|(] — oo, z]).

6. data la funzione f(x) = z, si stabilisca per quali p > 1 f € LP(|)]) e si calcoli, se possibile,

/R zdX\(z).

7. Sia ora fiy(z) = ksen(z/k), k > 1. E vero o falso che la successione {fy}r>1 converge ad
fw) = = in L(A)?

Svolgimento
1. Preso E=Ned F=R\N,siha EUF =R, ENF =0, m(E) =0 e u(F) = 0, cosicché
pwlm.

2. Detta [x] la parte intera di z € R, si ha u(]—oo, z]) = 0 per ogni x < 1, perché 4, (] —oo, z]) =0
perogni x < 1,n > 1. Se x > 1 si ha

w



Allora si ottiene

[]
(] — oo, x]) 22_" =1-—27[I

n=1
. Banalmente, v < m perché & definita come integrale di una funzione contro la misura di
Lebesgue. Inoltre, v ¢ o-finita perché la funzione

1
T = 7)3,X}foo,0](x)

(x—1
appartiene ad L'(R). Tale & anche p, essendo p(R) = 1, e quindi anche \ & o-finita. Allora,
essendo plm e grazie all’'unicita della decomposizione di A in parti assolutamente continua e
singolari rispetto alla misura di Lebesgue, v ¢ la sua parte assolutamente continua e u la sua
parte singolare rispetto a m.

. Una volta osservato che

1
mX]ﬂo,O}(ﬂf) <0 VzeR,
e che p & misura positiva, si ottiene che P =0, +oco[ e N =] — 00, 0] sono una decomposizione
di Hahn di A e si ha \™ = —v e AT = p.

. Grazie al punto precedente si ha
T(x) = —v(] —oo,z]) + p(] — o0, z]) .

u(] — 0o, x]) € gia stata calcolata. Quando a v(] — oo, x]), se z < 0 si ottiene

| 1 e 1
v(] = oo, z]) :/w () A TR ol N TP o
ev(] —oo,z]) = —1/2 se z > 0. Allora

1

2(x —1)?

I(z) = 1/2 se 0<z<1,
3/2 — 2l se x>1.

||P P
|f|pd|)\|:/ dr + —.

La serie converge per ogni p perché nP2~" < 1/nP+! definitivamente per n — +o00. Quanto
all’integrale, osserviamo che

se <0,

. Siha

|z [? 1
jz 1> Jz[3P

per x — —o0,

e quindi ¢ finito se e solo se 3 —p > 1. Se ne deduce che f € LP(|A|) se e solo se p < 2. In
particolare, f € L'(|)\]), e si ha

A$dA<x>:1;ﬁd$+,§z%'

Calcoliamo l'integrale:

/0 Ty _/0 #d+/0 I S ‘0 _ bt
@13 T @12 w1 T T 1les 2 - 12w




Riguardo alla serie, ricordando che

1 [ee]
E n—1
ﬁ: nT Vxe]—l,l[,
(1—x) —
con x = 1/2 si ottiene
o0 [ee)
P EEIICEE
== — =
n=1 2" 2 n=1 2

Allora

. Si osservi che fi(z) — = per k — oo per ogni x € R e che vale |fx(x)| < |z|, sempre per ogni
x € R. Poiché f(z) = = appartiene a L'(])]), il teorema di convergenza dominata permette
di concludere che fr — f in L'(|\]).



