Analisi Reale - a.a. 2017/2018

Soluzione del compito del 17/9/2018

Esercizio 1

Siano X insieme non vuoto, (Y, N, v) spazio con misura e ¢ : X — Y funzione assegnata.

1. Provare che M = {¢~}(E) : E € N'} & una o-algebra in X.

2. Si supponga ¢ suriettiva. Provare che, posto u(F) = v(p(F)), pu ¢ ben definita per ogni
F € M e che & una misura nello spazio misurabile (X, M).

3. Siadata f : X — R. Provare che, se ¢ & biiettiva, allora f € L!(u) se e solo se fop™ € L1(v).

Svolgimento

1. Essendo ) = ¢~ 1(0), si ha ) € M # (. Inoltre, se F = ¢ Y(E) € M, E € N, si ha
F¢ = o Y(E°) € M perché E¢ € N. Siano ora {F;};>1 C M, esia F; = o Y(E;), E; € N.
Allora

U FE; € N,
i>1
e quindi U;>1F; € M, essendo
U F; = U e N (E;) = 9071<U Ez> :
i>1 i>1 i>1

2. p ¢ ben definita perché, se F = ¢ 1 (E) € M, si ha ¢(F) = E € N, grazie alla suriettivita

di .
Ovviamente p(0) = v(¢(0)) = v(0) = 0. Siano ora {F;};>1 € M, con F; N F; = 0 per i # j.
Allora o(F;) N p(F;) = 0 per i # j. Infatti, se F, = ¢ Y(Ey), si ha E; N E; = 0 per i # j
perché, se y € E; N Ej, grazie alla suriettivita di ¢ esiste z € X tale che y = p(x). Ma allora
z € p YE;) N L(E;) = F; N F}, che non risulta pilt vuota. Allora, essendo v una misura si

ottiene
w(UF) =vle(UR) =v(Ue) =>_vleF) =>_uF).

i>1 i>1 i>1 i>1 i>1

3. Innanzitutto, f : X — R & misurabile se e solo se f~}(B) € M per ogni B € Bg, se e solo
se per ogni B € Bg si ha f~1(B) = ¢ 1(E) per qualche E € N, se e solo se (f o) ! (B) =
o(f~Y(B)) € N per ogni B € Bg, se e solo se fop™!:Y — R & misurabile.

Sia ora f = xp, F' € M. Si osservi che x,r) = XF © o1, perché y € p(F) se e solo se
¢~ 1(y) € F. Allora

/X xr i = p(F) = v(p(F)) = /Y Yoty 4 = /Y (xrow ) dv,

e quindi xr € L'(u) se e solo se xypop~! € L'(v). Per linearit, si ottiene che se f & funzione
semplice, allora f € L'(u) se e solo se f oo™t € LY(v), e vale

/deﬂz/y(fow_l)d%

Sia ora f : X — R, f > 0 misurabile, e sia {f,},>1 successione crescente di funzioni sem-
plici puntualmente convergente ad f. Allora {f,¢~'},>1 ¢ successione crescente di funzioni
semplici puntualmente convergente ad fop~!. Allora

fap=lim [ fodp= | (fnog™)dv= [ (fop™")dv,
Jot =t [ o= | ),

da cui la conclusione. Se f non ha un segno fissato, si ripete ’'argomento per f* e f~.



Esercizio 2

Sia (X, M, i) spazio con misura
1. Provare che L'(p) & completo.

Siano f, f,, : X — R, n > 1, funzioni misurabili tali che

SOUf = falli < oo
n=1

Provare che
2. {fn}n>1 converge q.o. ad f;

3. per ogni € > 0 esiste £ € M tale che u(E°) < € e {fn}n>1 converge uniformemente ad f
in E.

Svolgimento
1. Omesso.

2. Grazie al teorema della convergenza monotona si ha

| Xl = sldu =3 [ 1= Sl < o0,

n>1 n>1

e quindi
g(x) =Y |falx) = f(x)| < +oo perqo. z€ X,

n>1

da cui si deduce che |f,(z) — f(z)| = 0 per n — oo per q.o..

3. Posto

e}

Enk)=J{zeX:[fp(x) - f»)| = 1/k}, nk>1,

p=n
si osservi che E,11(k) C E,(k) e che, grazie alla disuguaglianza di Chebyshev, vale
(E(k) <3 n({z € X2 1) — f@) = 1/k}) <6y — flli =0 per n— oo.
p>n p>n
Allora si ha
() Balk)) = tim (B () = 0.

n>1
Sia ora € > 0 fissato. Per ogni k esiste ny tale che
w(Ey (k) < 2% Vn > ng .
Sia
B¢ = Bu. (k)
E>1
cosicché

WE) < 3 j(Eny (k) < <.
k>1

D’altra parte, essendo Ep(k) C Ey, (k) per ogni p > ny, e quindi E, (k)¢ 2 E,, (k)¢ per ogni

p > ng, si ha
reE <= zc()(Eyk) <<= zc () {zeX:|fp) - flx)<1/k},
k>1 p>ny
da cui

[fp(x) = f(x)] <1/k Vp = ny
e comunque si scelga x € E. Se ne deduce che {fy,},>1 converge uniformemente ad f in E.



Esercizio 3

Siano date le funzioni reali di variabile reale

F(ZC) = 62zX]—oo,()[ + 36_4xX[0,+oo[a G(y) = e—3|y\ + e_zyX[O,+oo[ )
e siano up e ug le misure di Lebesgue-Stieltjies associate ad F' e G, rispettivamente.

1. Calcolare delle decomposizioni di Hahn di ur e ug, la loro decomposizione in parti positiva
e negativa e le loro parti singolari e assolutamente continue rispetto alla misura di Lebesgue.

2. Trovare per quali 1 < p < oo la funzione g(z,y) = e*¥, (z,y) € R?, appartiene a LP(|ur| ®
lual)-

3. Stabilire per quali 1 < p < oo la successione di funzioni definita da

fu(z,y) =sgn(z +y) <1+$n+y) , n>1, (x,y)eRQ,

converge in LP(|ur| ® |pal)-

Svolgimento

1. Essendo F' e G entrambi crescenti in | — 0o, 0] e decrescenti in [0, +00[, ed avendo entrambe
un punto di salto in & = 0, si ricava che P =] — 00,0] e N =0, +00| sono, rispettivamente,
insieme positivo e insieme negativo per pur e ug.

Inoltre,
/’L; = 2eQxX]—oo,O[(w) dx + 209, Hp = 126_4xX}0,+oo[ dx
nE =3¢ _aool ) dy + 60,  pg = (3¢ +2e7 ) X0 100 () dy

sono le decomposizioni in parte positiva e parte negativa di ur e pg. Riguardo alle parti
assolutamente continue e singolari rispetto alla misura di Lebesgue, sfruttando il lavoro gia
fatto si trova che

(26*" X)—000(%) = 126" |0 oof) dz, 200,
sono quelle relative a pp, mentre
(3™ X)—c0,01(¥) — (3™ + 267 x)0,100((¥)) dy , do
sonon quelle relative a ug.

2. Si osservi che |up| e |pe| sono misure finite perché

0 +o00
\uF|(R):/ 262$d$+/ 12¢ 4 dr + 2 < +o00,
0

—00

0 +o00
lua|(R) = / 3e3Y dy + / (3™ + 2 %) dy +1 < 400.
0

—00

Essendo g non negativa, possiamo allora utilizzare il teorema di Tonelli e ottenere

JLL e sl @ dclan = [ ([ ducl) ) dinrlie)
= ([ durl@) ([ e aiei)



Considerato che p > 1, si ottiene

0 400
/ P dlpp|(x) = 2/ Pt dr 4+ 2 4 12/ P g < 400
R

—00 0

seesolosel <p<4, e

0 +o00
/ P dluc|(y) = 3/ P gy + 1+ / (3e(p—3)y + 26(17—2)24) dy < +00
R —o0o 0

seesel <p<2 Allorage LP(|up| ® |ug|) se e solose 1 <p < 2.

. Si osservi preliminarmente che
lim fo(z,y) = sgn(z +y)e™™ = f(z,y) V(r,y) € R,
n

ed essendo
|f(z,y)| = 7Y,

dal punto precedente si deduce che necessariamente deve essere p < 2. Inoltre, si ha

|[fol@,y)| < ™,

e quindi il teorema della convergenza dominata permette di concludere che f, — f in
LP(Jup| ® |pe|) per ogni 1 < p < 2.



