Analisi Reale - a.a. 2017/2018

Soluzione della simulazione del compito

Esercizio 1
1. Si enunci e dimostri il teorema di Caratheodory.
2. Sia p* misura esterna su un insieme X e M la o-algebra dei suoi insiemi misurabili. Provare
che E € M se e solo se per ogni € > 0 esiste £, € M tale che p*(EAE;) < e.
Sugg.: ricordare che se p*(N) = 0, allora N € M.

Svolgimento
1. Omesso.

2. Per la necessita basta prendere FE. = E.
Sufficienza. Per ogni n,k > 1 sia E,, ; € M tale che
1
Sia B, = Up>1E, € M. Allora

W B\ B) < Y i (B \ B) <
k>1

ed inoltre

p(E\Bn) < g (B\ Byp) < — Wk >1,
da cui p*(E\ E,) =0, e quindi E \ E,, € M. Sia ora E = Np>1E, € M. Allora

E=(ENE)U(E\E).

Si ha
E\E=|JE\E,eM.
n>1
Inoltre
(ENE)=E\(E\E)
e vale

~ 1
p(E\E) < p (B \B) < ¥n=1,

da cui p*(E\ E) =0 e quindi E\ E € M, e si conclude.

Esercizio 2
Sia ug € LP(R).

1. Provare che, se 1 < p < oo, allora la successione di funzioni definita da u,(x) = uo(z + n),
n > 1, converge debolmente a zero in LP(R).

2. Si assuma ora che p = oo e che
Ve>0 m({z:|up(az) >e}) < oo,

dove m ¢ la misura di Lebesgue. Definita u,, come sopra, provare che
lim/ un(z)p(z)dz =0 VYo € L'(R).
nJR

3. Sia ora ug = X]0,1] € Un COmMe Sopra. Si dimostri che non esistono sottosuccessioni di {uy n>1
debolmente convergenti in L(R).



Svolgimento
1. Sia g esponente coiungato di p. Fissata ¢ € LY(R) e posto ug(z) = up(—z) si ha

/Run(x)ap(x) dx = / o(—n — x)p(z) de = up * p(—n),

R

che tende a zero per n — 400 essendo p e ¢ esponenti coinugati con 1 < p < oco.

2. Sia e > 0 fissato e sia
E.={zeR:|uy(z)|>e}.

Posto
ur(z) = uo(z)xpe(z), u2(z) =uo(@)xp. (¥), wuo(x)=wu(z)+u2(2),

si ha up € L%(R) perché |Juzco < |Juolleo € m(E.) < co. Allora
lim/ us(z +n)g(x)de =0 VgeCO(R).
nJR
D’altra parte, se ¢ € L'(R), si ha

<ellell -

/ ui(z +n)p(r)ds
R

Allora, fissata g € C2(R) tale che ||¢ — g||1 < ¢, si ha

< +

/Run(x)go(x) dx

/ ui(z +n)p(z) dx
R

/R us( + 1) (p(x) — g()) da

_l’_

/ uz(z 4+ n)g(z) dx
R

)

< elllls + luolloelle — glls + \ [ vl + o) d

e quindi

lim sup <ellellr + €lluolloo ,

n

/Run(x)go(x) dx

da cul la conclusione.

3. Facile: fissata ¢ € L>(R) si ha

e si conclude.

Esercizio 3

Siano F': R — R definita da

%—l— arctan x se x<0,
F(z) = {2cosz se 0<z<m/2,
—e " se x>7/2,

e pr la misura con segno associata ad F'.

1. Calcolare Tp(x) = TV]_ 4 I e le parti assolutamente continua e singolare di pp rispetto
alla misura di Lebesgue.



2. Calcolare la decomposizione di Hahn di up.
3. Calcolare la decomposizione di Jordan di pp, g = M; — Pp

4. Dato
T:{(x,y)€R2:0<x§y§2},

calcolare m ® pj(T) e m @ pup(T), dove m & la misura di Lebesgue su R.

Svolgimento

1. Grazie alle proprieta di monotonia di F'in | — 00, 0], [0,7/2] e [r/2, 4+00[ si ha

% + arctan x se <0,
Tp(x) = {4 —2cosx se 0<z<m/2,
4427/ — e se x>7/2.

Essendo F € CY(] — o0, 0[U]0, 7/2[U]7/2, +c[) ed avendo in z = 0 e = 7/2 dei punti di
salto si ha che

1 _x -
p= m)q,oo,o[ —2senxXjo,n/2) T € Xjr/2,400[r A= (2—m/2)0g — e /257T/2

sono, rispettivamente, la parte assolutamente continua e la parte singolare cercate.

2. Si ha
P =] — 00,0lU]r/2,+00[, N =]0,7/2].
3. Si ha
1 _ _ _
pp = T X0t (2 —7/2)80 + € “Xjr/2400[»  Hp = 28enTX|0 12+ € 200
4. Detta
0 se r<0oz>2,
Tx:{yeR:(aﬂ,y)eT}:
[z, 2] se 0<ax<2,,
si ha )
me (T = [ T de = [ (e 2o,
2
mep(D) = [ ppTde = [ (e 2 do.
Poiché )
0 se <0 o x>2
2
Yd 0 2
P (Ty) = /7r/2e Yy se 0<z<m/2,
2
/ e Ydy se w/2<x<2,
x
si ha

/2 2 2 2
m @ uh(T) = / / e Ydy | dx+ / (/ eV dy) dz
0 /2 w/2 x

[ — ? —x — m -7 —
25(6 /2—62)+/7T/2(6 —eQ)d:c:<§—|—1)e 12 _3e72,



Inoltre, essendo
0 se <0 o z>m7/2,

pp(Te) = /2
e 2/ senydy +e ™2 se 0<z<m/2,
xT

si ha

— /2 /2 —7/2 T /2 /2 T /2
m®,uF(T):/O 2/ senydy + e dx:EB —|—2/0 Cosxdxzie +2.



