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Esercizio 1

Sia pX,M, µq spazio con misura. Date f, g P L1pµq, si definisca

dpf, gq “

ż

X

|f ´ g|

1 ` |f ´ g|
dµ .

1. Si provi che d è ben definita e che è una metrica in L1pµq.

2. Provare che per ogni ε ą 0 vale

µ
´

 

x P X : |fpxq ´ gpxq| ą ε
˘

)

ď
ε ` 1

ε
dpf, gq (1)

e dedurre che, se tfnuně1 Ď L1pµq converge ad f P L1pµq per la metrica d, allora converge ad
f in misura.

3. Provare che, se µpXq ă 8, allora vale anche il viceversa: se tfnuně1 Ď Lpµq, converge ad
f P L1pµq in misura, allora converge anche per la metrica d.

Siano ora X “ N, M “ PpNq e µ la misura che conta i punti.

4. Provare che la convergenza in misura equivale alla convergenza in ℓ8pNq.

5. Provare che se tfnuně1 Ď ℓ1pNq è successione di Cauchy per d, allora converge in ℓ8pNq.

Svolgimento

1. Che sia ben definita discende dal fatto che se f, g sono misurabili, allora |f ´ g|{p1 ` |f ´ g|q
è misurabile, e che vale

dpf, gq “

ż

X

|f ´ g|

1 ` |f ´ g|
dµ ď

ż

X

|f ´ g| dµ “ }f ´ g}1 .

Il fatto che dpf, gq “ 0 se e solo se f “ g q.o. e che dpf, gq “ dpg, fq sono banali e sono omesse,
cos̀ı come la disuguaglianza triangolare che discende dal fatto che la funzione t ÞÑ t{p1 ` tq è
crescente in r0,`8r e da

|f ´ g| ď |f ´ ϕ| ` |ϕ ´ g|

per ogni f, g, ϕ P L1pµq.

2. Fissato ε ą 0, se |fpxq ´ gpxq| ą ε, si ha

ε

1 ` ε
ă

|f ´ g|

1 ` |f ´ g|
,

grazie al fatto che t ÞÑ t{p1 ` tq è crescente in r0,`8r. Allora

ε

1 ` ε
µ
´

 

x P X : |fpxq ´ gpxq| ą ε
(

¯

“

ż

t|f´g|ąεu

ε

1 ` ε
dµ

ď

ż

X

|f ´ g|

1 ` |f ´ g|
dµ “ dpf, gq ,

da cui (1). Dedurre poi che, se fn Ñ f per d, allora fn Ñ f in misura è banale.
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3. Sia ε ą 0 fissato. Si ha

lim
n

µ
´

 

x P X : |fnpxq ´ fpxq| ą ε
(

¯

“ 0 .

Allora

dpfn, fq “

ż

t|fn´f |ďεu

|fn ´ f |

1 ` |fn ´ f |
dµ `

ż

t|fn´f |ąεu

|fn ´ f |

1 ` |fn ´ f |
dµ

ď εµpXq ` µ
´

 

x P X : |fnpxq ´ fpxq| ą ε
(

¯

,

da cui si ottiene
lim sup

n
dpfn, fq ď εµpXq ,

e quindi la conclusione per l’arbitrarietà di ε ą 0.

4. Sia tfnuně1 successione di ℓ1pNq convergente ad f in misura. Fissato ε ą 0, si ha

lim
n

#
 

k P N : |fnpkq ´ fpkq| ą ε
(

“ 0 , (2)

dove # indica la cardinalità. Allora, esiste N ą 0 tale che, se n ą N , vale

#
 

k P N : |fnpkq ´ fpkq| ą ε
(

“ 0 , (3)

da cui
|fnpkq ´ fpkq| ď ε @k P N , @n ą N , (4)

cioè }fn ´ f}8 ď ε per ogni n ą N , e quindi la conclusione. Sia ora tfnuně1 Ď ℓ1pNq
convergente ad f in ℓ8pNq. Fissato ε ą 0, troviamo N ą 0 per cui vale (4), da cui (3) e
quindi (2), e si conclude.

5. Da (1) si deduce che per ogni ε ą 0 vale

µ
´

 

x P X : |fn`ppxq ´ fnpxq| ą ε
(

¯

ď
ε ` 1

ε
dpfn`p, fnq ,

e questo implica che

lim
n

µ
´

 

x P X : |fn`ppxq ´ fnpxq| ą ε
(

¯

“ 0

uniformemente in p ě 1. Allora, per ε ą 0 fissato, esiste N ą 0 tale che

#
 

k P N : |fn`ppkq ´ fnpkq| ą ε
(

“ 0 @k P N , @n ą N , @p ě 1 ,

da cui si deduce
}fn`p ´ fn}8 ď ε @n ą N , @p ě 1 .

Allora tfnuně1 è di Cauchy in ℓ8pNq, e si conclude.

Esercizio 2

1. Si enunci e dimostri il teorema di convergenza dominata.

Sia data la funzione

fpx, yq “
sgnpxyq

1 ` |x| ` y2
, px, yq P R

2 .

2. Determinare per quali 1 ď p ă 8 si ha f P LppR2q.

3. Sia

fnpx, yq “
sgnpxyq

1 ` npe|x|{n ´ 1q ` y2
, px, yq P R

2 , n ě 1 .

Determinare per quali 1 ď p ă 8 la successione tfnuně1 converge ad f in LppR2q.
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Svolgimento

1. Omesso.

2. Grazie al teorema di Tonelli si ottiene
ĳ

R2

|fpx, yq|p dm “

ż

R

ˆ
ż

R

1

p1 ` |x| ` y2qp
dx

˙

dy .

Poiché
ż

R

1

p1 ` |x| ` y2qp
dx “

$

’

&

’

%

`8 se p “ 1 ,

2

p ´ 1

ż

R

1

p1 ` y2qp´1
dy se p ą 1 ,

si ottiene che f R L1pR2q e che, se 1 ă p ă 8, f P LppR2q se e solo se 2p ´ 2 ą 1, cioè se e
solo se p ą 3{2.

3. Facilmente si vede che
lim
n

fnpx, yq “ fpx, yq @px, yq P R
2.

Inoltre, poiché et ě 1 ` t per ogni t P R, si ha e|x|{n ´ 1 ě |x|{n per ogni x P R, e quindi

|fnpx, yq| ď |fpx, yq| @px, yq P R
2 , @n ě 1 .

Allora fn Ñ f in LppR2q per ogni 3{2 ă p ă 8 grazie al teorema di convergenza dominata.

Esercizio 3

Fissato δ ą 0, per ogni E Ď R
n si definisca

HδpEq “ inf

#

8
ÿ

j“1

diamEj : E Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ă δ

+

,

dove diamEj è il diametro dell’insieme Ej. Provare che Hδ è misura esterna su R
n.

Svolgimento

Banalmente, HδpHq “ 0. Siano E,F Ď R
n con E Ď F . Allora

#

tEjujě1 Ď PpRq : F Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ă δ

+

Ď

#

tEjujě1 Ď PpRq : E Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ă δ

+

e quindi

HδpEq “ inf

#

tEjujě1 Ď PpRq : E Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ă δ

+

ď

ď

#

tEjujě1 Ď PpRq : F Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ă δ

+

“ HδpF q ,

da cui la monotonia di Hδ rispetto all’inclusione. Ora dimostriamo la subadditività. Sia

E “
8
ď

j“1

Aj .
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Se HδpAjq “ `8 per qualche j, allora banalmente

HδpEq ď
8
ÿ

j“1

HδpAJq .

Altrimenti, fissato ε ą 0, per ogni j ě 1 troviamo tEj,iuiě1 tali che

Aj Ď
8
ď

i“1

Ej,i , diamEj,i ă δ ,

8
ÿ

i“1

diamEj,i ď HδpAjq `
ε

2j
.

Allora

E Ď
8
ď

j,i“1

Ej,i ,

e quindi, essendo diamEj,i ă δ per ogni j, i, si ha

HδpEq ď
8
ÿ

j,i“1

diamEj,i “
8
ÿ

j“1

8
ÿ

i“1

diamEj,i ď
8
ÿ

j“1

´

HδpAjq `
ε

2j

¯

“
8
ÿ

j“1

HδpAjq ` ε ,

da cui la subaddittività, grazie all’arbitrarietà di ε.
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