Analisi Reale - a.a. 2018/2019

Soluzione del compito del 21/1/2019

Esercizio 1

Sia (X, M, ;1) spazio con misura. Date f,g e L'(u), si definisca

- \f— g
“ﬁ”‘J;1+umd“

1. Si provi che d & ben definita e che & una metrica in L!(p).
2. Provare che per ogni € > 0 vale

e+1
€

p(foe X :1f@) - g(@)| > e) | < ——d(f.9)

(1)

e dedurre che, se {f,}n>1 S L*(1) converge ad f € L' () per la metrica d, allora converge ad

f in misura.

3. Provare che, se ju(X) < oo, allora vale anche il viceversa: se {fn}ln=1 < L), converge ad

f € L'(u) in misura, allora converge anche per la metrica d.
Siano ora X = N, M = P(N) e p la misura che conta i punti.

4. Provare che la convergenza in misura equivale alla convergenza in ¢*(N).

5. Provare che se {f,}n>1 S ¢1(N) & successione di Cauchy per d, allora converge in /*°(N).

Svolgimento

1. Che sia ben definita discende dal fatto che se f, g sono misurabili, allora |f — g|/(1 + |f — g|)

¢ misurabile, e che vale

_ lf — gl B e
d(f,g)—fX71+|f_g|du<fX\f gldpw=1[f—=gl1.

Il fatto che d(f,g) = 0 se e solo se f = g q.0. e che d(f,g) = d(g, f) sono banali e sono omesse,
cosi come la disuguaglianza triangolare che discende dal fatto che la funzione ¢t — t/(1 +t) &

crescente in [0, +oo[ e da
If =gl <|f = ¢l +lp—ygl

per ogni f, g, € L' ().

2. Fissato € > 0, se |f(z) — g(z)| > &, si ha

e _ _If—d ’
1+e 1+4|f—g|

grazie al fatto che t — ¢/(1 + t) ¢ crescente in [0, +oo[. Allora

3

rn(fee X 17@ - gl > }) = | du

1+e (f-gl>sy 1 +€

<J-Ji—ﬂ—du=ﬂﬂm,

x 1+[f -4l

da cui (1). Dedurre poi che, se f,, — f per d, allora f, — f in misura & banale.



3. Sia € > 0 fissato. Si ha
lirrlnu({x X :|fulz) — flx)] > 5}) =0.
| fn — [ |fn— [
d(fn, f) = — —
o) J;fnfSE} L+ |fn— fl o L|fnf|>€} L+ [fn— f] s

<ep(X) + p({x e X :|fulz) = flz)] > 5}> )

Allora

da cui si ottiene
limsup d(fo, ) < ep(X),
n

e quindi la conclusione per 'arbitrarieta di ¢ > 0.
4. Sia {fn}n>1 successione di /!(N) convergente ad f in misura. Fissato & > 0, si ha
lim #{k € N: | fu(k) = f(k)| > e} =0, (2)
dove # indica la cardinalita. Allora, esiste N > 0 tale che, se n > N, vale

#{keN: | fu(k) — f()] > 2} = 0. (3)

da cui

|fu(k) — f(k)| <e VkeN, Vn> N, (4

)
cioe |fn — floo < € per ogni n > N, e quindi la conclusione. Sia ora {f,}n>1 S ¢}(N)
convergente ad f in ¢*(N). Fissato e > 0, troviamo N > 0 per cui vale (4), da cui (3) e
quindi (2), e si conclude.

5. Da (1) si deduce che per ogni ¢ > 0 vale

p({r € X urpl@) = fale)] = £}) € Z2 Ui fo),

e questo implica che

li}gl,u({x € X | froip(z) — fulx)] > 6}) =0
uniformemente in p > 1. Allora, per ¢ > 0 fissato, esiste N > 0 tale che
#{keN: |foip(k) — fu(k)| >} =0 VkeN,Vn>N, Vp=>1,

da cui si deduce
| fnsp — fallo <€ Vn>N,Vp>1.

Allora {fn}n>1 € di Cauchy in /*(N), e si conclude.

Esercizio 2

1. Si enunci e dimostri il teorema di convergenza dominata.

Sia data la funzione

sgn(zy) 5
= o) e R2.
f(z,y) T+ 2]+ 2 (z,y)

2. Determinare per quali 1 < p < oo si ha f € LP(R?).

3. Sia
sgn(zy)
1+ n(elel/m —1) 4 y2’

In(z,y) = (z,y)eR*, n>1.

Determinare per quali 1 < p < oo la successione {f, }n>1 converge ad f in LP(R?).



Svolgimento

1. Omesso.

2. Grazie al teorema di Tonelli si ottiene

H'”“pdm j(f 1+|x\+y) d“")dy'

400 se p=1,

1
JR (1 + || +y?)P dy se p>1
p—1Jp(1+y?)r! ’

Poiché

si ottiene che f ¢ L'(R?) e che, se 1 < p < o0, f € LP(R?) se e solo se 2p — 2 > 1, ciod se e
solo se p > 3/2.

3. Facilmente si vede che

Inoltre, poiché e > 1 + t per ogni t € R, si ha el*/" — 1 > |z|/n per ogni z € R, e quindi

[fulzy) <|f(z,y)]  V(z,y)eR*, ¥n>1

Allora f, — f in LP(R?) per ogni 3/2 < p < oo grazie al teorema di convergenza dominata.

Esercizio 3

Fissato d > 0, per ogni £ < R" si definisca

a0 o0
H;(E) :inf{z diam B : E < | J B, diam E; <5} :

Jj=1 J=1

dove diam E; ¢ il diametro dellinsieme E;. Provare che Hs ¢ misura esterna su R".

Svolgimento

Banalmente, Hs((J) = 0. Siano E, F < R" con E < F. Allora
{{E }is1 €P[R): Fc U Ej, diam E; < 5} c {{E }is1 €P[R):EC U Ej, diam E; < 5}

e quindi
Hs(E) = 1nf{{E 121 SPR):EC UEJ-, diam F; < 5} <

{{E }J>1CP P c UEj, diamEj<5}:H5(F),

da cui la monotonia di Hy rispetto all’inclusione. Ora dimostriamo la subadditivita. Sia

(s

=1



Se Hs(A;) = +00 per qualche j, allora banalmente
[ee}
Hs(B) < ). Hs(Ay).
j=1
Altrimenti, fissato € > 0, per ogni j > 1 troviamo {F;;};>1 tali che

A

i<

s

i=1

Allora
0
FE C U E]’,i,
ja=1
e quindi, essendo diam E;; < ¢ per ogni 7,1, si ha
[oe} o 0 [oe}
Hy(B) < Y, diam Ejy = 3 ) diam Ej; < Y, (Hs(4y) +

jri=1 j=1i=1 j=1

da cui la subaddittivita, grazie all’arbitrarieta di €.

0
Ej;, diamEj; <6, Y diamEj; < Hs(4)) + .
i=1

27

o0
2%) = Z Hg(Aj) +e,
j=1



