Analisi Reale - a.a. 2018/2019

Soluzione del compito del 15/7/2019

Esercizio 1
Sia F': R — R definita da
F(z) = —(arctan ) x)—co,—1((2) + (z + 1) x[=1,1[(2) + €™ X[1 1.00[(2)
1. Calcolare Tp, funzione variazione totale di F', provare che F' € BV (R).

2. Detta pp la misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad F, calcolare le sue decomposizioni
di Hahn e Jordan e le sue parti singolare e assolutamente continua rispetto alla misura di
Lebesgue.

3. Dopo aver enunciato il teorema di continuita e derivabilita degli integrali dipendenti da
parametro, si ponga

et — 1
/ dlpr|(z) se —2<t<2,
[_17'1'00[ x

G(t) =
0 se t¢&[-2,2].

Provare che G & ben definita per ogni t € R e che G € C*(] — 2,2[). Calcolare poi G’(t) per

-2 <t <2

e¥ —1 e*—1
<

Sugg.: puo essere utile sapere che 0 < per ogni y < a, a € R.

4. Detta pe la misura di Lebesgue-Stieltjes associata a G, calcolare m x |ug|(D), dove
D={(z,t) eR*:0<z<t(3—1t), 0<t<1}.

Svolgimento

1. Un abbozzo del grafico di F si trova in figura 1. F' & decrescente in | — oo, —1] e in [1, +o0],
mentre & crescente in [—1,1[. Sfruttando queste considerazioni si trova

ngarctanx se =< —1,
Tp(x) = g+x+1 se —1<z<1,
%+4—6_3I se r>1,
da cui si ottiene -
TVRr F = lim Tr(z)=-+4< 400,
z——+00 2

e quindi F' € BV(R).
2. Poiché F ¢ di classe C! a tratti con punti di salto in —1 e 1, si ha

1

dpp = ————
HF 1+m2X

T _ _
J—oo,—1[dM — 014 Xj—11pdm — (2= e7?) 61 — 3¢ X)1 oo 0.
Visti gli intervalli di crescenza/decrescenza di F', gli insiemi positivo e negativo sono, rispet-

tivamente,
P=]-1,1], N =] — oo, —1] U1, +o0l,
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Figura 1: 1l grafico della funzione dell’esercizio 1 (gli assi hanno scale diverse)

la decomposizione di Jordan e data da

_ s _ a3
du; = X]-1,1]dm, diip = ——5 X]—occ,—1[dM + 1 S1+(2—e3)6 +3e3 X]1,400[ AT,

mentre le sue parti assolutamente continua e singolare rispetto alla misura di Lebesgue sono

1 —3z 71' -3
dA\ = (—ng X]—o0,—1[ T X]-1,1] — 3¢€ X}1,+oo[> dm dp = 1 01— (2-€7)dn,

rispettivamente.

. L’enunciato del teorema ¢ omesso.

Per provare che G € ben definita e sufficiente dimostrare che la funzione

et —1
T

X[—l,-i-oo[(m)

appartiene a L'(|ur|) per ogni t € [~2,2[, dove

J—o0,—1[dM + % d_1+ X)—11 dm+ (2— 6_3) 81 + 373 X)1, 400 170 . (1)

1
d|MF| = mx

Quindi deve essere

1 xt +oo
-1
¢ ‘dl‘-l—?)/
1 T 1

per ogni t € [—2,2[. Posto che per t € [-2,2[ vale

/v-i_Oo
1

resta da verificare che

ewt _

Z\e‘t—1\+(2—e_3)]et—1]+/ e 3 dx < 400

X

et — 1

+o0o +o0
e 3% dr < / (e* —1)e 3% dx < / e Pdr=e1,
iU 1 1

/.

et — 1

'd:c<+oo Vit e [-2,2[.
X

2



Poiché

et — 1

lim
z—0

==,

la funzione integranda e prolungabile per continuita in z = 0 per ogni t e quindi integrabile in
[—1, 1] rispetto alla misura di Lebesgue. Per provare che G ¢ di classe C! in ] — 2, 2[ utilizziamo
il teorema di continuita e derivabilita degli integrali dipendenti da parametro. La funzione
integranda € banalmente continua nella variabile ¢ e vale

xt_l

e el — 1 el — 1
xt

<
20| T 2]

Vit €] —2,2[, Vx> -1,

e”—l‘

= [¢]
x

dove si & sfruttato il suggerimento ed il fatto che xt < 2|z| per ogni ¢t €] — 2,2][. Sfruttando il
lavoro fatto prima, si conclude facilmente che la funzione

ezl — 1

T = QW X71,+oo[($)

appartiene a L!(|ur|), e che quindi G & continua in | — 2,2[. Quando a G’, si ha

6t <6xt — 1) _ eq;t’
x

o ( - 1) ' <l @)

X

e quindi

e si conclude che G & derivabile in | — 2,2[ e vale
= [ e, 3)

[_17+OO[
Riapplicando nuovamente il teorema di continuita degli integrali dipendenti da parametro e

sfruttando (2), si deduce che G’ € C%(] — 2,2]).

. Poiché G ¢ C! a tratti con punti di salto in —2 e 2, si ha
dug = G(=2)d_9 — G(2) 62 + G'(t))q_m[(t) dm .

Grazie al teorema di Fubini-Tonelli si ha

1 1
m % |uc|(D) = /0 m(DY) duc(t) = /0 m(DYG!(t) dt

dove
D' =]0,t(3 —t)], m(D") =t(3 —1t).

Da (3), sfruttando (1) e tenendo conto che t < 2, si ottiene

regy T ¢ -3\t !
G(t)_ze +(2—-e")e +/

—+oc0o
et dx + 3/ ete™3 dx
—1 1

t _ —t 3
:%e_t+(2—e_3)et—|—e c 4 3 te]—2,2[.

Allora

Et(?’ —t)e Tt +(2- e NEB —t)e' + (3 —t)(e' —eT) + 3tet_3} dt

:/01 KGWH) t— %tQ —3) et + (5t 43— (2—6‘3)t2)et} dt .

3



Integrando due volte per parti si ottiene

1
3 T2 —t 3 T2 —t|!
a1 )t—T2—3)etdt=—((Crt1)t—"2—-3 ’
f (Gren)i=ge-s)eta=— (1) -5 -8) s
1
3 T
Sr41—=t)etdt
+/0 <47r+ 2>e
T 3 T I
_ 2_7) “1_g_(2.,1_7 —t’ _/ —t
( 5 e 3 <47r—|— 2t>e 073 Oe dt
T
4

)

e

1

/1 (5t+3—(2— e 3)2)el dt = (5t +3— (2 — 6—3)752)&‘ - /1 (522 — e ®)t)e dt
0 0

1
—2(2 - 6—3)/ el dt
0

0

1
=6ete?—3— (5-202— e )ef|

=64+e+22—-23,
da cui

m x |MGy(D):Z+4+6+(1—%)671-{—272—2673.

Esercizio 2

1. Si enunci e dimostri il lemma di Fatou.

Siano (X, M, p) spazio con misura e {f,}n>1 C LT (X) tale che f,, — f € LT(X) puntualmente e

/fd,uzlim/ fndp < 400.
X noJx

/fdu:lim/ fndu VE € M. (4)
E " JE

2. Provare che vale

3. Provare con un controesempio che, in generale, (4) non vale se
/fndu<+oo Vn>1, e lim/ fndyu =—+o00.
X noJx

Svolgimento

1. Omesso.

2. Per il lemma di Fatou

/fdu:/limfndugliminf/ fndu.
E E T " E

Si osservi ora che, fissato E € M, {fn,— fuXE}n>1 € LT (X) e fn—foxe = f—fxe € LT(X)
puntualmente. Allora, sempre per il lemma di Fatou ed essendo f € L'(u), si ha

/deu—/Efduz/X<f—f><E>dushn;gnf/x<fn—fnm>du=/deu—nm:up/Efndu,

da cui

limsup/fndué/fdu,
n E E

e quindi la conclusione.



3. E sufficiente prendere (X, M,pu) = (R,B,m), f, = nQX}071/n[ e E = R. Allora f, — 0
puntualmente, ma

/Odsz7 lim/fndm:limn:—i—oo.
R nJR n

Esercizio 3
Siano (X, M, u) spazio con misura, pg > 0 e f € LP°(u). Sia
E={zeX: f(z)#0},
e si supponga u(FE) < +oo.
1. Si dimostri che f € LP(u) per ogni 0 < p < py.

2. Si provi che
hm/lf!pdu u(E).

p—0t+

Svolgimento

1. Per 0 < p < pg si ha

)P du(x) = )P du(x )P du(x
/X F@)P du(z) /{m)lq}!f( )P du(e) + /{lf(z)>1}!f( )P du(z)

< [ vdute)+ [ 1@ dute) = w(E)+ [ 1@ duta) < +oc.

2. Sia {pn}tn>1, pn > 0, successione infinitesima. Non ¢ restrittivo assumere p, < py per ogni
n > 1. Allora

[f@) P = f @) P xq @<y + 1 F @ X 5@)>13 < xe(@) + [f(@)[P,

che & funzione di L'(u). Allora, per il teorema di convergenza dominata

tim [ f@P du@) = T [ 1@ dute) = [ i f@)p dute) = p(2).

n—-+00 n—-+00 n—-+0oo



