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Soluzione del compito del 28/1/2020

Esercizio 1

1. Sia dia la definizione di misura su un insieme X e si provino la continuita dall’alto e dal basso
di una misura.

Siano X # & un insieme, A € P(X) un’algebra, po una premisura o-finita su A, M la o-algebra
generata da A, p* la misura esterna su X definita a partire da po e p 'estensione di po a M.

2. Si scriva la definizione di p*.
3. Provare che per ogni C' € X esiste £ € M tale che C € E e pu*(C) = u(E).
4. Provare che se {Cy}r>1 € successione crescente di insiemi di P(X), allora
M*< U Ck) = lim p*(Cy) -
k
k=1
Sugg.: preso Ey € M tale che Cx € Ey e pu*(Cx) = p(Ey), si consideri Fy, = ﬂjzk E; e si provi che
1(Fy) = p* (Ck).
Svolgimento

1. Omesso.
2. Dato C < X, si ha

©*(C) = inf{ Dimo(Ay) i {Ajl=1 S A, Cc | Aj}.
j=1 -

j=1

3. Sia C € P(X). Se u*(C) = 40, allora ¢ sufficiente prendere E = X. Altrimenti, fissato
k=1, sia {A?}];l c A tale che

1
cel 4], EMO(A§)<M*(C)+%.

j=1 j=1

E= At

k=15=1

Allora Ee M, C € E, e quindi p*(C) < p*(E) = u(E), e per ogni k > 1 vale

Si definisca

1
u(E) < u( U A;?) < 3 A5 < u*(C) ¢ 1
=1 j>1

da cui p*(C) = p(E) per Parbitrarieta di k.

4. Sia Ey € M tale che Cy € Ei e p*(Ck) = u(Ey) e si consideri

k
Fe=()E;.
j=1
Banalmente Fj, € M. Se j > k si ha
Cy < Cj - Ej ,



e quindi C} < F). Allora

p(Fy) < p(By) = p*(Cr) < p*(Fr) = p(Fr),

e quindi p*(Cy) = p(Fy) per ogni k = 1. Poiché Fj, € Fyy1, si ottiene

(U ) <et(UF) =n(UF) = timu) = tim e (C).

k>1 k=1 k>1

dove l'ultimo limite esiste grazie alla monotonia di p* e {Ck}r>1. D’altra parte

celJon v,

k=1

e quindi

da cui la conclusione.

Esercizio 2
1. Si enunci e dimostri il lemma di Fatou.
Sia dato uno spazio con misura (X, M, ).
2. Siano {fn}ln>1, {gn}n=1 S L'(1), con |fn| < gn q.0., tali che

(a) esistono f,g: X — R misurabili, con g € L'(p), per cui f, — f e gn — g q.0.;
(b) limf gn dp =J gdp
noJx X
Provare che f € L'(u) e che limf fndu = f fdpu.
noJx X

3. Sia ora {¢n}n=1 S L'(p) tale che ¢, — ¢ € L'() q.0. Provare che ¢, — ¢ in L'(u) se e
solo se lgnf1 — llof1-

4. Fissato 1 < p < o0, sia {¢n}n>1 S LP(u) tale che ¢, — ¢ € LP(u) q.o. Provare che ¢, — ¢
in LP(p) se e solo se [lonfp — [l

Svolgimento

1. Omesso.

2. Grazie al lemma di Fatou si ottiene
J |f]du=f liminf|fn\du<hminff |fn\du<limf gndu=J gdp < +o0,
X x " n X noJx X

e quindi f € L'(pu). Poiché g, + fn, gn — fn € LT(X) per ogni n, sempre grazie al lemma di
Fatou si ha

f (f+g)du=f liminf(fn+gn)dugliminff (fn+gn)duzliminff fnd,u—i—f gdpu,
X x n n X n X X

| (o= pau= | tmint(, ~ £.)d < timint | (90~ Fu)d = | gdu~timsup | fuda
X x n X X n X

n

da cul la conclusione.



3. La necessita discende banalmente dal fatto che

llenli = lleli] < len — ¢l -

Vediamo la sufficienza. Posto

fo=len =l gn=lenl+lel, =0, g=2¢,
siamo nelle condizioni di utilizzare il punto precedente e concludere che |, — ¢|1 — 0.

4. La necessita ¢ nuovamente banale ed ¢ omessa. Quanto alla sufficienza, basta prendere

fo=len—@lP, gn="(enl+el)?, f=0, g=2""pl?,

e utilizzare il punto 2.

Esercizio 3

Sia ' : R — R la funzione continua a destra definita da

1 —x
F(z) = mX]—oo,l[(JU) + ze! X[1,40o[(Z) -

1. Calcolare T, funzione variazione totale di F' e provare che F' € NBV

2. Detta u = pp la misura con segno di Lebesgue-Stieltjes associata ad F', calcolare le sue parti
assolutamente continua e singolare rispetto alla misura di Lebesgue, la decomposizione di
Hahn e la sua decomposizione di Jordan pu = pu™ — pu~.

3. Trovare due funzioni F'™ e F~ tali che p™ = pp+ e p= = pup-.

4. Sia
T:{(w,y)eR2:0<x<y<3}.

Calcolare m@ ut(T) e m® p=(T).

Svolgimento

Il grafico di F' & riportato in figura 1

Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 3



1. Sfruttando il fatto che F' & crescente in | — 00, 0], decrescente in [0, 1] e in [1, +o0[ e che ha
un punto di salto in x = 1, si ottiene

1
a2 se x <0,
_ 1
Tp(z) =149 _— se 0<x<l1,
1+ 22
3— gel™® se r>=1

Poiché
TVgR F = lim Tp(z) =3,
xTr—>

+00

ed essendo banalmente F' continua a destra e infinitesima a —oo, si ottiene che F' € NBV.

2. Sfruttando la regolarita di F' si ottiene

2z l—z 1
d,LL = <_(1—|—$2)2X]_OO’1[($) + (1 — QT)C X]l,-‘rOO[(x)) dx + 5(5]_ y

per cui

2z . 1
(‘mxzw—mm (-l x]1,+oo[<x>> do, S0

sono, rispettivamente, la parte assolutamente continua e la parte singolare di u rispetto alla
misura di Lebesgue. Inoltre, sfruttando gli intervalli di monotonia di F', si ottiene

P =] — 0,0[u{l}, N =0, 1[u]1, +ool,
e da questi si ottiene la decomposizione di Jordan (ricordare che put e 1~ sono misure positive)
" 2x

1
d,u = —mX]_wﬁ[(fL’) dr + 551 s

i = (2@ + o= DN @) do
3. F* e F~ devono essere funzioni crescenti, essendo pu* e p~ misure positive, e continue a
destra tali che
Frz) =p"(J-w,2]), F(2)=p (]-w2]).
Si noti che F'* deve avere un salto di ampiezza 1/2 in x = 1, mentre F'~ deve essere continua.
Si ottiene

L se <0, 0 se <0,
1+ 22 .

Ff(r)=11 se 0<z<l1, F~(x) = 1—1+$2 se 0<z<1,
3 3
3 se z=1, 5—x61*$ se r>=1.

4. Dal teorema di Tonelli si deduce che

3 3
m@ut(T) = | W (@), meu () = | p (T,

dove T, =|xz,3], 0 < z < 3. Poiché

1
) = P ) = (@) = 4 2

1

— —3e 2+ 3 se O<ax<l1,
po(Tp)=F (3) - F (z) = {2 14z

zel ™% — 372 se 1<x<3,



si ottiene m @ ut(T,) =1/2 e

1 1 1 3
~(T) = ——3e %+ d+f -z _ 3,=2) 4
m®u (T) fo (2 e 1+9:2> T (xe e ) iy

1

) 9 T
2 _13 T
5~ ¢ty

-2 ! 1-z |
3 9e™ " + arctanx’o —(x+ e " =




