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Esercizio 1

1. Sia dia la definizione di misura su un insieme X e si provino la continuità dall’alto e dal basso
di una misura.

Siano X ‰ H un insieme, A Ď PpXq un’algebra, µ0 una premisura σ-finita su A, M la σ-algebra
generata da A, µ˚ la misura esterna su X definita a partire da µ0 e µ l’estensione di µ0 a M.

2. Si scriva la definizione di µ˚.

3. Provare che per ogni C Ď X esiste E PM tale che C Ď E e µ˚pCq “ µpEq.

4. Provare che se tCkukě1 è successione crescente di insiemi di PpXq, allora

µ˚
´

ď

kě1

Ck

¯

“ lim
k
µ˚pCkq .

Sugg.: preso Ek P M tale che Ck Ď Ek e µ˚pCkq “ µpEkq, si consideri Fk “
Ş

jěk Ej e si provi che

µpFkq “ µ˚pCkq.

Svolgimento

1. Omesso.

2. Dato C Ď X, si ha

µ˚pCq “ inf

" 8
ÿ

j“1

µ0pAjq : tAjujě1 Ď A , C Ď
8
ď

j“1

Aj

*

.

3. Sia C P PpXq. Se µ˚pCq “ `8, allora è sufficiente prendere E “ X. Altrimenti, fissato
k ě 1, sia tAk

j ujě1 Ď A tale che

C Ď
ď

jě1

Ak
j ,

ÿ

jě1

µ0pA
k
j q ď µ˚pCq `

1

k
.

Si definisca
E “

č

kě1

ď

jě1

Ak
j .

Allora E PM, C Ď E, e quindi µ˚pCq ď µ˚pEq “ µpEq, e per ogni k ě 1 vale

µpEq ď µ

ˆ

ď

jě1

Ak
j

˙

ď
ÿ

jě1

µ0pA
k
j q ď µ˚pCq `

1

k
,

da cui µ˚pCq “ µpEq per l’arbitrarietà di k.

4. Sia Ek PM tale che Ck Ď Ek e µ˚pCkq “ µpEkq e si consideri

Fk “

k
č

j“1

Ej .

Banalmente Fk PM. Se j ě k si ha

Ck Ď Cj Ď Ej ,
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e quindi Ck Ď Fk. Allora

µpFkq ď µpEkq “ µ˚pCkq ď µ˚pFkq “ µpFkq ,

e quindi µ˚pCkq “ µpFkq per ogni k ě 1. Poiché Fk Ď Fk`1, si ottiene

µ˚
´

ď

kě1

Ck

¯

ď µ˚
´

ď

kě1

Fk

¯

“ µ
´

ď

kě1

Fk

¯

“ lim
k
µpFkq “ lim

k
µ˚pCkq ,

dove l’ultimo limite esiste grazie alla monotonia di µ˚ e tCkukě1. D’altra parte

Cj Ď
ď

kě1

Ck @j ,

e quindi

lim
j
µ˚pCjq ď µ˚

´

ď

kě1

Ck

¯

,

da cui la conclusione.

Esercizio 2

1. Si enunci e dimostri il lemma di Fatou.

Sia dato uno spazio con misura pX,M, µq.

2. Siano tfnuně1, tgnuně1 Ď L1pµq, con |fn| ď gn q.o., tali che

(a) esistono f, g : X Ñ R misurabili, con g P L1pµq, per cui fn Ñ f e gn Ñ g q.o.;

(b) lim
n

ż

X
gn dµ “

ż

X
g dµ

Provare che f P L1pµq e che lim
n

ż

X
fn dµ “

ż

X
f dµ.

3. Sia ora tϕnuně1 Ď L1pµq tale che ϕn Ñ ϕ P L1pµq q.o. Provare che ϕn Ñ ϕ in L1pµq se e
solo se }ϕn}1 Ñ }ϕ}1.

4. Fissato 1 ă p ă 8, sia tϕnuně1 Ď Lppµq tale che ϕn Ñ ϕ P Lppµq q.o. Provare che ϕn Ñ ϕ
in Lppµq se e solo se }ϕn}p Ñ }ϕ}p.

Svolgimento

1. Omesso.

2. Grazie al lemma di Fatou si ottiene
ż

X
|f | dµ “

ż

X
lim inf

n
|fn| dµ ď lim inf

n

ż

X
|fn| dµ ď lim

n

ż

X
gn dµ “

ż

X
g dµ ă `8 ,

e quindi f P L1pµq. Poiché gn ` fn, gn ´ fn P L
`pXq per ogni n, sempre grazie al lemma di

Fatou si ha
ż

X
pf ` gq dµ “

ż

X
lim inf

n
pfn ` gnq dµ ď lim inf

n

ż

X
pfn ` gnq dµ “ lim inf

n

ż

X
fn dµ`

ż

X
g dµ ,

ż

X
pg ´ fq dµ “

ż

X
lim inf

n
pgn ´ fnq dµ ď lim inf

n

ż

X
pgn ´ fnq dµ “

ż

X
g dµ´ lim sup

n

ż

X
fn dµ ,

da cui la conclusione.
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3. La necessità discende banalmente dal fatto che

ˇ

ˇ}ϕn}1 ´ }ϕ}1
ˇ

ˇ ď }ϕn ´ ϕ}1 .

Vediamo la sufficienza. Posto

fn “ |ϕn ´ ϕ| , gn “ |ϕn| ` |ϕ| , f “ 0 , g “ 2|ϕ| ,

siamo nelle condizioni di utilizzare il punto precedente e concludere che }ϕn ´ ϕ}1 Ñ 0.

4. La necessità è nuovamente banale ed è omessa. Quanto alla sufficienza, basta prendere

fn “ |ϕn ´ ϕ|
p , gn “ p|ϕn| ` |ϕ|q

p , f “ 0 , g “ 2p`1|ϕ|p ,

e utilizzare il punto 2.

Esercizio 3

Sia F : RÑ R la funzione continua a destra definita da

F pxq “
1

1` x2
χs´8,1rpxq ` xe

1´xχr1,`8rpxq .

1. Calcolare TF , funzione variazione totale di F e provare che F P NBV

2. Detta µ “ µF la misura con segno di Lebesgue-Stieltjes associata ad F , calcolare le sue parti
assolutamente continua e singolare rispetto alla misura di Lebesgue, la decomposizione di
Hahn e la sua decomposizione di Jordan µ “ µ` ´ µ´.

3. Trovare due funzioni F` e F´ tali che µ` “ µF` e µ´ “ µF´ .

4. Sia
T “

 

px, yq P R2 : 0 ă x ă y ď 3
(

.

Calcolare mb µ`pT q e mb µ´pT q.

Svolgimento

Il grafico di F è riportato in figura 1

Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 3
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1. Sfruttando il fatto che F è crescente in s ´ 8, 0s, decrescente in r0, 1r e in r1,`8r e che ha
un punto di salto in x “ 1, si ottiene

TF pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1

1` x2
se x ă 0 ,

2´
1

1` x2
se 0 ď x ă 1 ,

3´ xe1´x se x ě 1 .

Poiché
TVR F “ lim

xÑ`8
TF pxq “ 3 ,

ed essendo banalmente F continua a destra e infinitesima a ´8, si ottiene che F P NBV.

2. Sfruttando la regolarità di F si ottiene

dµ “

ˆ

´
2x

p1` x2q2
χs´8,1rpxq ` p1´ xqe

1´xχs1,`8rpxq

˙

dx`
1

2
δ1 ,

per cui
ˆ

´
2x

p1` x2q2
χs´8,1rpxq ` p1´ xqe

1´xχs1,`8rpxq

˙

dx ,
1

2
δ1

sono, rispettivamente, la parte assolutamente continua e la parte singolare di µ rispetto alla
misura di Lebesgue. Inoltre, sfruttando gli intervalli di monotonia di F , si ottiene

P “s ´8, 0rYt1u , N “ r0, 1rYs1,`8r ,

e da questi si ottiene la decomposizione di Jordan (ricordare che µ` e µ´ sono misure positive)

dµ` “ ´
2x

p1` x2q2
χs´8,0rpxq dx`

1

2
δ1 ,

dµ´ “

ˆ

2x

p1` x2q2
χr0,1rpxq ` px´ 1qe1´xχs1,`8rpxq

˙

dx .

3. F` e F´ devono essere funzioni crescenti, essendo µ` e µ´ misure positive, e continue a
destra tali che

F`pxq “ µ`ps ´ 8, xsq , F´pxq “ µ´ps ´ 8, xsq .

Si noti che F` deve avere un salto di ampiezza 1{2 in x “ 1, mentre F´ deve essere continua.
Si ottiene

F`pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1

1` x2
se x ă 0 ,

1 se 0 ď x ă 1 ,

3

2
se x ě 1 ,

F´pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0 se x ă 0 ,

1´
1

1` x2
se 0 ď x ă 1 ,

3

2
´ xe1´x se x ě 1 .

4. Dal teorema di Tonelli si deduce che

mb µ`pT q “

ż 3

0
µ`pTxq dx , mb µ´pT q “

ż 3

0
µ´pTxq dx ,

dove Tx “sx, 3s, 0 ă x ă 3. Poiché

µ`pTxq “ F`p3q ´ F`pxq “

$

&

%

1

2
se 0 ă x ă 1 ,

0 se 1 ď x ă 3 ,

µ´pTxq “ F´p3q ´ F´pxq “

$

&

%

1

2
´ 3e´2 `

1

1` x2
se 0 ă x ă 1 ,

xe1´x ´ 3e´2 se 1 ď x ă 3 ,
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si ottiene mb µ`pTxq “ 1{2 e

mb µ´pT q “

ż 1

0

ˆ

1

2
´ 3e´2 `

1

1` x2

˙

dx`

ż 3

1

`

xe1´x ´ 3e´2
˘

dx

“
1

2
´ 9e´2 ` arctanx

ˇ

ˇ

ˇ

1

0
´ px` 1qe1´x

ˇ

ˇ

ˇ

3

1
“

5

2
´ 13e´2 `

π

4
.
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