Analisi Reale - a.a. 2020/2021

Soluzione del compito del 18/1/2021

Esercizio 1
Sia X # (.

1. Dati & < P(X) contenente X e l'insieme vuoto e p : £ — [0, +0] tale che p(&F) = 0, si indichi
come definire una misura esterna su X a partire da p. Chiameremo questa misura esterna
indotta da p.

Siano p* misura esterna su X e M la o-algebra degli insiemi p*-misurabili. Si consideri p = p* “

e sia uT la misura esterna indotta da p.
2. Si provi che p*(E) < p*(E) per ogni E < X.

3. Si provi che, dato E < X, si ha pu*(FE) = pt(F) se e solo se esiste A € M tale che E < A e
w*(E) = p*(A).
Si supponga ora che p* sia indotta da una premisura g su un algebra A.

4. Provare che per ogni £ € X e per ogni € > 0 esiste B, unione al piu numerabile di elementi
di A, tale che E € B e p*(B) < p*(E) +e.

5. Provare che p* = put.

Svolgimento
1. Si ha
o0 e}
pH(E) = 1nf{ Dio(4) i Ajeg, 4 DE}
j=1 7j=1
2. Vale

Si osservi preliminarmente che pu(A) = p*(A) = p*(A) per ogni A € M. Per ogni {4,};>1 <
M con | i1 A; 2 E, grazie alla monotonia e alla subadditivita di una misura esterna, si ha

0 0
w(E) < pt(J ) < X mt(4y) = X nl4y),
j=1 j=1 j=1
da cui p*(E) < pt(E) per definizione di p™.
3. Si osservi che, fissato £ < X, per ogni k > 1 esiste {A‘I;}jzl < M tale che
- 1
Ec| At e Z u(Ah) < pt(E) +

o0
o ~ k

j
Allora, se p*(E) = u* (F), preso
o0 o0
A= 47,
k=1j=1

ed osservato che E € A, si ottiene che per ogni k > 1 vale

| =

pr(B) < pr(a) < (| AY) < Dt (a) = ) uah) < w*(B) +
j=1 j=1

= 7=1

1



da cui p*(E) = p*(A) per larbitrarieta di k.

Si suipponga ora che esista A € M tale che E < A e u*(F) = p*(A). Allora
pt(E) < pt(A) = p(A) = p*(A) = p*(E).

Poiché gia sappiamo che p*(E) < pu*(E), si conclude.

4. Fissato € > 0, per definizione di pu*, esiste {B;};>1 < A tale che

o0

uo(B;) < i (E) + <.
1

oo}
Ec UB]',
Jj=1 J

Preso

e considerato che p*(B;) = po(B;) per ogni j, si ottiene

pH(B) < X pH(Bj) = ), no(By) < p*(E) + <.
j=1 =1

<

5. Fissato k > 1, troviamo {Bf}j;l < A tale che

x| =

0 o0
Ec|JBf, D m(B})<p*(B)+
j=1 j=1

Preso

e osservato che £ € A € M, procedendo come al punto 3 si ottiene
e} o0 e} 1
u*(B) < pr(A) <t (| BE) < Y w*(B)) = Y, mo(B) < w*(E) + - .

j=1 j=1 j=1

da cui p*(E) = p*(A) per larbitrarieta di k& > 1. Si conclude utilizzando il punto 3.

Esercizio 2
1. Si enunci e dimostri il lemma di Fatou.

Sia (X, M, 1) uno spazio con misura. Fissati 1 < ¢ < o0, sia B, = {f € LI(p) : | fllq < 7}
2. Data {fi}reny € B, convergente q.o. a f, dimostrare che f € B,..

3. Sia F € M di misura finita. Dimostare che, fissato p € [1, q[, esiste a(p, q), che si chiede di
calcolare, tale che

1/p
<J Iflpdu) < BP9y vYfeB,.
E

4. Si deduca che per ogni p € [1,¢[ e per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni £ € M con

u(E) < 6 e per ogni f € B, si ha
1/p
([ 1eran) " <=
E

5. Si assuma ora u(X) < o0. Dopo aver enunciato il teorema di Egoroff ed utilizzando il punto
3, si provi che, se {fi}ren S B, converge q.o. a f, allora fiy — f in LP(u) per ogni p € [1,¢[.



Svolgimento

1.

2.

Omesso.

Poiché |fix| — |f| q.0., sfruttando l'identificazione di L?(u) con L%(f), con & completamento
di p, ed utilizzando il lemma di Fatou si ottiene

J |fqdu:f liminf|fk|qd,u<liminff |f|9dp < r?,
X x k ko Jx

da cui la conclusione.

. Procedendo come nella dimostrazione dell’inclusione di LY in LP in spazi di misura finita, si

ottiene

p/q (g—p)/q
(L= [apvans ([ 1soa)™ ([ 1)

dove si sono sfruttati il fatto che |f|P € L9/, perché f € L9, e la disuguaglianza di Holder. Si
deduce che

1/p
( | \fl”du) < ()PP |, < pu(E)aPIpay
F

¢ quindi a(p, q) = (¢ —p)/pa.
Fissato € > 0, bisogna prendere

W(BY PP < o —  (E) < (E)pq/(qu)
r

9

e quindi 6 < (¢/r)P9/(a=P),

Si omette ’enunciato del teorema di Egoroff. Dopo aver osservato che f, — f € Ba,, fissato
e > 0, si prenda § come al punto precedente in corrispondenza di Bs,. Allora si trova un
insieme misurabile E tale che u(E) < e fr 3 f in E°, cosicché fr — f in LP(E°), essendo
E€ si misura finita. Si deduce che

[ 1= swan= | ipe-spdu [ 1f-srdusers | i spda.
X E Ec Ee
Passando al limite per kK — 400, si ottiene
limsup | fx — fl, < e,
k— 400

da cui la conclusione per I'arbiotrarieta di € > 0.

Esercizio 3

Sia

1

F(x) = arctan = xj_e o[ () + (2 — 2) X[0,1(7) — z X[1,400[(Z) -

. Calcolare T, funzione variazione totale di F' e provare che F' € BV(R).

. Detta u la misura di Radon-Stieltjes associata ad F', calcolarne le decomposizioni di Hahn,

di L-R-N rispetto alla misura di Lebesgue e quella di Jordan g = pu* — p~.

. Trovare due funzioni A e B tali che u* e p~ siano le misure di Lebesgue-Stieltjes associate

ad A e B, rispettivamente.

. Sia D = {(z,y) e R? : =1 < 2 < y < 2}. Calcolare m x p™(D) e m x p~ (D), e dedurre poi

m x |p|(D), dove |u| ¢ la misura variazione totale di p.



Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 3

Svolgimento

Il grafico di F' e riportato in figura 1 Si osservi che
e ['¢C! a tratti con punti disaltoinz =0e z = 1;
e F & crescente in | —00,0] e in |1, +o0];
e F & decrescente in 0, 1].

1. Sfruttando le osservazioni fatte sopra, si trova

s
arctanx—ki se <0,
T
Tr(x) = §+2+:1c se 0<z<l1,
1
E+6—f se x>=1.
2 x

Poiché

Tr—+00

T
TVg F = lim TF(ZC) = 5 +6 < 400,
F’ risulta essere a variazione totale limitata.

2. Sfruttando gli intervalli di crescenza e decrescenza di F' si trova che una decomposizione di
Hahn e
P =] —0,0]u]l, +f, N =]0,1].

Sfruttando la regolarita di F' si trova

1 1
dp = <1+x2 X]—o0,0[(Z) = XJ0,1[ () + 2 X]1,+oo[(33)> dm + 259 — 201,



che da la decomposizione L-R-N cercata, dove

1 1
<1—|—;L‘2 X]—OO,O[(:U) — X]O,l[(x) + ? X]1’+OO[(JI)> dm, 2(50 - 2(5]_

sono, rispettivamente, la parte assolutamente continua e la parte singolare rispetto alla mi-
sura di Lebesgue. Sfruttando questab decomposizione e quella di Hahn, si trova che la
decomposizione di Jordan e data da

1 1 _
du™ = <1 2 Xl—on0l(#) + 5 X]1,+oo[(fﬂ)> dm +28,  du” = xpa(x) dm + 201 .
. Si ha -
arctana:—i—z se x <0,
1 s
A<x):§(TF(x)+F(x)):<Z+2 se 0<z<l1,
1
Z 3 — p se z=1
r% se <0,
1
B(m)zi(TF(aj)—F(a:)):<%+a: se 0<z<1,
% 3 se x=1.

. Essendo tutte le misure coinvolte finite o o-finite, ¢ possibile applicare il teorema di Tonelli e
scrivere

mXMWDrafmwmmﬁ@% mXuTD%ifm@WWF@%
R R

mentre si avra
m x |u[(D) = m x p* (D) +m x p~ (D).

Poiché
DY — ]_17y] se _1<y<27
(%] altrimenti,
si ottiene
0 2
+1 y+1
(D) = 1)d I g
m x (D) j wrar ) - [ 2
1 0 0 1
:51 (1+y)’7 +arctany‘71+2=2+2—§ln2,
1
mxu(D)=f (y +1)du~ (y)=f(y+1)dy+4
0
1 11
== 1) ) 4=
QWD =5
e quindi
s 15
D =—f71 2+
mx (D) = 7 >

E possibile procere anche invertendo 'ordine di integrazione, cioe sfruttando

m (D) = [ Wt (Do dm(e). (D) = | (D) dmia),



dove

[z,2] se —l<z<2,
D, =
(%] altrimenti.
Sfruttando quanto trovato al punto 3, si ha
5
i—arctanx se —1<x<0,
1
pt(Dy) = A(2) — A(z—) = 3 se 0<zx<1,
1 1
- — = se 1l<x<2,
z 2
3 se —1l<zxz<0,
pw (D) =B(2)—B(z—)=<3—2 se 0<xz<1,
0 se l<ax<2,
da cui si ottiene
5 0 29 1
m x ut(D) = —f arctana:dx—i—J —dx, mxy(D)zG—f
2 -1 1T 0

zdr.



