Analisi Reale - a.a. 2020/2021

Soluzione del compito dell’8 /2/2021

Esercizio 1

Sia (X, M) uno spazio misurabile e si denoti con S l'insieme delle misure con segno definite sulla
o-algebra M. Si introduca in S un ordine parziale definito da

nw<sn — w(E)<n(E) YEeM.

1. Data p € S, sia A una misura positiva definita su M, tale che |u(E)| < A(E) per ogni F € M.
Provare che |u| < A, dove |u| & la misura variazione totale di .

Siano ora u, v € S finite.

2. Provare che esiste una misura p definita su M, positiva e finita, e funzioni f,g € L!(p) tali
che du = fdp, dv = gdp.

3. Provare che la misura con segno u v v definita da

wvv(E) = JEmax{f,g}dp VEe M,

soddisfa v v < A perogni Ae Staleche uy <Aev S A

4. Provare che sono equivalenti
(a) plvs  (b) ulLlvl; (o) [+ v]=lulvv.
5. Provare che v v(E) = sup {u(A) + v(E\A): AC E, Ae M}, E€ M.
Svolgimento
1. Sia (P, N) una decomposizione di Hahn di p. Allora, fissato E € M, si ha
p[(E) =p(PNE)—=u(NnE)<APnE)+XNnE)=X\E),
come si voleva.

2. Sia p = |u| + |v|. Allora, se p(F) = 0, si deduce facilmente che u(F) = v(E) = 0, e quindi
W< pev < p,da cui l'esistenza delle funzioni f e g, grazie al teorema di Lebesgue-Radon-
Nikodym.

3. Con ovvio significato dei simboli, si ha
MVV(E):J gdp+j fdp=v(En{f<g})+u(En{f>g})<
En{f<g} En{f>g}
SAMEn{f<g)+MEn{f>g})=AE).
4. (a) = (b) Siano E nullo per p e F nullo per v. Sia (P, N) una decomposizione di Hahn

per u. Allora
H(E) = u(E ~ P) = u(E ~ N) =0,

e, analogamente, |v|(F) = 0, da cui |p|L|v].



(b) = (c) Siano f e g come sopra, cosicché |u| = |f|dp e |v| = |g| dp. Siano A, B € M
disgiunti tali che A U B = X, A nullo per |u| e B nullo per |v|. Allora

0= [l(A f|f|dp, 0= u|(B f|g|dp7

cosicché f =0 p-q.0. in A e g =0 p-q.o. in B. Si deduce che
v WI(E) = | wmax {7l lolydp = | oldo+ | ifldo= [ lgldpt | I1dp,
E EnA E E

EnB
e quindi
max {|f],|gl} = [f| + |g]

p-quasi ovunque. Ma questo e vero se e solo se
{reX: f(z)#0}n{zeX:g(x)=#0} (1)
ha misura nulla per p, da cui

max {|f|,|g|} = [f +g|  p-quasi ovunque (2)

e quindi la conclusione.
(c) = (a) Poiché

e+ vI(B) = [ 1 +aldp = | max {11} lol}dp = ] v I(B),

per ogni £ € M, allora vale (2), e quindi I'insieme (1) ha ancora p-misura nulla. Ne
consegue che gli insiemi

{reX:flz)=0\{reX:g(x)=0}, {reX:g(z)=0}

sono disgiunti e la loro unione & X. Inoltre, il primo & nullo per p ed il secondo per v, e
quindi plv, come si voleva.

5. Siano Ee Me Ac E, Ae M. Allora
w(A) +v(E\NA) < pvv(A)+pvuv(E\A) =pvuv(E),

da cui
pv v(E) =sup{u(A) +v(E\A): ACE, Ae M}

D’altra parte, preso

A:Em{xeX:f(af)?g(x)}’

si ha
1(A) + v(E\A) = L fdp+ JE\Agdp = L max { f, g} dp + JE\A max {f, g} dp = p v v(E),

da cui la conclusione.

Esercizio 2
Sia (X, M, 1) spazio con misura.
1. Si enunci e dimostri il teorema sulla disuguaglianza di Hélder.

2. Si provi che, se ¢p € L"(u) e ¢ € L*(u), allora o € L™ (1), dove 1 < r < o0.

Si assuma che p sia o-finita e che 1 < p, ¢ < o0 siano esponenti coniugati. Siano {f,}nen S LP(1)
e {gn}nen S LI(1), con {gn}nen limitata in L9.

3. Si provi che, se f, — f in LP(u), allora f,, — f in LP(u).
4. Si provi che, se f,, — f in LP(u) e g, — g in LI(p), allora f,g, — fg in L'(u).

5. Si provi che, se f, — f in LP(u) e g, — g in L9(p), allora, in generale, f,g, + fg in L'(u).



Svolgimento
1. Omesso.

2. Ser =0, si ha
[Ye(@)| < [Plolelo
per q.o. x € X, e quindi ¢ € L*(u). Se r < o0,

f el di < o, f [ dpt < 400,
X X

da cui |¢p| € L ().
3. Dobbiamo dimostrare che

lim f fngdu=f fgdu
n X X

per ogni fissata g € L9(u). Grazie alla disuguaglianza di Holder, si trova

] [ gan— fgdu] < [ 1= Dol dn < ol = 11y,
X X X

da cui la conclusione, perché ||f, — f|, — 0.

4. Dobbiamo dimostrare che
limf Jngnp dp = f fapdu
noJx X

per ogni fissata ¢ € L®(u). Essendo |gnllq < C per ogni n € N e per qualche C > 0,
procedendo come al punto 2 si trova ||gn¢|q; < C|¢|w. Osservato che fy € LP(u), sempre
grazie al punto 2, si ha

U Sngno dp — J fav du‘ < J |(fn = f)gne| dp + U (gn —9)fe du‘
X X X X
<t = Flolanely + |[ (00— 90t
X

< Clololfn = fly + ' [ oo du‘ o

perché f, — fin LP(u) e g — g in L(p).

5. Si consideri X = [0,1] con la misura di Lebesgue e siano f,(x) = g,(z) = sen(nz), z € [0,1].
Allora f,, g, — 0 in L?(0,1), ma f,g, — 1/2 in L?(0,1) perché la media di sen? in un
intervallo periodo & 1/2.

Esercizio 3

Sia,
3(z—2

F(z) = arctan(z + 2) X) o, o1(%) + 2x-2.2((%) + ¢ X1 1orf(2).

1. Calcolare Tx, funzione variazione totale di F', e provare che F € BV.

2. Detta p la misura di Lebesgue-Stieltjes con segno associata ad F’, sia

tx

tox) = — .
o(t, ) — z#0

Trovare I'insieme D = {t € R: p(t,-) € L' (|u|)}.

3. Sia ora f(t) = f ©o(t,z) d|p|(z), t € D. Provare che f & derivabile in D.
R



Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 3

Svolgimento

Il grafico di F' ¢ riportato in figura 1. Si osservi che
e F ¢ C! a tratti con punti di salto in z = —2 e x = 2;
e F' & crescente in | — o0, —2[;
e [ ¢ decrescente in |2, +00;

e F' & costante in | — 2,2[.

1. Sfruttando le osservazioni fatte sopra, si trova

arctan(z + 2) + g se x< -2,
Tr(z) = g—I—Q se —2<x<2,
g +4—e 32 se T =2.

Poiché .
TVRF = lim Tp(z)=—-+4+4< 40,
x—+00 2

F risulta essere a variazione totale limitata.

2. Sempre sfruttando le osservazioni preliminari, si trova

1 e
d/l = <1—|—(x—+—2)2x]00’2[(x) — 3e 3( 2)X]2,+(X)[("B)> dm + 25_2 - 52 s

dove m & la misura di Lebesgue, da cui si ricava

1 _3(pe
dlp| = <H<x+2)2X]oo,2[($) + 3¢5 2)><]2,+oo[($)> dm + 203 + d2.
Allora
—2 eta: +00 etCC 67215 €2t
t,x)|d = dz + 3 e gy 2o
[etatano - [ s [ A L

4



Il primo integrale & finito se e solo se t = 0, mentre il secondo lo & se e solo se t —3 < 0, cio‘e
se e solo se t < 3 (si noti che per ¢ = 3 la funzione integranda & €%/x, che ha integrale infinito
nell'intervallo ]2, +o[). Allora D = [0, 3[.

. Si noti che dyp(t,z) = e'®. Fissato ¢ > 0, si trova che, se t € [0,3 — €],

1 se <0,

o (t,z)| < , d =
| t( 737)| gé(x) ove gg($) {6(3—5)95 se x>0.

Poiché

1 2 2 +00
f ge(x) d|p|(x) = J *2Mdl‘ + 366J e dr 4+ 2+ 079 < 40,
R —0 2

si ha g. € L'(|p|). Per il teorema di derivazione degli integrali dipendenti da parametro, si
trova che f & derivabile in [0,3 — ] per ogni € > 0, e quindi in D, grazie all’arbitrarieta di e.



