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Soluzione del compito dell’8/2/2021

Esercizio 1

Sia pX,Mq uno spazio misurabile e si denoti con S l’insieme delle misure con segno definite sulla
σ-algebra M. Si introduca in S un ordine parziale definito da

µ À η ðñ µpEq ď ηpEq @E PM .

1. Data µ P S, sia λ una misura positiva definita suM, tale che |µpEq| ď λpEq per ogni E PM.
Provare che |µ| À λ, dove |µ| è la misura variazione totale di µ.

Siano ora µ, ν P S finite.

2. Provare che esiste una misura ρ definita su M, positiva e finita, e funzioni f, g P L1pρq tali
che dµ “ fdρ, dν “ gdρ.

3. Provare che la misura con segno µ_ ν definita da

µ_ νpEq “

ż

E
maxtf, gu dρ @E PM ,

soddisfa µ_ ν À λ per ogni λ P S tale che µ À λ e ν À λ.

4. Provare che sono equivalenti

(a) µKν ; (b) |µ|K|ν| ; (c) |µ` ν| “ |µ| _ |ν| .

5. Provare che µ_ νpEq “ sup
 

µpAq ` νpEzAq : A Ď E , A PM
(

, E PM.

Svolgimento

1. Sia pP,Nq una decomposizione di Hahn di µ. Allora, fissato E PM, si ha

|µ|pEq “ µpP X Eq ´ µpN X Eq ď λpP X Eq ` λpN X Eq “ λpEq ,

come si voleva.

2. Sia ρ “ |µ| ` |ν|. Allora, se ρpEq “ 0, si deduce facilmente che µpEq “ νpEq “ 0, e quindi
µ ! ρ e ν ! ρ, da cui l’esistenza delle funzioni f e g, grazie al teorema di Lebesgue-Radon-
Nikodym.

3. Con ovvio significato dei simboli, si ha

µ_ νpEq “

ż

EXtfďgu
g dρ`

ż

EXtfągu
f dρ “ ν

`

E X tf ď gu
˘

` µ
`

E X tf ą gu
˘

ď

ď λ
`

E X tf ď gu
˘

` λ
`

E X tf ą gu
˘

“ λpEq .

4. (a) ùñ (b) Siano E nullo per µ e F nullo per ν. Sia pP,Nq una decomposizione di Hahn
per µ. Allora

|µ|pEq “ µpE X P q ´ µpE XNq “ 0 ,

e, analogamente, |ν|pF q “ 0, da cui |µ|K|ν|.
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(b) ùñ (c) Siano f e g come sopra, cosicché |µ| “ |f | dρ e |ν| “ |g| dρ. Siano A,B PM
disgiunti tali che AYB “ X, A nullo per |µ| e B nullo per |ν|. Allora

0 “ |µ|pAq “

ż

A
|f | dρ , 0 “ |ν|pBq “

ż

B
|g| dρ ,

cosicché f “ 0 ρ-q.o. in A e g “ 0 ρ-q.o. in B. Si deduce che

|µ| _ |ν|pEq “

ż

E
max

 

|f |, |g|
(

dρ “

ż

EXA
|g| dρ`

ż

EXB
|f | dρ “

ż

E
|g| dρ`

ż

E
|f | dρ ,

e quindi
max

 

|f |, |g|
(

“ |f | ` |g|

ρ-quasi ovunque. Ma questo è vero se e solo se
 

x P X : fpxq ‰ 0
(

X
 

x P X : gpxq ‰ 0
(

(1)

ha misura nulla per ρ, da cui

max
 

|f |, |g|
(

“ |f ` g| ρ-quasi ovunque (2)

e quindi la conclusione.

(c) ùñ (a) Poiché

|µ` ν|pEq “

ż

E
|f ` g| dρ “

ż

E
max

 

|f |, |g|
(

dρ “ |µ| _ |ν|pEq ,

per ogni E P M, allora vale (2), e quindi l’insieme (1) ha ancora ρ-misura nulla. Ne
consegue che gli insiemi

 

x P X : fpxq “ 0
(

z
 

x P X : gpxq “ 0
(

,
 

x P X : gpxq “ 0
(

sono disgiunti e la loro unione è X. Inoltre, il primo è nullo per µ ed il secondo per ν, e
quindi µKν, come si voleva.

5. Siano E PM e A Ď E, A PM. Allora

µpAq ` νpEzAq ď µ_ νpAq ` µ_ νpEzAq “ µ_ νpEq ,

da cui
µ_ νpEq ě sup

 

µpAq ` νpEzAq : A Ď E , A PM
(

D’altra parte, preso
A “ E X

 

x P X : fpxq ě gpxq
(

,

si ha

µpAq ` νpEzAq “

ż

A
f dρ`

ż

EzA
g dρ “

ż

A
max

 

f, g
(

dρ`

ż

EzA
max

 

f, g
(

dρ “ µ_ νpEq ,

da cui la conclusione.

Esercizio 2

Sia pX,M, µq spazio con misura.

1. Si enunci e dimostri il teorema sulla disuguaglianza di Hólder.

2. Si provi che, se ψ P Lrpµq e ϕ P L8pµq, allora ψϕ P Lrpµq, dove 1 ď r ď 8.

Si assuma che µ sia σ-finita e che 1 ă p, q ă 8 siano esponenti coniugati. Siano tfnunPN Ď Lppµq
e tgnunPN Ď Lqpµq, con tgnunPN limitata in Lq.

3. Si provi che, se fn Ñ f in Lppµq, allora fn á f in Lppµq.

4. Si provi che, se fn Ñ f in Lppµq e gn á g in Lqpµq, allora fngn á fg in L1pµq.

5. Si provi che, se fn á f in Lppµq e gn á g in Lqpµq, allora, in generale, fngn ­á fg in L1pµq.
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Svolgimento

1. Omesso.

2. Se r “ 8, si ha
|ψϕpxq| ď }ψ}8}ϕ}8

per q.o. x P X, e quindi ψϕ P L8pµq. Se r ă 8,
ż

X
|ψϕ|r dµ ď }ϕ}r8

ż

X
|ψ|r dµ ă `8 ,

da cui |ψϕ| P Lrpµq.

3. Dobbiamo dimostrare che

lim
n

ż

X
fng dµ “

ż

X
fg dµ

per ogni fissata g P Lqpµq. Grazie alla disuguaglianza di Hölder, si trova
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fng dµ´

ż

X
fg dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X

ˇ

ˇpfn ´ fqg
ˇ

ˇ dµ ď }g}q}fn ´ f}p ,

da cui la conclusione, perché }fn ´ f}p Ñ 0.

4. Dobbiamo dimostrare che

lim
n

ż

X
fngnϕdµ “

ż

X
fgϕ dµ

per ogni fissata ϕ P L8pµq. Essendo }gn}q ď C per ogni n P N e per qualche C ą 0,
procedendo come al punto 2 si trova }gnϕ}q ď C}ϕ}8. Osservato che fϕ P Lppµq, sempre
grazie al punto 2, si ha

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
fngnϕdµ´

ż

X
fgϕ dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

X

ˇ

ˇpfn ´ fqgnϕ
ˇ

ˇ dµ`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
pgn ´ gqfϕ dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }fn ´ f}p}gnϕ}q `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
pgn ´ gqfϕ dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C}ϕ}8}fn ´ f}p `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X
pgn ´ gqfϕ dµ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ñ 0 ,

perché fn Ñ f in Lppµq e gn á g in Lqpµq.

5. Si consideri X “ r0, 1s con la misura di Lebesgue e siano fnpxq “ gnpxq “ senpnxq, x P r0, 1s.
Allora fn, gn á 0 in L2p0, 1q, ma fngn á 1{2 in L2p0, 1q perché la media di sen2 in un
intervallo periodo è 1{2.

Esercizio 3

Sia
F pxq “ arctanpx` 2qχs´8,´2rpxq ` 2χr´2,2rpxq ` e

´3px´2q χr2,`8rpxq .

1. Calcolare TF , funzione variazione totale di F , e provare che F P BV.

2. Detta µ la misura di Lebesgue-Stieltjes con segno associata ad F , sia

ϕpt, xq “
etx

x
, x ‰ 0 .

Trovare l’insieme D “
 

t P R : ϕpt, ¨q P L1p|µ|q
(

.

3. Sia ora fptq
.
“

ż

R
ϕpt, xq d|µ|pxq, t P D. Provare che f è derivabile in D.
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Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 3

Svolgimento

Il grafico di F è riportato in figura 1. Si osservi che

• F è C1 a tratti con punti di salto in x “ ´2 e x “ 2;

• F è crescente in s ´ 8,´2r;

• F è decrescente in s2,`8;

• F è costante in s ´ 2, 2r.

1. Sfruttando le osservazioni fatte sopra, si trova

TF pxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

arctanpx` 2q `
π

2
se x ă ´2 ,

π

2
` 2 se ´2 ď x ă 2 ,

π

2
` 4´ e´3px´2q se x ě 2 .

Poiché
TVR F “ lim

xÑ`8
TF pxq “

π

2
` 4 ă `8 ,

F risulta essere a variazione totale limitata.

2. Sempre sfruttando le osservazioni preliminari, si trova

dµ “

ˆ

1

1` px` 2q2
χs´8,´2rpxq ´ 3e´3px´2qχs2,`8rpxq

˙

dm` 2δ´2 ´ δ2 ,

dove m è la misura di Lebesgue, da cui si ricava

d|µ| “

ˆ

1

1` px` 2q2
χs´8,´2rpxq ` 3e´3px´2qχs2,`8rpxq

˙

dm` 2δ´2 ` δ2 .

Allora
ż

R
|ϕpt, xq| d|µ|pxq “

ż ´2

´8

etx

|x|p1` px` 2q2q
dx` 3

ż `8

2

etx

x
e´3px´2q dx` 2

e´2t

2
`
e2t

2
.
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Il primo integrale è finito se e solo se t ě 0, mentre il secondo lo è se e solo se t´ 3 ă 0, cio‘e
se e solo se t ă 3 (si noti che per t “ 3 la funzione integranda è e6{x, che ha integrale infinito
nell’intervallo s2,`8r). Allora D “ r0, 3r.

3. Si noti che Btϕpt, xq “ etx. Fissato ε ą 0, si trova che, se t P r0, 3´ εs,

|Btpt, xq| ď gεpxq , dove gεpxq “

#

1 se x ď 0 ,

ep3´εqx se x ą 0 .

Poiché
ż

R
gεpxq d|µ|pxq “

ż

´8

´2
1` px` 2q2

dx` 3e6
ż `8

2
e´εx dx` 2` e2p3´εq ă `8 ,

si ha gε P L
1p|µ|q. Per il teorema di derivazione degli integrali dipendenti da parametro, si

trova che f è derivabile in r0, 3´ εs per ogni ε ą 0, e quindi in D, grazie all’arbitrarietà di ε.
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