Analisi Reale - a.a. 2021/2022

Soluzione del compito del 24/1/2022

Esercizio 1

1.

Si diano le definizioni di misura esterna e di insieme misurabile per una misura esterna e si
enunci il teorema di Caratheodory.

Siano X insieme non vuoto, {u’},>1 successione di misure esterne su X e M,, la o-algebra degli
insiemi p-misurabili.

2.

3.

10.

Provare che p* : P(X) — [0, +o0] definita da p*(E) = Y, | u*(FE) ¢ misura esterna su X.

Provare che M = ()., M,, ¢ una o-algebra di insiemi p*-misurabili.

. Siano ora fi, = p e =pu* o Provare che u(E) = Y | un(E), E € M, & una misura.

Mn

0
. Provare che, se g : X — [0, 4+00] & M-misurabile, allora f gdu = Z f g diy.
X o1 YX

. Dedurre che g € LP(u), 1 < p < o0, se e solo se g € LP(uy,) per ogni n > 1 e vale

Zle ngﬁp(un) <+
Provare che g € L*(u) se e solo se g € L (1) per ogni n = 1 e sup,> ||9] po(u,) < +00-

Trovare un esempio di successione {i,},>1 € funzione g tali che g € L*(u,,) per ogni n > 1,
ma g ¢ L®(u).

. Sia ora {gr}r>1 € LP(p), 1 < p < o0, tale che gx — g in LP(u,) per ogni n e

o0
> SUp g o ) < +20-

n=1
Provare che g — g in LP(u) (si ricordi che — indica la convergenza debole).

Provare che la stessa conclusione del punto precedente vale per p = 1, supponendo p o-finita.

Svolgimento

1.

2.

Omesso.

Si omette: semplicemente di sfrutta il fatto che p) ¢ misura esterna per ogni n.

. Si omette: M & g-algebra perché intersezione di g-algebre e poi si sfrutta la definizione di

insieme miusrabile per una misura esterna.

. Si omette perché ¢ una diretta conseguenza del teorema di Caratheodory.

Se g = xg, E € M, si conclude sfruttando i punti 3 e 4. Se ¢ ¢ funzione semplice non
negativa, & una conseguenza della linearitda dell’integrale. Sia ora g € LT (X) e fissiamo
{®r}r>1 successione crescente di funzioni semplici non negative puntualmente convergente a
g. Allora, grazie al teorema di Beppo-Levi si ha

+00
dy = li dy = li djin .
JXg m llglfxwk m ngka fin



Osservato che per ogni n > 1 la successione

{J ¢kdﬂn}
X k=1

¢ crescente, essendo tale {pg}r>1, utilizzando nuovamente due volte il teorema di Beppo-Levi,

si ottiene
+o00 +0o0
QWL=1HHJ o dp = an‘Wkdﬂ = J gdpn,
JX k- Jx 7;1 k- Jx " ,;1 X "

come si voleva.

. Poiché, grazie al punto precedente,

+00 +00
sy = [ Lo di= 3 | 1ol i = 3 Lol
n=1 n=1

si conclude facilmente.

. Si ha che g € L®(u) se e solo se esiste o > 0 tale che

p({fre X lg(@)| > a}) =0,

cioe, sfruttando la definizione di u, se e solo se esiste a > 0 tale che

> pn(fe X < Jga)| = a}) = 0.

e quindi se e solo se esiste a > 0 tale che p,({x € X : |g(z)| > a}) = 0 per ogni n > 1, il che
equivale a dire che g € L*(u,,) per ogni n > 1 e sup,, |9/ po(u,) < @ < +o0.

. E sufficiente prendere X = R, fin, = 6, pin = P(R),

g(x):{n se x =mn,neN\{0},

0 altrimenti.

Allora |g|r»(5,) =n e g ¢ L*(u) perché

e, fissato a > 0, si ha
{reR:|g(z)| >a}={neN:n=[a] +1},
dove [-] indica la parte intera, da cui

p({zeR:|g(z)] > a}) = +o.

. Innanzitutto, si osservi che g € LP(u). Infatti, sia g esponente coniugato di p e si fissino
fe L), con | f|rp(y,) <1, ee>0. Troviamo k tale che

UX 9. dpn

dove si e sfruttata la disguaglianza di Holder. Grazie all’arbitrarieta di € > 0, si ottiene che

UX gf dpn

< lgrllee (a1 f I Loy + € < gl r(u,) + €,

< UX guf din| + UX(g -

< sup 19K 22 () -

2



da cui ||g]zr(u,) < suPg |9kl Lr(u,)- Allora, fissato N € N tale che

Sllip lgklr(u,y <1 ¥n >N,

si ottiene

—+00 N +00

191 = S 1900y < O (500 Il o)’ + 3 b Igiliouny < +o0

n=1 n=1 k n=N+1

Proviamo ora che g — ¢ in LP(u). Fissata f € L9(u) si ha
+00
limf gk f dp = lim J gk f gt - (1)
BoJx F nZ::l X !

Osservato che f € L9(uy) per ogni n e che {| f|pa(,,)}n=1 € limitata, poiché

1imf gkfdun=f gfdpn Vn =1,
ko Jx X

e, grazie alla disuguaglianza di Holder,

J 9kf dpin
X

¢ possibile passare al limite per convergenza dominata in (1) e ottenere

+00
i | gufdn= Y, | ofdun = | afdn
ko Jx ,;1 X X

e quindi la convergenza debole di {gx}r=1 a g in LP(u).

< [ fllzagun) Sup [ATZIPE

10. Essendo p misura o-finita, il duale topologico di L!(p) & isometricamente isomorfo a L®(y).
Inoltre, la stessa proprieta vale per le misure u,, essendo anche queste o-finite, perché, se
u(A) < +o0, anche u,(A) < 4+ per ogni n. Allora ¢ pssibile procedere come al punto
precedente, tenendo presente che, se f € L (), allora sup,, | f| Lo (u,) < +o0.

Esercizio 2

1. Si enunci e dimostri il teorema di continuitd e derivabilita degli integrali dipendenti da

parametro.
Sia ora 1 (®sent

sen
J d se x>0,

T Jo t
F(x)=<1 se x=0,

—1/22
e
se x<0.
T

2. Provare che ' € NBV.

3. Sia p la misura di Lbesgue-Stieltjes associata ad F' e |u| la sua variazione totale. Dato lo
spazio con misura (]0, +o0[x]|1, 400, B, m x |u|), dove B & la o-algebra dei boreliani, provare
che a funzione definita da

f?"('xvy) =

¢ integrabile per —1 < r < 3.

=] |y "
z* + (seny + 2)2’

z>0,y>1,

4. Sia ora
wm=f Fo(e,y)dim < ) (ey),  re]—13[
10,+00[x]1,4+00[

Provare che p € C1(] — 1, 3[).



Svolgimento
1. Omesso.

2. Si osservi che F € C(]—0,0[) e F € C*(]0, +0[). Inoltre, grazie al teorema di De L’Hopital,

lim F(x) = lim ST 1,

z—0t z—0+t T

e quindi F' & continua a destra, e, banalmente, F'(x) — 0 per x — —o0. Per dimostrare che
F' & a variazione totale limitata, e quindi NBV, non resta che provare che

2 — 22
4
x
F'(z) = 1 “sent
2(senx—f dt> se x>0,
T 0 t

appartiene a L'(R). Poiché F'(z) ~ 1/2% per + — —w e F(z) — 0 per z — 07, si ha
F' € L'(—0,0). Inoltre, |F'(x)] < C/x? defintivamente per x — 400 per qualche costante
C > 0, ed essendo

1.2
e l/w se x<0,

T sent
senx—f dt ~ 23 perz — 0t
0

si ha F'(z) — 0 per z — 07, da cui F’ € L(0, +0) e quindi la conclusione.

3. Siha
2—a2% 0 1 “sent
dyp = F'(z) do+5g = [ el 1/ X]—o0,0[(Z) + s (sena: Jo ; dt) X]O,+oo[(x):| dzx+dp ,
da cui

|2 B $2| —1/22 1
dlp| = [1'46 / X]—a0,0[(T) + 2

senz — j Seft dt’ x10,+oo[<x>] de+8, (2
0

Si osservi che 3
2|y~

Se dimostriamo che

T T
2 Iyl

Do o x e ) < oo
,+00| x|1,+00

per ogni r €] — 1, 3[, abbiamo concluso. Grazie al teorema di Tonelli si ha

f Wd(mﬂﬂ\)(fvayF(Fm Lxr dx) f lyl"d| | ()
10,4+00[x]1 4] T +1 o x*+1 11,+00[

Si osservi che

x’l’

zt+1

~a" perx— 0", ~1/|z|*" per z — 400,

e quindi il primo integrale & finito se e solo se 4 —r > 1 e r > —1, cioe per —1 < r < 3.
Quanto al secondo, grazie a (2), si ha

+00 1
yl~"d|pl(y =f 5
J]HOO[I |~ dlpl(y) LA

che ¢ finito non appena 2 +r > 1, cioe r > —1, essendo

v t
seny — f >en dt‘ (3)
o ¢t

Y t
seny — f i dt‘ dy ,
o ¢

y—)

funzione limitata, e si conclude.



4. Si noti che f, & derivabile rispetto ad r e vale

Inz —Iny
x* + (seny +2)2°

r,,—T

arfr(xay) =Ty

Se dimostriamo che ¢ € C}(] — 1+ ¢,3 — ¢[) per ogni 0 < € < 1, abbiamo concluso. Per farlo,
osserviamo che, se r €] — 1+ £,3 — [, vale

plbey—tpe 02 oy Yo 1
4 ~ 9 9
|0 fr(2,y) < [Y(2,y) = z 1
e 71+€|lnx\+lny g1
y xt+1 e Y '

Grazie al teorema di Tonelli e sfruttando (2), si ha

| U, y) dm x ), y) =
10,+00[x]1,4+00[
1 +00 +00 Y
4e |Inz] d J 3. |Inx] p f 1 f sentd
= - t| d
(Joa: A T+ . T A1 x = seny Tt Y|+
1 +00 +00
1 | | Y t
+ J x_HEWde’—}-J z37¢ |4nx\ dz f Illy seny—f SR dy | .
0 z*+1 0 z*+ 1 1 Y +e 0 t
Poiché
Cige | Inz Inz 3_ |Inz| Inx

per z — 0,

per x — +0,

x4 + 1 xl—e ZC4 + 1 xl-‘rs

e sfruttando la limitatezza della funzione (3), si deduce che ¢ € L'(m x |u|), e quindi la
conclusione, grazie al teorema di derivabilita degli integrali dipendenti da parametro.



