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Soluzione del compito del 14/2/2022

Esercizio 1

Fissatip=>0e 0 < d < 1, per ogni £ < R" si definisca

ee} o]
H,s(E 1nf{2 dlamE E < UEj, diamEj<5}.
=1 j=1

1. Si provi che H), s ¢ misura esterna su R".

2. Dato per assunto che i boreliani di R™ sono misurabili per H,, s per ogni 0 < ¢ < 1, provare
che il limite

lim Hps(E), E € Bgn ,
6—0t

esiste e definisce una misura.
3. Dato E € Bgn, si provi che, se H,(E) < 0, allora H,(E) = 0 per ogni q > p.

4. Fissati p = n = 1, si provi che esiste una costante ¢ > 0 tale che H; = ¢m, con m misura di
Lebesgue.

Svolgimento
1. Prendendo E; = (J per ogni j, si verifica facilmente che H, 5(&F) = 0. Dati A,B < X, A< B,
ogni ricoprimento {F;};>1 di B con insiemi di diametro al pitt 6 & anche un ricoprimento di
A, e quindi H,5(A) < Hp5(B). Resta da verificare la subadditivita numerabile. Sia {Aj}r>1
una famiglia di elementi di P(X). Fissato ¢ > 0, per ogni k > 1 troviamo una famiglia
{E?}j;l di sottoinsiemi di X tale che

e¢]
. ) €
dlamEgc <6 Vjk=1, 2 dlamEk H,5(A) + o

Poiché {E]k }jk=1 € un ricoprimento numerabile di (-, Ax con insiemi di diametro al piu 6,

si ha .
Hys (| Ax) < Y (diam B} = 3 3 (diam E})”
k>1 k=1 k=1j=1
o0 € e¢]
<) <Hp,6(Ak) + 27) = Hys(Ak) + e,
k=1 k=1

e si conclude per 'arbitrarieta di € > 0.

2. Sinoti che, fissati E € X e 0 < §; < g < 1, si ha
o o0
{{Ej}j;l i e U Ej, diamEj < 51} = {{Ej}j;l N e U Ej, diamEj < 52} ,
j=1 j=1

da cui H,5,(E) < Hps (EF), cioe la funzione ]0,1[3 § — H, 5(F) ¢ monotona decrescente e
quindi ha limite per § — 07 e vale



Dimostriamo che H, ¢ una misura. Che Hy,(J) = 0 & banale, visto che Hy (&) = 0 per
ogni §. Sia ora {Ay}r>1 una famiglia di boreliani a due a due disgiunti. Poiché sono insiemi
misurabili per H) 5 per ogni 9, si ha

Hp( U Ak> = 6lir(r]1+ HW;( U Ak> = hm Z (1)

k=1 k=1
Se

o0
D Hp(Ag) < +o0,
k=1

poiché H, 5(Ay) < H,(Ay) per ogni 6 e per ogni k, & possibile passare al limite in (1) per
convergenza dominata e ottenere la numerabile additivita di H,. Se invece

o
Z Hp(Ak) = 400
k=1

applicando il lemma di Fatou a (1) si ottiene

0]
(| 4x) :61_1)r61+Hp,5<UAk) = lim, ZHM (Ag) > Z lim H,s5(A) = Y, H,

k=1 k=1 k=1

da cul ancora la numerabile additivita.

. Sia {E}}j>1 una famiglia di sottoinsiemi di X tale che diam E; < <1 per ogni j > 1e

o0
> (diam E;)P < Hp(E) + 1.
j=1

Allora

e¢] o0
Z diam E;)? = Z diam E;)?P(diam E;)P < §77° Z(diam E;)P < 097P[Hys(E) + 1],
=1 j=1 j=1

da cui Hy(E) = 0, prendendo il limite per § — 0F.

. Banalmente, H; ¢ invariante per traslazioni, essendo tale il diametro di un insieme. Inoltre,

fissati, 0, M > 0, detto E; = [-M +(j —1)8, —M + jo], j = 1,...,[2M /6] + 1, dove [-] indica
la parte intera, si ha

[2M/8]+1 [2M/6]+1
Hys([-MM)< ) diamEj= > §<2M+1,
J=1 j=1

da cui Hy([—M, M]) < 2M + 1. Allora H; ¢ una misura invariante per traslazioni e finita sui
compatti, da cui la conclusione.

Esercizio 2

Siano p, g esponenti coniugati, 1 < p < 00.

1.

Provare che, se f € LP(R") e ¢ € L4(R™), allora f % ¢ funzione limitata e uniformemente
continua.

Siano ora ¢ € L4(R"™), g € LY(R™) e {fx}reny S LP(R™) successione limitata tale che f, — f in LP.

2.
3.
4.

Provare che (fy *v)g — (f *)g in L'(R").
Provare che f g — f % g in LP(R™).

Si provi che, se supp ¥, supp fr S Bas(0) per qualche M > 0 e per ogni k, allora f =1, fr*1 €
L'(R") per ogni ke N e fj, ¢ — f #1) in L'(R").



Svolgimento

1. Omesso.

2. Si osservi che, poiché per ogni z € R” la funzione = — 1 (z — y) appartiene a LI(R™) grazie
all'invarianza per traslazioni dell’integrale di Lebesgue in R", poiché fi — f in LP(R"), si ha

Jm i P(x) = Jm  f V() | fev—y)dy=| fyv(z—y)dy
—+® —+00 Rn R™

= f*9(z) Vo eR"™.
Allora,

lim fr*(x)g(x) = f+(x)g(z)  VreR",

k—+00

ed inoltre

[fi = (@)g(@)] < i = Dlolg(@)] < | fillplelalg(@)] < Clelqlg(2)l,

dove C = || fx|, per ogni k > 1. Poiché g € L}(R™), si conclude per convergenza dominata.

3. Fissata 1 € LY(R"™), si ha

f i g(2)y(z) dz = J ) < . fu(@ —y)g(y) dy) b(z) dz.

Poiché, per il teorema di Tonelli,

|| 16— maww@ravde = [ 1« @t do <+,

R xR™

utilizzando il teorema di Fubini e ponendo fi,(z) = fx(—z), si ottiene

ferg@i@ o= [ ([ fe-nu@ i) smds= [ fievmata.

R R

Adesso ¢ possibile procedere per convergenza dominata come al punto precedente perché,
banalmente, fr — f in LP(R"), dove f(y) = f(—y).

4. Grazie alla proprieta della convoluzione, supp fr * ¥ < m Allora
|fie # (@) < ClYloxgm(e)  YeeR",
dove la costante C' ¢ scelta come sopra. Poiché fi # ¢(x) — f #¢(x) per ogni z € R", si
conclude per convergenza dominata.
Esercizio 3

1. Si enunci e dimostri il teorema di convergenza dominata in LP, con 1 < p < 0.

2. Confutare con un controesempio la validita dello stesso teorema in L*.

Sia ora
x sen x 30

R X]—oo,—1[(%) + x[-1,0(%) + Xjor[(z) + €~

3. Calcolare la funzione variazione totale di F' e provare che F' & funzione NBV.

X[3r,+00[ (T) -

4. Detta p la misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad F', calcolare le decomposizioni di Hahn,
di Lebesgue-Radon-Nikodym rispetto alla misura di Lebesgue e di Jordan di p.



5. Sia .
f(z) = mX]o,+oo[(1?),
Trovare per quali p € [1, 0] vale f e LP(|ul).
6. Sia data la successione di funzioni {fx}r>1 definita da

fi(@) = ksen (f(2)/k) + k Xjr,3n( (%)
Trovare per quali p € [1,0] vale fi — f in LP(|ul).

Svolgimento

1. Enunciato. Siano (X, M, u) spazio con misura e 1 < p < 0. Data {fi}r>1 S LP(pn) tale che
fi — f q.o. ed esiste g € LP(u) tale che |fi(x)| < g(x) q.o0., allora f € LP(u) e fr — f in
LP(p).

Dimostrazione. Si ha |fx(x)| — |f(x)| q.0., e quindi |f(x)| < g(z) q.0., da cui f € LP(u).
Inoltre |fix(z) — f(z)] = 0 q.o0. e

(@) = f@) P < 22(fu(@) P + | f(@)P) < 2°(lg(@)[” + | f(2)") ,
e quindi, per convergenza dominata,
hmj ’fk — f\pdu = O,
k- Jx
da cui la convergenza di {fx}x>1 a f in LP(u).

2. Basta prendere X = R, M = Bg, u = m, fx = X[grt1]- Allora fr — 0 puntualmente,
|fx(z)| <1 per ogni z € R, ma la successione non tende a 0 in L*(m).

3. Sinoti che F & funzione C! a tratti, decrescente in | — oo, —1[, in ]0, 7[ e in [37, +-00[, mentre
¢ costante in [—1,0] e in |7, 37[. Allora

x
1122 se r<-—1,
2 se —1<x<0,
TF(33)2<3—S€;;ng se O<zx<m,
3 se m<x<3m,
\3—1—26*9” —e 3 se x=3m.

Allora

lim Tp(z) =3+ 277,
z—infty

e quindi F' ha variazione totale limitata. Inoltre, poiché banalmente ¢ funzione continua a
destra e F'(x) — 0 per x — —00, essa ¢ funzione NBV.

4. Grazie alle proprieta di F' si ha:
(a) decomposizione di Hahn:
P={-1,3r}, N =]—o00,—1[u]—1,3n[u]37,+o0[;

(b) decomposizione di Lebesgue-Radon-Nikodym:

2 X]*OO,*I[(J‘A) +

1+ 22?)

1— 22 T COST — Senx
M: e
( z?

Xjo,x[(Z) — 363$X[37r,+oo[($)> dr+

3
+ 55_1 + 6_97T537|— N



(¢) decomposizione di Jordan:

dp® = 3(5_1 +e 955,

2
B $2 -1 Senxr — r Ccosx —3x
= @ Xmemtl@) + =3 X0l () + 3¢ Xam e (2) | o
5. Sia 1 < p < 0. Si ha
™ ebr Senx — r cosx
Pd = d
| r@p e = [ e e

+00 e(pf?;)x v —on
4—3L7T —xp/4<x_27r)pdx+[f(37r)] e 7.

Si noti che
Senx — T COS T
———5 ——— ~% perz— 0,
T
e quindi il primo integrale ¢ finito se e solo se p/4 — 1 < 1, cioe se e solo se 1 < p < 8.
Per il secondo integrale si vede facilmente che e finito se e solo se 1 < p < 3. Inoltre,
f & L*(|p|) perché, se cosi fosse, essendo |u|(R) < +00o, si avrebbe f € LP(|u|) per ogni p.

Allora f € LP(|u|) se e solo se 1 < p < 3.
6. Osservato che |u|(]m, 37[) =0, si ha
fre(@) = f(z) e [fel@)| <|f(x)] per|pl-qo. zeR.

Allora & possibile concludere per convergenza dominata che frp — f in LP(|u|) se e solo se
I1<p<3.



