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Esercizio 1

Fissati p ě 0 e 0 ă δ ă 1, per ogni E Ď Rn si definisca

Hp,δpEq “ inf

#

8
ÿ

j“1

`

diamEj
˘p

: E Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ď δ

+

.

1. Si provi che Hp,δ è misura esterna su Rn.

2. Dato per assunto che i boreliani di Rn sono misurabili per Hp,δ per ogni 0 ă δ ă 1, provare
che il limite

lim
δÑ0`

Hp,δpEq , E P BRn ,

esiste e definisce una misura.

3. Dato E P BRn , si provi che, se HppEq ă 8, allora HqpEq “ 0 per ogni q ą p.

4. Fissati p “ n “ 1, si provi che esiste una costante c ą 0 tale che H1 “ cm, con m misura di
Lebesgue.

Svolgimento

1. Prendendo Ej “ H per ogni j, si verifica facilmente che Hp,δpHq “ 0. Dati A,B Ď X, A Ď B,
ogni ricoprimento tEjujě1 di B con insiemi di diametro al più δ è anche un ricoprimento di
A, e quindi Hp,δpAq ď Hp,δpBq. Resta da verificare la subadditività numerabile. Sia tAkukě1
una famiglia di elementi di PpXq. Fissato ε ą 0, per ogni k ě 1 troviamo una famiglia
tEkj ujě1 di sottoinsiemi di X tale che

diamEkj ď δ @j, k ě 1 ,
8
ÿ

j“1

pdiamEkj q
p ď Hp,δpAkq `

ε

2k
.

Poiché tEkj uj,kě1 è un ricoprimento numerabile di
Ť

kě1Ak con insiemi di diametro al più δ,
si ha

Hp,δ

´

ď

kě1

Ak

¯

ď

8
ÿ

j,k“1

pdiamEkj q
p “

8
ÿ

k“1

8
ÿ

j“1

pdiamEkj q
p

ď

8
ÿ

k“1

´

Hp,δpAkq `
ε

2k

¯

“

8
ÿ

k“1

Hp,δpAkq ` ε ,

e si conclude per l’arbitrarietà di ε ą 0.

2. Si noti che, fissati E Ď X e 0 ă δ1 ă δ2 ă 1, si ha

"

tEjujě1 : E Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ď δ1

*

Ď

"

tEjujě1 : E Ď
8
ď

j“1

Ej , diamEj ď δ2

*

,

da cui Hp,δ2pEq ď Hp,δ1pEq, cioè la funzione s0, 1rQ δ ÞÑ Hp,δpEq è monotona decrescente e
quindi ha limite per δ Ñ 0` e vale

HppEq “ lim
δÑ0`

Hp,δpEq “ sup
0ăδă1

Hp,δpEq .
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Dimostriamo che Hp è una misura. Che HppHq “ 0 è banale, visto che Hp,δpHq “ 0 per
ogni δ. Sia ora tAkukě1 una famiglia di boreliani a due a due disgiunti. Poiché sono insiemi
misurabili per Hp,δ per ogni δ, si ha

Hp

´

ď

kě1

Ak

¯

“ lim
δÑ0`

Hp,δ

´

ď

kě1

Ak

¯

“ lim
δÑ0`

8
ÿ

k“1

Hp,δpAkq . (1)

Se
8
ÿ

k“1

HppAkq ă `8 ,

poiché Hp,δpAkq ď HppAkq per ogni δ e per ogni k, è possibile passare al limite in (1) per
convergenza dominata e ottenere la numerabile additività di Hp. Se invece

8
ÿ

k“1

HppAkq “ `8 ,

applicando il lemma di Fatou a (1) si ottiene

Hp

´

ď

kě1

Ak

¯

“ lim
δÑ0`

Hp,δ

´

ď

kě1

Ak

¯

“ lim
δÑ0`

8
ÿ

k“1

Hp,δpAkq ě
8
ÿ

k“1

lim
δÑ0`

Hp,δpAkq “
8
ÿ

k“1

HppAkq ,

da cui ancora la numerabile additività.

3. Sia tEjujě1 una famiglia di sottoinsiemi di X tale che diamEj ă δ ă 1 per ogni j ě 1 e

8
ÿ

j“1

pdiamEjq
p ď Hp,δpEq ` 1 .

Allora
8
ÿ

j“1

pdiamEjq
q “

8
ÿ

j“1

pdiamEjq
q´ppdiamEjq

p ă δq´p
8
ÿ

j“1

pdiamEjq
p ď δq´p

“

Hp,δpEq ` 1
‰

,

da cui HqpEq “ 0, prendendo il limite per δ Ñ 0`.

4. Banalmente, H1 è invariante per traslazioni, essendo tale il diametro di un insieme. Inoltre,
fissati , δ,M ą 0, detto Ej “ r´M `pj´1qδ,´M ` jδs, j “ 1, . . . , r2M{δs`1, dove r¨s indica
la parte intera, si ha

H1,δpr´M.M sq ď

r2M{δs`1
ÿ

j“1

diamEj “

r2M{δs`1
ÿ

j“1

δ ď 2M ` 1 ,

da cui H1pr´M,M sq ď 2M ` 1. Allora H1 è una misura invariante per traslazioni e finita sui
compatti, da cui la conclusione.

Esercizio 2

Siano p, q esponenti coniugati, 1 ă p ă 8.

1. Provare che, se f P LppRnq e ψ P LqpRnq, allora f ˚ ψ è funzione limitata e uniformemente
continua.

Siano ora ψ P LqpRnq, g P L1pRnq e tfkukPN Ď LppRnq successione limitata tale che fk á f in Lp.

2. Provare che pfk ˚ ψqg Ñ pf ˚ ψqg in L1pRnq.

3. Provare che fk ˚ g á f ˚ g in LppRnq.

4. Si provi che, se suppψ, supp fk Ď BM p0q per qualche M ą 0 e per ogni k, allora f ˚ψ, fk ˚ψ P
L1pRnq per ogni k P N e fk ˚ ψ Ñ f ˚ ψ in L1pRnq.
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Svolgimento

1. Omesso.

2. Si osservi che, poiché per ogni x P Rn la funzione x ÞÑ ψpx ´ yq appartiene a LqpRnq grazie
all’invarianza per traslazioni dell’integrale di Lebesgue in Rn, poiché fk á f in LppRnq, si ha

lim
kÑ`8

fk ˚ ψpxq “ lim
kÑ`8

fk ˚ ψpxq

ż

Rn

fkpyqψpx´ yq dy “

ż

Rn

fpyqψpx´ yq dy

“ f ˚ ψpxq @x P Rn .

Allora,
lim

kÑ`8
fk ˚ ψpxqgpxq “ f ˚ ψpxqgpxq @x P Rn ,

ed inoltre

ˇ

ˇfk ˚ ψpxqgpxq
ˇ

ˇ ď }fk ˚ ψ}8|gpxq| ď }fk}p}ψ}q|gpxq| ď C}ψ}q|gpxq| ,

dove C ě }fk}p per ogni k ě 1. Poiché g P L1pRnq, si conclude per convergenza dominata.

3. Fissata ψ P LqpRnq, si ha

ż

Rn

fk ˚ gpxqψpxq dx “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn

fkpx´ yqgpyq dy

˙

ψpxq dx .

Poiché, per il teorema di Tonelli,

ĳ

RnˆRn

|fkpx´ yqgpyqψpxq dydx “

ż

Rn

|fk| ˚ |g|pxq|ψpxq| dx ă `8 ,

utilizzando il teorema di Fubini e ponendo f̃kpzq “ fkp´zq, si ottiene

ż

Rn

fk ˚ gpxqψpxq dx “

ż

Rn

ˆ
ż

Rn

fkpx´ yqψpxq dx

˙

gpyq dy “

ż

Rn

f̃k ˚ ψpyqgpyq dy .

Adesso è possibile procedere per convergenza dominata come al punto precedente perché,
banalmente, f̃k á f̃ in LppRnq, dove f̃pyq “ fp´yq.

4. Grazie alla proprietà della convoluzione, supp fk ˚ ψ Ď B2M p0q. Allora

ˇ

ˇfk ˚ ψpxq
ˇ

ˇ ď C}ψ}qχB2M p0q
pxq @x P Rn ,

dove la costante C è scelta come sopra. Poiché fk ˚ ψpxq Ñ f ˚ ψpxq per ogni x P Rn, si
conclude per convergenza dominata.

Esercizio 3

1. Si enunci e dimostri il teorema di convergenza dominata in Lp, con 1 ă p ă 8.

2. Confutare con un controesempio la validità dello stesso teorema in L8.

Sia ora
F pxq “

x

1` x2
χs´8,´1rpxq ` χr´1,0spxq `

senx

x
χs0,πrpxq ` e

´3xχr3π,`8rpxq .

3. Calcolare la funzione variazione totale di F e provare che F è funzione NBV.

4. Detta µ la misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad F , calcolare le decomposizioni di Hahn,
di Lebesgue-Radon-Nikodym rispetto alla misura di Lebesgue e di Jordan di µ.
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5. Sia

fpxq “
ex

4
?
xpx´ 2πq

χs0,`8rpxq ,

Trovare per quali p P r1,8s vale f P Lpp|µ|q.

6. Sia data la successione di funzioni tfkukě1 definita da

fkpxq “ k sen
`

fpxq{k
˘

` k χsπ,3πrpxq .

Trovare per quali p P r1,8s vale fk Ñ f in Lpp|µ|q.

Svolgimento

1. Enunciato. Siano pX,M, µq spazio con misura e 1 ă p ă 8. Data tfkukě1 Ď Lppµq tale che
fk Ñ f q.o. ed esiste g P Lppµq tale che |fkpxq| ď gpxq q.o., allora f P Lppµq e fk Ñ f in
Lppµq.

Dimostrazione. Si ha |fkpxq| Ñ |fpxq| q.o., e quindi |fpxq| ď gpxq q.o., da cui f P Lppµq.
Inoltre |fkpxq ´ fpxq| Ñ 0 q.o. e

|fkpxq ´ fpxq|
p ď 2p

`

|fkpxq|
p ` |fpxq|p

˘

ď 2p
`

|gpxq|p ` |fpxq|p
˘

,

e quindi, per convergenza dominata,

lim
k

ż

X
|fk ´ f |

p dµ “ 0 ,

da cui la convergenza di tfkukě1 a f in Lppµq.

2. Basta prendere X “ R, M “ BR, µ “ m, fk “ χrk,k`1s. Allora fk Ñ 0 puntualmente,
|fkpxq| ď 1 per ogni x P R, ma la successione non tende a 0 in L8pmq.

3. Si noti che F è funzione C1 a tratti, decrescente in s ´8,´1r, in s0, πr e in r3π,`8r, mentre
è costante in r´1, 0s e in rπ, 3πr. Allora

TF pxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

´
x

1` x2
se x ă ´1 ,

2 se ´1 ď x ď 0 ,

3´
senx

x
se 0 ă x ă π ,

3 se π ď x ă 3π ,

3` 2e´9π ´ e´3x se x ě 3π .

Allora
lim

xÑinfty
TF pxq “ 3` 2e´9π ,

e quindi F ha variazione totale limitata. Inoltre, poiché banalmente è funzione continua a
destra e F pxq Ñ 0 per xÑ ´8, essa è funzione NBV.

4. Grazie alle proprietà di F si ha:

(a) decomposizione di Hahn:

P “ t´1, 3πu , N “s ´8,´1rYs ´ 1, 3πrYs3π,`8r ;

(b) decomposizione di Lebesgue-Radon-Nikodym:

dµ “

ˆ

1´ x2

p1` x2q2
χs´8,´1rpxq `

x cosx´ senx

x2
χs0,πrpxq ´ 3e´3xχr3π,`8rpxq

˙

dx`

`
3

2
δ´1 ` e

´9πδ3π ;
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(c) decomposizione di Jordan:

dµ` “
3

2
δ´1 ` e

´9πδ3π ,

dµ´ “

ˆ

x2 ´ 1

p1` x2q2
χs´8,´1rpxq `

senx´ x cosx

x2
χs0,πrpxq ` 3e´3xχr3π,`8rpxq

˙

dx .

5. Sia 1 ď p ă 8. Si ha

ż

R
|fpxq|p d|µ|pxq “

ż π

0

epx

xp{4p2π ´ xqp
senx´ x cosx

x2
dx`

` 3

ż `8

3π

epp´3qx

xp{4px´ 2πqp
dx`

“

fp3πq
‰p
e´9π .

Si noti che
senx´ x cosx

x2
„ x per xÑ 0 ,

e quindi il primo integrale è finito se e solo se p{4 ´ 1 ă 1, cioè se e solo se 1 ď p ă 8.
Per il secondo integrale si vede facilmente che è finito se e solo se 1 ď p ď 3. Inoltre,
f R L8p|µ|q perché, se cos̀ı fosse, essendo |µ|pRq ă `8, si avrebbe f P Lpp|µ|q per ogni p.
Allora f P Lpp|µ|q se e solo se 1 ď p ď 3.

6. Osservato che |µ|psπ, 3πrq “ 0, si ha

fkpxq Ñ fpxq e |fkpxq| ď |fpxq| per |µ|-q.o. x P R .

Allora è possibile concludere per convergenza dominata che fk Ñ f in Lpp|µ|q se e solo se
1 ď p ď 3.
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