Analisi Reale - a.a. 2022/2023

Soluzione del compito del 23/1/2023

Esercizio 1

Siano X # ¢ un insieme, p* : P(X) — [0,+00] una misura esterna su X e M o-algebra degli
insiemi p*-misurabili.

1. Sia A e M. Provare chese E € Ae FF < X\A, allora p*(E U F) = p*(E) + p*(F) .

2. Dimostrare che, se {A4;};>1 € M & successione di insiemi misurabili a due a due disgiunti e
0¢]

0
E; < Aj per ogni j > 1, allora ,u*< U Ej> = Z wr(E;).
j=1

Jj=1

Dato F < X , un elemento E € M si dice un ricoprimento misurabile di F se F < E e per ogni
Be M, B< E\E, vale u*(B) = 0.

3. Sia dato E < X per cui esiste Ey € M tale che E < Ey e u*(Ey) < +00 e sia M(FE) = {A €
M : E c A}. Provare che esiste E € M(E) tale che p*(E) = min {pn*(A): Ae M(E)} e che
E & un ricoprimento misurabile di F.

Siano ora u* = m®*, misura esterna di Lebesgue su R, e N l'insieme di Vitali. Fissato j € N, si
e}

ponga N(j)=N+je E = UN(j).

j=0

4. Una volta dimostrato che 0 < m*(IN) < 1, provare che esiste un ricoprimento misurabile di
E.

Svolgimento
1. Poiché A & misurabile si ha

pPEVFE)=p*(EUF)nA)+p*((EuF)nA®) =p*(E)+ pu*(F).
2. Dal punto precedente si ricava facilmente per induzione che
n n
u*< U Ej) = X HE(E).
j=1 j=1
Per subadditivita e monotonia di p* si ricava
0 0 n n
D HH(Ey) = M*< U Ej) > M*( U Ej) = > HA(Ey),
j=1 j=1 j=1 j=1
da cui la conclusione passando al limite per n — +4o0.
3. Poiché p*(Ep) < 400, si ha
I =inf{p*(A): Ae M(E)} < +0.
Fissato k e N, k > 1, sia E}y, € M(FE) tale che

W (B < I+ 1/k,



e sia E = Uj—; Ex. Allora, banalmente E < EeEeM perché Fy € M per ogni ke M e
o-algebra, da cui F € M(FE). Inoltre, per ogni k > 1 vale

I <p*(E) < p*(Bp) <1+1/k,
da cul la conclusione. Sia ora B € M, B < E\E Se fosse p*(B) > 0, osservato che
E c E\Be M e che u*|M ¢ misura, si avrebbe
p*(E\B) = p*(E) — p*(B) = I — p*(B) < I,

assurdo. Dunque E &un ricoprimento misurabile di F.

4. Essendo N < [0, 1], per monotonia si ha m*(N) < m*([0,1]) = 1. Fissato r € Q n [0, 1], sia
N.={z+r:zeNn[0,1-r[}u{z+r—1:2e Nn[l-r1[}
I'insieme costruito a lezione. Per subadditivita si ha
t=m* (o) =m*( | M) Y mfN)= Y mr(V).

reQn[0,1] reQn[0,1] reQn[0,1]

—_—

Se fosse m*(N) = 0, si otterrebbe un assurdo. Dunque 0 < m*(N) < 1. Sia ora N(j) un
ricoprimento misurabile di N(j), che esiste perché m*(N(j)) = m*(N) < 1. Si ponga

k
E=JNG).
j=1
Si ha E € M, perché N(]) € M per ogni j, e
o0 0 _—
E=[JNG < JNG-
j=1 j=1
Sia B € E\E. Posto B; = B N(j), si ha B; € M e B; € N(j)\N(j), da cui m*(B;) = 0, e
quindi
o0
m*(B) =< Y, m*(B;) = 0.
j=1

Allora E ¢ ricoprimento misurabile di E.

Esercizio 2

Sia (X, M, i) spazio con misura.

1. Provare che, se f € L'(u), allora lim |f|dp = 0.
IR IED

2. Provare che, data {fi}r>1 S L'(n) per cui esiste g € L'(u) tale che |fi| < g q.0. e per
ogni k, allora {fi}r>1 € uniformemente integrabile, cioé per ogni £ > 0 esiste t. > 0 tale che

| fx| dp < € per ogni k > 1 e per ogni t > t..
{Ifu]>t}

3. Provare che, se {fi}r>1 S L'(i) & uniformemente integrabile, allora per ogni ¢ > 0 esiste

de > 0 tale che, dato E € M con u(FE) < de, si ha j | fie| du < € per ogni k > 1.
E

4. Dimostrare che, se {filx=1 S L'(u) converge a zero in L'(p), allora & uniformemente
integrabile.

5. Sia ora u(X) < +oo. Provare che, se {fx}r=1 S L*(1) ¢ uniformemente integrabile e fr — 0
q.0., allora f, — 0 in L'(u).



Svolgimento
1. Sia {t;}x>1 S]0, +oo[ tale che ty — +o0. Poiché f e L (u), vale
p({ze X :|f(z)| = +x}) =0.

Posto
fe(@) = f(@)X{ 11500 (7) 5

si ha allora f;, — 0 q.o. Inoltre, |fi| < |f| € L'(1) q.0. Per convergenza dominata si deduce
che

- hnlif fedu = lim fld,
k—+0o0 k—+00 {|f|>tx}

da cul la conclusione.

2. Sia
By ={ze X :|fi(x) > g(x)},

cosicché p(Bg) =0e
{xeﬁBk | fr(z |>t} {xeX g(z >t}

Allora
f Iﬁwu=f |ﬁW#+J il di
{|fr|>t} {|fx|>t}n By {lfe|>t}nBg

|feldp < J lgldu,
{lgl>t}

Llfk>t}ﬁ3k

da cui la conclusione per il punto precedente, essendo g € L' ().

3. Sia e > 0 fissato e t. come al punto precedente in corrispondenza di /2. Allora, dato E' € M

si ha
| 1= | ol die+ | feldi < /2 + 2tpu(F)
E En{|fr|>2t:} En{|frl<2t:}
Preso 0. < €/(4t.), si conclude.

4. Fissato ¢ > 0, esiste N €e N, N > 1, tale che

k>N — J |fx| dp < €.
X

E facile verificare che fi,..., fn sono uniformemente integrabili (perché?), e quindi esiste
t. > 0 tale che

f |feldp <e Vt>t. ,Yk=1,...,N.
{1 x>t}

Allora, fissato t > t., si ottiene
se k=1,...,N,

| fiel dp <
J{|fk|>t} f |feldp<e  se k>N,
X

da cui la conclusione.

5. Fissato € > 0, sia t. come al punto 2. Allora

f|nwu=f Iﬁwu+f \ﬁmu<€+JLMMW<%y
X {|fk‘>2t5} {‘fﬂéQtE} X



Essendo
| felxqfoj<2tcy = 0 g0, | felX (1 <ty < 2t € L'(p)

perché p(X) < 400, per convergenza dominata di deduce che

i, [ e =0,

da cui
fimsup [ |fildp < <.
X

k—+00
e quindi la conclusione.
Esercizio 3
1
Sia data la funzione F : R — R definita da F(z) = 332€xX]—oo of(z) + T3 6 X0 +oof (%)
I x b
1. Calcolare Tk, funzione variazione totale di F', e provare che F' ¢ NBV.

2. Detta pp la misura di Lebesgue-Stieltjes associata ad F', calcolare le sue decomposizioni di
Lebesgue-Radon-Nikodym rispetto alla misura di Lebesgue, di Hahn e di Jordan.

3. Trovare per quali p € [1, 0] la funzione ¢(t) = ¢ appartiene a LP(|ur|).

Svolgimento

Il grafico di F' ¢ riportato in figura 1 Si osservi che

Figura 1: Il grafico della funzione dell’esercizio 3

e ['¢ C! a tratti con un punto di salto in z = 0;
e F & crescente in | — 00, —2] e in |1, 4+00[;

e F & decrescente in [—2,0[ e in [0, +o0].



1. Banalmente

FeC'(]—-m,0)) nC°]0,+x[), lim F(z)=0, lim F(z)=1=F(0).

T——00 2—0+

Calcoliamo Tr. Grazie alle proprieta di monotonia di F' si ottiene

z2e® se < -2,
Tr(x) = 8e 2 — z2e® se —2<x<0,
1
8e 2 +2— se =0
1+ 26

Inoltre vale
TVe F = lim Tr(z) =8 2+2< +w,
Tr—+00

e quindi F'é funzione NBV.

2. Sfruttando le proprieta di regolarita e monotonia di F' si ottiene che la decomposizione di
Lebesgue-Radon-Nikodym di up rispetto a m e

. 62°
dpr = [m(ﬂc +2)e"X] o000 (%) — (1+x6)2X]0,+00[(x)] dm + do ,

mentre le decomposizioni di Hahn e Jordan sono rispettivamente
P=]—ow,-2]u{0}, N =]-2,0[u]0,+o0],

dug = (2 + 2)e"X]_o,—9y (x) dm + do

duy = [—96(33 +2)e’x)—,00(®) + WX]0,+OO[($)] dm .

3. Poiché

. 620
d‘,U’F| = |:’.’E(Z‘ + 2)’6 X]*O0,0[(x) + (:I-_’_WX]07+OO[(.T):| dm + 50,

fissato p € [1, o[, affinché ¢ € LP(|up|) deve essere

0 400 1
f ]t]p\t(t+2)\etdt+6f P —————dt < 0.
—0Q0

0 (1+19)
Essendo PPl ) .
) tiP|t(t + 2)|e
tEI—noo et/2 N 07

utilizzando il criterio del confronto si ottiene che il primo integrale ¢ finito per ogni p. Quanto
al secondo integrale, si ha

1

tp+5
(1+16)2

~ P77 pert— +00,

e quindi, sempre per il criterio del confronto, ¢ finito se e solo se 7 —p > 1, cioe se e solo se
p < 6. Essendo poi |up|(R) < 40, se fosse ¢ € L™ (|up|), si avrebbe ¢ € LP(|up|) per ogni p,
assurdo. Dunque ¢ € LP(|ur|) se e solo se p < 6.



