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Terzo appello

Esercizio 1

Dato il sistema lineare

z z 0
y|=At)ly|+| 0 |, (1)
2 z te?

si determinino la matrice dei coefficienti A(t) sapendo che l'integrale generale del sistema omogeneo
associato nell’intervallo ]0, +o0o[ &

z(t) = c2
y(t) = coel + c3t (2)
(t) cit + 636

Svolgimento

Da (2) si deduce che
0 e 0
Wit)=[(0 e ¢
t

et

0
& matrice risolvente del sistema in 0, 4-00[. Poiché W (¢) & soluzione di W'(t) = A(t)W (t), si ricava
che
0 e 0\ [e/t? —el/t? 1/t
A =W'HOWe)]t=(0 e 1 et 0 0
1 el) \-1/t 1/t 0

o

1 0 0
= 1—1/t 1/t 0
elft2 —elJt eljt—elJt? 1/t
Per calcolare la soluzione di (1) che soddisfa le condizioni iniziali assegnate, dobbiamo procurarci
una soluzione particolare di (1). Con il metodo della variazione delle costanti si trova

¢ 0 ¢ [eS)s® —es)s? 1)s 0
v(t) = W) / w0 | ds=w) / = 0 o[ o |ads
1 se” s L\-1/s 1/s 0 se”s
;. fe 8 0 e 0 el —et 0
= W(t)/ 0 |ds=10 € t 0 = 0
L\o t 0 ¢ 0 tlemt —e™t)

L’integrale generale di (1) si scrive

z(t) = coel
y(t) = coel + c3t
2(t) = et + ezet +tle —et).



Essendo
(1) =ce, y(l) =coe+c3, z(1)=c1+cze,

si ottiene che devono sussistere ¢; = c2 = ¢3 = 0, e quindi la soluzione del problema di Cauchy
assegnato ¢ la funzione ¢ — v(t) sopra calcolata (come ci si poteva aspettare...).

Esercizio 2

Sia data la famiglia di superfici
Sap = {(z,y,2) € R3:z=e %22+ e*bzyz, em20% 2 4 e*2b2y2 <1},
dove a,b,c € R.
1. Si calcoli 'area |X, | di 3,4 al variare di a,b € R.
2. Si enunci il teorema e dimostri il sui moltiplicatori di Lagrange in R2.
3. Si dimostri che esiste il massimo di |¥, 3| al variare di a,b in
['={(a,b) eR?: e + e =8}

e lo si calcoli usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Svolgimento

1. ¥4, ¢ una superficie cartesiana, parametrizzabile con
(z,y) — (z,y, e g2 4 e_beQ) , (z,y) € D = {(w,y) cR2: e 2072 4 e_2b2y2 < 1} .

Allora, sfruttando il fatto che D & un’ellisse, con il cambio di coordinate

T = e pcosd
{_ P p>0, ¥elo,2n],

Y= epr sen, -
si ottiene
2 pl .
S| = //D \/1 +4(e 222 + e=2%y?) dady = / / V1 +4p2e® 0 p dpdi)
o Jo
ed’+b? 23/ 1 3/2 a2+
= 1+4 o
() = (6 1)

2. Lasciata al lettore.

2 2 . . N . . 7
3. Essendo (a,b) — e® + e funzione continua, T' ¢ chiuso. Inoltre, poiché deve essere

si ha a2, b2 < In 8, da cui

jal, |b] < VIns,
e quindi I' € anche limitato. Essendo
a?+b?
12

e

(a,b) = [Sap| = (532 = 1) P



funzione continua, per il teorema di Weierstrass essa ha massimo in I'. E evidente che
.. . .. 212 .,
massimizzare |X, ;| equivale a massimizzare e +°". Poiché

V(ea2 + eb2) = (2ae“2,2beb2) =(0,0) <= (a,b)=1(0,0)£T,

il vincolo e costituito di punti regolari, e quindi e possibile appplicare il metodo dei moltipli-
catori di Lagrange. Bisogna trovare i punti critici di

R3 > (a,b,\) — et _ )\(6“2 +e 8).

Si trova che deve essere

2ae?” TV — 2a ) =0 a(e® —A) =0 a=0 o "=\
2be®*H0* — 2pAe?” = 0 — b(e” —A) =0 — b=0 o e =)\
e +eb” =8 e +eb” =8 e + et =38.

Allora i punti critici sono
(a,b,\) = (0,£VIn7,1), (a,b,A\) = (£VIn7,0,1), (a,b,\) = (£VIn4d, +VIn4, 4).
Poiche

2 2 2 2 2 2
et =7, et =7, e b =16,

(a,b)=(0,£vIn7) (a,b)=(+vIn7,0) (a,b)=(£vIn4,£vIn4)

si deduce che

4
Sap = (62— 1) =x.
(@pjer " ( )3
Esercizio 3
Sia data ’equazione
ye' +ze’ =0, (z,y) € R?. (3)

1. Si dia la definizione di curva regolare.

2. Si provi che (3) definisce in un intorno di (0, 0) una curva regolare di cui si chiede di calcolare
un vettore tangente in (0, 0).

3. Si provi che (3) definisce in un intorno di x = 0 una funzione y = () di classe C.

4. Si provi che in un intorno di = 0 la funzione ¢ & decrescente e convessa.

Svolgimento

1. Lasciata al lettore.

2. Posto f(z,y) = ye® + xze¥, si ha f(0,0) = 0 ed inoltre

Vf(z,y) = (ye® +¢¥,e” + zeY) = (1,1) # (0,0),
(x’y):(o’o) (m,y):(0,0)

da cui la conclusione per il teorema di Dini. Poiché la curva definita da (3) € una curva di
livello di f, un vettore tangente v in (0,0) deve essere ortogonale a V f(0,0), e quindi basta
scegliere v = (—1,1).



3. Essendo f almeno di classe C! (in verita ¢ di classe C*) e poiché f(0,0) = 0 e 9,(0,0) =
1 # 0, il teorema di Dini assicura 'esistenza di ¢, con ¢(0) = 0. Il fatto che ¢ sia di classe
C? deriva dalla regolarita di f.

4. Siha o, f( (@)
/ __ OzJ T, pT
P = = Fl @)
da cui
o 0uf(0,0)
PO =500 = ="

e quindi ¢ & (strettamente) decrescente in un intorno di = 0. Per dimostrare la proprieta
di covessita calcoliamo ¢”(0). Si ha

"(z) = — ! 2 f(z, oz 2z, o(z)¢ (x x,p(x
¢ (x) [8yf(x,g0(:c))]2“8mf( s(2)) + 0z, f (@, ()¢ ()] 9y f (2, () +

— (02, f(z,0(x)) + 05, f (, p(2))¢' ()] D f (z, p(2)) | -
Essendo
agxf(xa y) = yex s 8gyf($, y) =e* +eY s 8ny($, y) = ze¥ ,

si ha
82,£(0,0)=0,  92,f(0,00=2,  92,f(0,0)=0,

e quindi ¢”(0) =4 > 0, da cui la convessita di ¢ in un intorno di z = 0.



