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Scrivere le risposte richieste su questo foglio senza giustificazione.
Il candidato deve riconsegnare questo foglio, assieme al foglio intestato.
È vietato usare libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.

Ogni affermazione deve essere adeguatamente giustificata sul foglio intestato.

Parte di esercizi

Esercizio 1 [6 punti]

Siano dati la funzione f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ R2, e l’insieme

Γ =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + ln(y2 + 1) = 1
}
.

1. Provare che f ha massimo e minimo in Γ.

2. Calcolarne i valori utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Indicare nella zona sottostante:

• i punti critici vincolati:

• i valori di minimo e massimo:

Esercizio 2 [6 punti]

Sia dato il campo vettoriale

F(x, y, z) = − 2x

z − x2 − y2
i− 2y

z − x2 − y2
j +

1

z − x2 − y2
k , z > x2 + y2 .

1. Si provi che è conservativo e se ne calcoli il potenziale U tale che U(0, 0, 1) = 0.

2. Si calcoli ∫
γ

F · dr ,

dove γ è la curva parametrizzata da

r(t) = t2esin t i + cos t j +
(
t4e2 sin t + cos2 t+ 1

)
k , t ∈ [0, 2π] .

3. Si calcoli il flusso del rotore del campo vettoriale

G(x, y, z) = F(x, y, z) + z i− xk

attraverso la superficie

Σ =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + (z − 4)2 = 1 , y > 0
}
,

orientata in modo che il versore normale n soddisfi n · j > 0.



Indicare nella zona sottostante:

• il potenziale U richiesto:

• il valore dell’integrale al punto 2:

• il flusso del rotore di G attraverso Σ:

Esercizio 3 [6 punti]

Data la funzione

f(x, y) =


sin(x2 + y2)

x2 + y2
se (x, y) 6= (0, 0) ,

1 se (x, y) = (0, 0) ,

se ne studino le proprietà di continuità, derivabilità e differenziabilità in (0, 0).
Indicare nella zona sottostante:

• se f è continua in (0, 0):

• se f è derivabile in (0, 0) e gli eventuali valori delle sue derivate parziali in (0, 0):

• se f è differenziabile in (0, 0):

Esercizio 4 [6 punti]

Utilizzando un opportuno cambio di variabili calcolare∫∫
D

x+ 2y

x− y + 5
dxdy

dove
D =

{
(x, y) ∈ R2 : x− y ≤ x+ 2y ≤ (x− y)2 , 1 ≤ x− y ≤ 2

}
.

Indicare nella zona sottostante:

• il cambio di variabili effettuato:

• il valore dell’integrale da calcolare:


