Fondamenti di Analisi Matematica 2 - a.a. 2013/2014

Quarto appello

N.B.: E omesso lo svolgimento delle domande di teoria.

Esercizio 1
Sia data la funzione definita da

zysenz + (2z + 3y)(x2 + y2)
flz,y) = 222 + 12 se  (z,y) # (0,0),

0 se (x,y) = (070)7

(z,y) € R%.

Si studino continuita, derivabilita e differenziabilita di f in (0,0).
Svolgimento
Essendo 222 + 4% > 22 + 2, per (x,y) # (0,0) si trova

z? + y? |lzy|
22 +y2 = 22 + 42

|2yl
2(E2 + y2

()| < [sena| + 2¢ + 3] |sen| + |2¢ + 3y

1
< §|senx| + |22+ 3yl = 0 per (z,y) — (0,0).

Allora f(z,y) — 0= f(0,0) per (x,y) — (0,0), e quindi f ¢ continua in (0,0). Per la derivabilita
osserviamo che

f@,0) =z,  f(0,y) =3y,
da cui si deduce che f & derivabile in (0,0) con 0,f(0,0) = 1 e 9,f(0,0) = 3. Quanto alla
differenziabilita, bisogna calcolare

f(z,y) = £(0,0) = V£(0,0) - (z,y) i dysenz +ay(y — 3z)

lim =

(2,5)—(0,0) Va2 + 2 (@1)—00) (222 +y2)\/22 + 12

Se prendiamo la restrizione y = 3x si ottiene

I 3z2senz . 3senx
im-—F— = lim ——,
=0 11y/1022|z| =0 11/10|x|
che non esiste perché
Jsenx 3 . 3senx 3

lim = , lim = — .
z—0t 11v/10|z|  114/10 z—0~ 11v/10|z| 1110

Se ne deduce che f non ¢ differenziabile in (0, 0).

Esercizio 2

Sia dato il campo vettoriale definito su R3
F(z,y,2) = dzyzi+ 2272 + (22%y + 2°) k.

1. Calcolare rot F'.



2. Calcolare la circuitazione di F lungo il circuito (v, r) parametrizzato da
r(t) = ((t — 2m)e* arctant, sentIn(1 + %), (1 — cos t)ecos(gﬂt)) , t € 10,27 .
3. Calcolare il flusso di F attraverso la superficie
E:{(x,y,z)ER?’:mQ—i—yQ:zz, 1<z<2},

orientata in modo che il versore normale abbia terza componente negativa.

Svolgimento

1. Si ottiene
i j k
rot F(z,y,z) =det | 0, Oy 0
dryz 2x%z 222y + 23

= [0y(22%y + 2%) — 0.(2272)| i — [0.(22°y + 2°) — . (4wy2)] j+
+ [0;,3(23:22) — 0y(4zyz)] k = (0,0,0).

2. Si verifica facilmente che il circuito (y,r) ¢ regolare a tratti. Poiché F ¢ irrotazionale ed ¢ de-
finito su un insieme semplicemente connesso, € conservativo. Se ne deduce che la circuitazione
richiesta e nulla.

3. Dette
21:{($,y,2)€R32$2+y2§1, z=1}, EzZ{(ﬂz,y,z)ER3:x2+y2§4, z =2},

grazie al teorema della divergenza si ha

O(F, %) = ///D divF(z,y, z) dedydz — ®(F, %) — &(F, X9),

dove
D={(z,y,2) eER*:a® +¢y* <2*, 1<z<2},

e Y1 e Xo sono orientate con —k e k, rispettivamente. Osservando che, per ragioni di

/// dyz dzdydz = 0
D
ed integrando per strati, si ottiene

/// divF(z,y, z) dedydz = /// (4yz + 32%) dxdydz = /// 322 dxdydz
D D D
2 2
:3/ <// z2dxdy> dz:37r/ z4dz:%7r.
1 B.(0,0) 1 5

simmetria,

Inoltre
o(F, %) =— // (22%y + 1) dxdy = —7
B1(0,0)
e
O(F, %) = // (22%y + 8) dwdy = 327 .
B2(0,0)
Allora 93 69
O(F, %) = ETK‘—{—TI‘—?)Q?T =—57.



Esercizio 3

Si calcoli I'integrale curvilineo

/\/2x+3y2—(z—1)2 dr,
gl

dove (v,r) ¢ la la curva parametrizzata da

r(t) = (t2,t,2t+1), tel0,1].
Svolgimento
Poiché
r'(t) = (2t,1,2), (@) = v4t2 +5,
si ottiene
1 1
/V0x+3f—%z—1ﬁdr:/ﬁv@ﬂ+3ﬁ—4ﬂv@ﬁ+5ﬁ:i/tVM2+5ﬁ
¥ 0 0

boor 532

1
— (42 532
(a2 45| ==

12

Esercizio 4

Sia dato il sistema di equazioni differenziali in R?

z 7 4\ [z N 2t )
v \4 1) \y t]
1. Si calcoli una matrice wronskiana per il sistema lineare omogeneo associato a (1).

2. Si calcoli I'integrale generale del sistema (1).

3. Si calcoli la soluzione di (1) con dato iniziale z(0) = —1, y(0) = 0.

Svolgimento

1. Calcoliamo autovalori ed autovettori della matrice
7 4

A= .
4 1

7T—A 4
4 1—A

Si ottiene

det(A—)J)zdet( ):(A—?)(A—l)—16:A2—8)\—9,

da cui
det(A—X)=0 <= AN -8\-9=0 <= A=-1o0A=09,

che sono gli autovalori di A. Per calcolare gli autovettori devono essere verificate

) 6) 26)=C)

3



Per la prima si ottiene che deve valere y = —2x, per la seconda x = 2y, e quindi (1,—2)

¢ autovettore relativo a A = —1, mentre (2,1) ¢ autovettore relativo a A = 9. Una base di

soluzioni per il sistema omogeneo associato e data dalle funzioni

e—t egt
vi(t) = <_12> et = <_26t> , vo(t) = (i) It — <269t> .

Una matrice wronskiana ha per colonne v; e vy e quindi si scrive

et 2%
Wi(t) = gt 9t |

. Per calcolare l'integrale generale, dobbiamo procurarci una soluzione particolare.

metodo della variazione delle costanti questa si scrive

v(t) = W(b) /0 W(s)] ! (25> ds.

s
Poiché
[W( )]71 B 1 698 2698
S - 5e8s 2¢—* e—S )
si ottiene
(t)—W(t)/t L (0 d—W(t)/t ° 4

Vi = o heds \ 5ge™s 5T o \se 9 5

Calcolando

t 1 Lot 1 1
/ se 9%ds = ——se” | + = / e Pds=——te ™ — — (e - 1),
0 9 o 9o 9

ed utilizzando quanto ottenuto in (2), si ha

0 1 et 2e9 0 1 (18t 4+ 2 — 2%
i = T8\ —2et 9t Ote=9 4 9% _ 1] 81\ 9r+41—¢% '

Allora l'integrale generale del sistema dato si scrive

x(t) et 2%\ [ 1 (18t +2 — 2%
yt) )  \—2e7t % 2 81\ 9t+1—¢”

2 2
t ) 9t__t 9t
e S LT IR T
1 1 ’
_2 —t 9t__t__ 9t
cie "+ coe 9 31 + 816

dove cq,co € R.

. Imponendo le condizioni iniziali si ottiene che devono valere

1+ 2c9 =—1
{—201 +co =0,
da cui ¢; = —=1/5 2 ¢ = —2/5. La soluzione cercata e
yt)) | 22 1,1 L ]
5 ) 9 81 81

Con il



