Fondamenti di Analisi Matematica 2 - a.a. 2014/2015
Primo appello

Esercizi senza svolgimento - Tema 1

Esercizio 1

Sia dato il problema di Cauchy
{y// _ 2y/+y — et
y(0)=1, y(0)=

Indicare
1. l'integrale generale dell’equazione omogenea associata;
2. l'integrale generale dell’equazione non omogenea data;

3. la soluzione del problema di Cauchy dato.

Risposte
1. y(t) = cre’ + cotel | c1,c0 € R.
1
2. y(t) = c1e! + catel + §t26t , c1,c2 € R,

1
3. y(t) =€ + §t26t.

Esercizio 2
Siano dati la funzione definita da

flz,y) =2 +2y° — 2%y,

e l'insieme
D ={(z,y) e R? : 2% +y* < 8}.

Indicare
1. i punti critici di f interni a D;
2. la natura dei punti critici di f interni a D;

3. i punti critici di f vincolati alla frontiera di D.
Risposte

1. (0,0), (=2,1), (2,1).

2. (0,0) & di minimo, gli altri sono di sella.

3. (07 \/g)v (07 _\/g)v (\/%/37 4/3)7 (_\/%/37 4/3)7 (27 _2)7 (_27 _2)'



Esercizi senza svolgimento - Tema 2

Esercizio 1

Sia dato il problema di Cauchy
{y// _ 4y/ +4y — 62t
y(0)=1, ¢'(0)=1.

Indicare
1. lintegrale generale dell’equazione omogenea associata;
2. lintegrale generale dell’equazione non omogenea data;

3. la soluzione del problema di Cauchy dato.

Risposte
1. y(t) = c1e® + cote? c1,c0 € R.
1
2. y(t) = c1e? + cate? + §t2€2t , c1,co € R.

1
3. y(t) = et —tet + §t262t.

Esercizio 2
Siano dati la funzione definita da

flz,y) =22+ y* — 2y,

e l'insieme
D= {(z,y) eR*: 2> +y* < 8}.

Indicare
1. i punti critici di f interni a D;
2. la natura dei punti critici di f interni a D;

3. i punti critici di f vincolati alla frontiera di D.
Risposte

1. (0,0), (1,-2), (1,2).

2. (0,0) ¢ di minimo, gli altri sono di sella.

3. (\/§7O)7 (_\/§7O)7 (4/37\/%/3)7 (4/37_\/%/3)7 (_27_2)7 (_272)'



Esercizi senza svolgimento - Tema 3

Esercizio 1

Sia dato il problema di Cauchy
{y// + 4y/ + 4y — 2t
y(0)=1, ¢'(0)=1.

Indicare
1. lintegrale generale dell’equazione omogenea associata;
2. lintegrale generale dell’equazione non omogenea data;

3. la soluzione del problema di Cauchy dato.

Risposte
1. y(t) = cre 2 + cote™ 2 c1,c0 € R.
1
2. y(t) = cre ? + cote 2 + —t2e 72t c1,c € R.

2
2t YN
3. y(t) =e ="+ 3te —|—§te .
Esercizio 2
Siano dati la funzione definita da

flz,y) =2 +y* —ay®,

e l'insieme

D = {(z,y) e R? : 2> + y* < 16} .

Indicare
1. i punti critici di f interni a D;
2. la natura dei punti critici di f interni a D;

3. i punti critici di f vincolati alla frontiera di D.

Risposte
1. (0,0), (1,—v2), (1,v/2).

2. (0,0) ¢ di minimo, gli altri sono di sella.

3. (4,0), (—4,0), (4/V/3,~/32/3), (4/v3,—+/32/3), (—4/V/3,/32/3)

(—4/v3,—/32/3



Esercizi senza svolgimento - Tema 4

Esercizio 1

Sia dato il problema di Cauchy
{y// + 2y/ +y= et
y(0)=1, ¢'(0)=1.

Indicare
1. lintegrale generale dell’equazione omogenea associata;
2. lintegrale generale dell’equazione non omogenea data;

3. la soluzione del problema di Cauchy dato.

Risposte
1. y(t) = cre™t + cote™, c1,c0 € R.
1
2. y(t) = cre ! +cate™t + —t2e c1,c € R.

2

1
3. y(t) = et 4+ 2te”t + §t26*t.

Esercizio 2
Siano dati la funzione definita da

flz,y) =2 +y* — 2%y,

e l'insieme
D = {(z,y) e R? : 2> +y* < 16} .

Indicare
1. i punti critici di f interni a D;
2. la natura dei punti critici di f interni a D;

3. i punti critici di f vincolati alla frontiera di D.

Risposte
1. (0,0), (—=v2,1), (v/2,1).

2. (0,0) ¢ di minimo, gli altri sono di sella.

3. (0,4), (0,—4), (1/32/3,4/V3), (—/32/3,4/V/3), (\/32/3,—4//3), (—/32/3, —4/\/3).



Esercizi con svolgimento - Tema 2

Esercizio 1
Siano dati la superficie
E:{(m,y,z)€R3:x2+y2+z2:4, z<0,y>0, 2<0},

ed i campo vettoriale
F(r,y,2) =i+2j, (2,9,2) €R.

Si orienti ¥ in modo che nel punto (—2,0,0) la normale coincida con —i. Si calcoli il flusso del
rotore di F' attraverso ¥ sia tramite un conto diretto, sia utilizzando il teorema del rotore.
Svolgimento

La superficie ¥ ¢ la porzione di sfera di centro (0,0,0) e raggio 2 rappresentata in figura 1. Si ha

Figura 1: La superficie ¥ (in verde). L’asse y ¢ quello diretto verso il lettore.

i j k
rot F(z,y,2) = | 0, 0y, 0,| =—1i.
1 2 0

Parametrizziamo ¥ come una superficie cartesiana

r(ﬂf,?/):($ay,—v4—ﬂf2—y2)a (x,y)ED,

dove
D:{(x,y)€R2zx2+y2§4, z<0,y>0}.

Si osservi che la normale definita dalla parametrizzazione r € opposta a quella data. Allora

O(F; %) =— //D rot F(r(z,y)) - (0ur(z,y) x Oyr(z,y)) dady

= i-[— i— +k | dxd :—//—dxd .
//D ( V4 — 22 — g2 \/4—x2—y2J ) Y D /4 —x2 — 92 Y




Passando in coordinate polari e ponendo

D' ={(p9) €R*:0<p<2, m/2<d <7},

_// pcom?ddﬁ_ // pcosﬂ dpdi)
/A — p?

(L) ()

Alternativamente, si puod parametrizzare ¥ con

si ottiene

2 2
—|—/ Va—p2dp=m.
0

S(y’z):(_ 4—y2—22,y,z), (:U,y)GQ,
dove

Q:{(y,z)6R2:y2+z2§4,yZO,zﬁO},
Allora

Oys x 0,8(y,2) =1— Y j— : k

Y N
cosicché

rot F(s(y, z)) - (Oys x 0;8)(y,2) = —1 V(y,z) € Q.

Dopo aver osservato che l'orientazione di ¥ indotta dalla parametrizzazione s ¢ opposta a quella

data, si ottiene
- // rot F(s(y, z)) - (Oys x 0.8)(y, z) dydz = // dxdy = .
Q Q

Per calcolare lo stesso flusso con il teorema del rotore, dobbiamo procurarci una parametrizza-
zione del bordo orientato 7Y di X. Si osservi che tale bordo & una curva regolare a tratti formata
da tre archi di circonferenza giacenti sui tre piani coordinati:

1. quello sul piano x = 0 (il piano yz), di centro (0,0,0), raggio 2 e contenuto nel quadrante
y=20,2<0;

2. quello sul piano y = 0 (il piano xz), di centro (0,0,0), raggio 2 e contenuto nel quadrante
<0, 2<L0;

3. quello sul piano z = 0 (il piano xy), di centro (0,0,0), raggio 2 e contenuto nel quadrante
z<0,y=>0.

I tre archi vanno orientati in modo che siano visti percorsi in senso antiorario da un osserva-
tore diretto come la normale, che in tal caso ha terza componente non positiva. Allora si ha,
rispettivamente

1. s1(9¥) = (0,—2send, —2cosv), ¥ € [—7/2,0];
2. s5(¥) = (2send,0,2cos ), ¥ € [—m, —7/2];

3. s3(9¥) = (—2sen¥, —2cos1,0), I € [7/2, 7.



Allora

O(F;3) :74 F - ds
oty
0 —7/2 T
~ [ Peo) i@+ [ Fs@) s+ [ Fso) s
—7/2 —T /2
0
= / (1,—2cos ¥,0) - (0, —2cos ¥, 2senv) di+
—7/2
—/2 ™
+ (1,2cos¥,0) - (2cos 9,0, —2sen ) dv +/ (1,0,0) - (—2cos,2sen,0) dd
-7 w/2
0 —7/2 ™
=4 Cos219d19+2/ cos0d0—2/ cosId =T.
77-‘-/2 —T 7'('/2

Esercizio 2

Sia data la funzione ,
f(x’y):xQ_x+y2_exy, (CE,y)ERQ.

1. Provare che in un intorno di (0, 1) l'equazione f(z,y) = 0 definisce implicitamente un’unica
funzione y = g(x).

2. Stabilire se g & crescente o decrescente in un intorno di z = 0.

3. Stabilire se g ¢ concava o convessa in un intorno di x = 0.

Svolgimento
1. fediclasse C™, si ha f(0,1) =0¢e
Oyf(wy) =2 — 2’V = 9,f(0,1)=2+#0.

Il teorema di Dini garantisce l'esistenza di g, che eredita la stessa regeolarita di f.

2. Si ha 0,/ (0.1)
/ 0) = — x )
g( ) ayf( ) )
Poiché
Ouf(z,y) =20 —1—2aye”? = 0,f(0,1) = —1,
si ottiene )
g0 =-"-1s
e quindi g e crescente in un intorno di z = 0.
3. Poiché . o(2))
/ _ _ -z xag x
7 =5, feg(@)
si ha
! 1 /
9" (z) = "0y f g @) (02, f (2, 9(2)) + O; f (2, g(2))g ()] Dy f (. g(x))+

— 0uf (2, 9(2)) [02,f (x,9(x)) + 5, f (2, 9(x))g (z)] .



A noi serve ¢”(0). Essendo g(0) =1, ¢’(0) =1/2 ¢

2 f(x,y) =2 — e’V — daPye™ —  92,f(0,1)=0
02, f(x,y) =2 — a'ye™ — 95,f(0,1) =2
8§xf(x7 y) - agyf(x7 y) = _Qxery - 2x3yex2y = 8§xf(07 1) = 8%3/

si ottiene

0.1(0,1)2,1(0,1)g'(0) _

90 ==, 70.17

e quindi g € concava in un intorno di x = 0.



