Fondamenti di Analisi Matematica 2 - a.a. 2014/2015
Terzo appello

Esercizi senza svolgimento
Esercizio 1
Siano dati la funzione f(z,y, z) = yz, (z,y,2) € R3, e 'insieme

F:{(x,y,z) ERg:x4+y2+22:1}.

Indicare:
1. i punti critici vincolati di f in I
2. 1 punti di minimo di f in [

3. i punti di massimo di f in I'.

Risposte
1. (=1,0,0), (1,0,0), (0,1/4/2,1/4/2), (0, —1/3/2,—1/+/2), (0,1/v/2,—1/+/2), (0, —1/3/2,1//2).
2. Punti di minimo: (0,1/v/2,—1/v/2), (0, —1/v/2,1//2).
3. Punti di massimo: (0,1/v/2,1/v/2), (0, —-1/v/2,—1//2).

Esercizio 2
Sia dato il problema di Cauchy
y// + 4y/ 4 4y — 67215
y(0)=1, ¢'(0)=0.
Indicare:
1. lintegrale generale dell’equazione omogenea associata;

2. l'integrale generale dell’equazione data;

3. la soluzione del problema di Cauchy.

Risposte
1. y(t) = Ae ' + Bte 2.

1
2. y(t) = Ae % + Bte 2 + 57526*225.

1
3. y(t) =e 2+ 2te 2 + 57526*215.



Esercizi con svolgimento

Esercizio 1
Sia data la funzione f : R? — R definita da
T se y=0.
1. Si trovi l'insieme dei punti in cui f e discontinua.
2. Si stabilisca se f ¢ derivabile in (0, 0).

3. Si stabilisca se f ¢ differenziabile in (0, 0).

Svolgimento

1. f & certamente continua al di fuori dell’asse z. Per la continuita di f nei punti dell’asse x
deve valere
lim 2%+ y2 = a9,
(2,y)—(20,0)
e quindi CC% =129, da cui zg = 0 0 9 = 1. Quindi f e discontinua in tutti i punti dell’asse x
esclusi (0,0) e (1,0).

2. Si ha f(x,0) =z e f(0,y) = y? per ogni z,y € R. Tai funzioni, z — f(z,0) e y — f(0,7)
sono derivabili, e quindi tale & f in (0,0) e valgono 0, f(0,0) =1 e 9, f(0,0) = 0.

3. Affinché f sia differenziabile in (0,0) deve essere
Fle) ~ F0.0) ~ 050,00~ /0.0 _ . flay) -z

lim
(2,y)—(0,0) V2 + y? (z,9)=(0,0) /22 4 y?

Prendendo la restrizione lungo la retta y = x si ottiene

=0.

212 — 1 1 . x

lim ——— = —— lim —,
250 /2] V2 250 |2

che non esiste. Allora f non ¢ differenziabile in (0,0).

Esercizio 2

Sia dato il campo vettoriale definito su R?
F(z,y,2) = 2yz2 i+ (222° + 1) j + 4zyz k.
1. Calcolare, se esiste, un potenziale di F.
2. Calcolare il lavoro di F lungo la curva (v, r) parametrizzata da
r(t) = (t+1t°, t{t —1)sene' +¢,2t+1),  tel0,1].
3. Calcolare il flusso di F attraverso la superficie
E:{(x,y,z) eR3: 2?2442 =14, —1<z<2},

orientata in modo che il versore normale in (0,2,0) sia j.



Svolgimento

1. Se U & un potenziale di F', deve essere

0,U = 2y2>
o,U = 2x2% + 43
0.U = 4dxyz.

Integrando la prima equazione si ottiene
Ulz,y,z) =2zyz> + C(y, 2).
Dalla seconda equazione si ottiene
202 + 1y = 222* + 9,C(y, 2) = 9,C(y,2) = y*
da cui C(y, 2) = y*/4 + D(z) e quindi
Ulz,y, z) = 2xyz> + y*/4 + D(2).

Utilizzando 'ultima equazione si ottiene facilmente che D’(z) = 0, e quindi un potenziale
cercato e
U(z,y,2) = 20y2* +y' /4.

2. Si ha
/F-dr =U(r(1)) - U(r(0) =U(2,1,3) —=U(0,0,1) =36+ 1/4 = 145/4.
¥

3. Sia
Q:{(x,y,z)€R3:x2+y2§4, —1<z<2}.

Q & un cilindro che ha per asse l'asse z e di cui ¥ ¢ la superficie laterale orientata con la
normale esterna. Dette

Y= {(x,y,z) eR3: 2242 <4, 2= —1}, Yo = {(x,y,z) eR3: 2242 <4, 2= 2},
le basi del cilindro 2 orientate con normale —k e k, rispettivamente, per il teorema di Gauss
si ha
/// divF dzdydz = (F, %) + ®(F,X_1) + ¢(F,X9) .
Q
Poiché
divF(z,y,2) = 3y° + 4zy,
si ha, per ragioni di simmetria e integrando per strati con un successivo cambiamento di
variabili,

2
/// div F dxdydz = /// 3y? dedydz = / (// 3y dwdy) dz
Q Q -1 32(070)
2 2m
:9/ p3sen279dpd79:9</ p3dp> </ sen219d19>:367r.
[0,2] x[0,27] 0 0

O(F,X_q) = / dry drdy =0, O(F,>9) = / 8ry =0,
B2(0,0) B3(0,0)

Inoltre

sempre per ragioni di simmetria. Allora

O(F, %) = /// div F dxdydz = 367 .
Q



