Fondamenti di Analisi Matematica 2 - a.a. 2014/2015
Quarto appello

Esercizi senza svolgimento

Esercizio 1

Sia data la funzione
fz,y) = 2* —sen(a® + ye¥), (z,y) € R?.

Indicare:

1. se nel punto (0, 0) sono soddisfatte le ipotesi del teorema di Dini affinché 'equazione f(x,y) =
0 definisca implicitamente una funzione y = g(z) o una funzione = = g(y);

2. il valore di ¢'(0);

3. se g € convessa o concava in un intorno di zero.

Risposte
1. L’equazione definisce implicitamente una funzione y = g(z).
2. ¢'(0) = 0.

3. g ¢ concava in un intorno di x = 0.

Esercizio 2

Siano date le funzioni

f(SC,y,Z):$2—|—222, g(x,y,z):x2+(y2—1)2—|—z2, (CE,y,Z)GRg.

Indicare:
1. gli eventuali punti singolari del vincolo g(z,y, z) = 1;
2. i punti critici di f vincolati a g(x,y, z) = 1;

3. 1 punti di minimo di f vincolati a g(z,y,2) = 1;

4. i punti di massimo di f vincolati a g(x,y,z) = 1.
Risposte
1. (0,0,0).
2. (0,4£v/2,0), (£1,41,0), (+1,F1,0), (0,1, 1), (0, +1, F1).

- (
3. (0,0,0) e (0,£v/2,0).
(0,41, £1) e (0,%1, F1).



Esercizi con svolgimento

Esercizio 1

Siano dati il campo vettoriale
F(z,y,z) = ze¥ cos(zz)i + ¥ sen(zz)j + [ze! cos(zz) + 22|k, (z,y,2) € R3,
e il circuito v = (r,I") parametrizzato da
r(t) = (cost,sent,0), te|-m,mn].
1. Calcolare rot F.
2. Se F e conservativo, calcolare un potenziale U di F.

3. Calcolare la circuitazione lungo v del campo vettoriale

G(z,y,2) = F(z,y,2) + (cos y*, °y* + sen2?,0).

Svolgimento
1. Siha
i J k
rot F(z,y,2) = Ox Oy 0.
zeYcos(xz) eYsen(xz) weYcos(zz)+ 2z
= [0y (ze cos(x2) + 2z) — 9. (€Y sen(zz2))]i+
+ [0 (z€Y cos(x2)) — Oy (ze¥ cos(zz) + 22) | j+
+ [0z (e” sen(zz)) — 9, (2eY cos(x2)) |k = (0,0,0).
2. F ¢ conservativo essendo irrotazionale su un insieme semplicemente connesso. Se U ¢ un

potenziale, deve essere
0, U(x,y,z) = ze¥ cos(xz)

OyU(z,y,2) = e¥ sen(zz)
0.U(xz,y,z) = xe¥ cos(xz) + 2z.
Dalla seconda equazione si ricava che
U(z,y,z) =e’sen(xz) + ¢(z, 2),
che sostituita nella prima fornisce dy¢(x, z) = 0, da cui
U(z,y,z) =esen(xz) +1(z).

Dalla terza equazione si ottiene che ¢'(z) = 2z. Allora

Ul(zx,y,z) = e¥sen(zz) + 22

¢ un potenziale di F.



3. Poiché F ¢ conservativo si ha

F-dr=0.

2

Allora, considerata la superficie
Y= {(m,y,O) sl Pt < 1}
orientata con normale k, posto
T(x,y,2) = (cos y?, 23y + sen 22, O) ,

grazie al teorema del rotore si ha

]éG-dr:jéT-dr:// rot T(z,y,0) - kdzdy,
Y ¥ B1(0,0)

dove B1(0,0) ¢ il cerchio di centro (0,0) e raggio 1 sul piano xy. Si ha
i j k
T(2,y,2) = 0y Oy 0. = [@g ($3y2 + sen x2) — 0y cos yQ]k
cosy? z3y? +senz? 0
= [3x2y2 + 2z cos z° 4 2y sen y2} k.
Osservato che

// (2x cos 2 + 2y sen y2) dxdy =0
B1(0,0)

per ragioni di simmetria, si ottiene

}{ G .dr = 3// 2y? dedy = 3// p° cos? ¥ sen? ¥ dpdd)
5 B1(0,0) [0,1]%x[0,27]

1 2m 1 1 2m
=3 </ p° dp> </ cos? 1) sen’ vﬂd?ﬂ) = —/ sen?(20)) di)
0 0 2 4 Jo

27 _ .
:1/ L=cos(4d) yy T
8 Jo 2 8

dove ¢ stato utilizzato un cambio di coordinate polari.

Esercizio 2

Sia dato il problema di Cauchy

x 1 0 1 T et

yl=10 11 y|l+1| 0

2 1 1 2 z ett
z(0) =1, y(0) =1, 2(0) =0

1. Verificare che
-1 et e3t

1 0 2%

¢ una matrice wronskiana del sistema lineare omogeneo associato a (x).

2. Risolvere il problema di Cauchy (x).



Svolgimento

1. Ricordiamo che W & matrice risolvente se det W(¢) # 0 per ogni ¢ e le sue colonne sono

soluzione di
/

T 1 0 1 x
yl=(0 11 Y
z 1 1 2 z

cioe se vale W' = AW. Si ha det W (t) = 6e* # 0 per ogni ¢. Inoltre

0 et 3edt
W(t)=10 —e 3e3 | = AW(t),
0 0 6e3t

da cul la conclusione.

2. Per calcolare la soluzione del problema di Cauchy dato, dobbiamo procurarci una soluzione
particolare del sistema non omogeneo. Grazie al metodo della variazione delle costanti tale
soluzione ¢ data da

t
v{t) = W(t) / W) | 0| ds
0 645
Poiché
-2 -2 2
W(s)t==13e% —3¢° 0 ,
6—38 6—38 26—38
si ottiene
1 ¢ 0 1 -1 € e3t 0 1 4ett — 3e3t — et
v(t) = EW(t)/ 3e3 | ds = 8 -1 —et e et—1 | = 8 2ett — 3e3t 4+ ¢t
0\ 3e* 10 2% \3(ef-1) 6ett — 6e3t

x(t) 1
yt) | = W(t) | ea | +v(t), c2,c2,c3 € R.
z(t) 3

Sostituendo le condizioni iniziali e tenendo conto che v(0) = 0, si ha

c1 1 —ct+ctez=1
W(O) |l =11 <~ —c1—cyg+cz3=1 ,
& 0 c1+2c3=0

da cul si ricava
01:—2/3, 02:0, 03:1/3.

La soluzione cercata ¢

x(t) 2 + 3t 1 4ett — 33t — et 1 4ett — 3t — el 4
yt) | == 2+ | + 6 2ett — 33t 4 et | = G 2ett — 3t et 44
z(t) —2 423t 6et! — 6e3 6et! —2e3 — 4



