Fondamenti di Analisi Matematica 2 - a.a. 2016/2017
Secondo appello

Esercizi senza svolgimento - Tema 1

Esercizio 1

Sia data la curva piana v = (r,I") di equazione polare

p=1—cos?, ¥ e(0,7/2],

y

1
0.9 dove r ¢ la parametrizzazione canonica associata all’equazione
0.8 polare e il sostegno I" & rappresentato in figura. Sia dato inoltre
0 il campo vettoriale conservativo
0.6 F(xz,y) = (Zz + e® %Y cos y) i+ (1 — ze” Y gen y) j.
0.5 )

Indicare:

0.4
0.3 1. la lunghezza di ~;
02 2. T'area della regione di piano compresa fra il sostegno di ~
0.1 r « e 'asse delle ordinate;

0

-0.3-0.2-0.1 [0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 3. un potenziale di F;

4. il valore del lavoro di F lungo ~.

Figura 1: II sostegno I
Risposte

1. 2(2 - 2);

3. Ulr,y) = 22 +y + e,
4. 1.

Esercizio 2

Sia data la funzione definita da
flz,y) =2t +y° — 82 — 3°.

Indicare:
1. i punti critici di f;
2. gli eventuali punti di massimo relativo di f;
3. gli eventuali punti di minimo relativo di f;

4. gli eventuali punti di sella di f.

Risposte

L. (07 )7 (270)’ (2a2)7 (7250)7 (72a2);

0
0,0);

), (0,2
2. (0,0);

3. (2,2), (-2,2);
4. (0,2), (2,0), (=2,0).



Esercizi senza svolgimento - Tema 2

Esercizio 1

Sia data la curva piana v = (r,T") di equazione polare

" p=1+cosd, v € [n/2,7],
r N . . . . .

9 dove r ¢ la parametrizzazione canonica associata all’equazione
0.8 polare e il sostegno I" & rappresentato in figura. Sia dato inoltre
0.7 il campo vettoriale conservativo
0.6 . , .
os F(z,y) = (1 — ye¥ s ® senx) i+ (2y + e¥cos® cosx) j
0.4 Indicare:

0.3 .

0.2 1. la lunghezza di ~;

01 2. Darea della regione di piano compresa fra il sostegno di
0.5-0.4-0.3-0.2-0.1 |0 0.1 0.2 o.Xs e l'asse delle ordinate;

-0.1

3. un potenziale di F;

4. il valore del lavoro di F lungo ~.
Figura 2: Il sostegno I

Risposte

L. 2(2 - v2);

1/3
2. = (2r—2):
2(47T )

3. Ulw,y) = o+ y? + eveose;
4, —e.

Esercizio 2

Sia data la funzione definita da
flz,y) = a® +y* —32% — 8°.

Indicare:
1. i punti critici di f;
2. gli eventuali punti di massimo relativo di f;
3. gli eventuali punti di minimo relativo di f;

4. gli eventuali punti di sella di f.

Risposte



Esercizi senza svolgimento - Tema 3

Esercizio 1

Sia data la curva piana v = (r,T") di equazione polare

Ly p=1+cos?, ¥ e[-n/2,7/2],

1.2 dove r ¢ la parametrizzazione canonica associata all’equazione
! polare e il sostegno I" & rappresentato in figura. Sia dato inoltre

0-8 il campo vettoriale conservativo

0.6

F(z,y) = 2z +€"*"Yseny) i+ (2 + 2> ¥ cosy) j.

2.4 Indicare:
1. la lunghezza di ~;

2. larea della regione di piano compresa fra il sostegno di ~
e 'asse delle ordinate;

3. un potenziale di F;

4. il valore del lavoro di F lungo ~.

Figura 3: Il sostegno I

Risposte

1. 4/2;

1/3

[\]

3. Ulr,y) = 22 + 2y + e¥senY,;
4. 4.

Esercizio 2

Sia data la funzione definita da
flz,y) = ot 4% — 8% + 32,

Indicare:
1. i punti critici di f;
2. gli eventuali punti di massimo relativo di f;
3. gli eventuali punti di minimo relativo di f;

4. gli eventuali punti di sella di f.

Risposte
1. (0,0), (0,=2), (2,0), (2,-2), (—2,0), (-2, —2);
2. (0,-2);

. (2,0), (=2,0);

. (0,0), (2,-2), (=2, -2).

w

4



Esercizi senza svolgimento - Tema 4

Esercizio 1

Sia data la curva piana v = (r,T") di equazione polare
p=1—cos?, 9 € [r/2,37/2],

dove r ¢ la parametrizzazione canonica associata all’equazione
polare e il sostegno I" & rappresentato in figura. Sia dato inoltre
il campo vettoriale conservativo

F(z,y) = (24 ye’>" “cosz) i+ (2y + > “senz) j.

04 08 )
Indicare:

1. la lunghezza di ~;

2. larea della regione di piano compresa fra il sostegno di ~
e 'asse delle ordinate;

3. un potenziale di F;

4. il valore del lavoro di F lungo ~.
Figura 4: Il sostegno I

Risposte

1. 4/2;

1/3

3. Ulr,y) = 2z + y? + e¥sene;

[\]

4. 0.

Esercizio 2

Sia data la funzione definita da
flz,y) =23 — y* + 322 + 842,

Indicare:
1. i punti critici di f;
2. gli eventuali punti di massimo relativo di f;
3. gli eventuali punti di minimo relativo di f;

4. gli eventuali punti di sella di f.

Risposte
1. (0,0), (0,-2), (0,2), (—2,0), (-2,2), (-2, —2);
2. (-2,2), (-2,-2);

w

- (
. (0,0);
4. (

0,-2), (0,2), (—2,0).



Esercizi con svolgimento - Tema 1

Esercizio 1

Sia dato il sistema di equazioni differenziali

(;/) = A(1) (;) + <t2(10t3)> :

con A(t) matrice 2 x 2 a coeflcienti continui.
tot?

1. Calcolare A(t) in modo che
sia matrice risolvente del sistema lineare associato a (1).

2. Determinare I'integrale generale di (1) nell’intervallo |1, +o00[, con A(t) come al punto precedente.

3. Determinare la soluzione di (1) tale che z(2) =0 e y(2) = 1.

Svolgimento

1. Si ha
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76(2156 — 193 +12t)

1
6(t4 — 12t + 16t)
L’integrale generale &
1
3 6 3

t Clt + Cgt — *(21& — 19t + 12t)

(50) =wio (22) +veo - 6 ,
a1t + ot + 6(t‘1 — 12t + 16t)

con cq,c € R.

3. Dall’integrale generale si ricava che

()= (o)

da cui, imponendo le condizioni iniziali,

2 — - _ -
c1+8c =0 — c1 4eo — c1=2/7
461+262:1 —1402:1 62:—1/14.

La soluzione cercata e

2 1 1 1. 65, 12
4 3 _ = 6 _ 3 _ 46 3 = t
(x(t)) b i AR e L A N U =
yt)) | 2., 1. 1.4 2 B 12 109
-t — —t+ = (t* — 12t 16¢ 4 T2y T
7 14 * 6( * ) 6t 7 &+ 49 ¢



Esercizio 2

Siano dati I'insieme
D={(z,y,2) eR*:2%/9+y* +22/4 <1, -1 <2< 1},

e la superficie
S ={(z,y,2) ER?: 2?9472 +2%/4=1, -1<z2< 1},

orientata in modo che la normale nel punto (3,0,0) sia i.
1. Disegnare D.

2. Calcolare

/ / /D (y? + 2%) dxdydz .

F(r,y,2) = (22 +322°) i+ (v* + 22)j + (vy + 2D k,

3. Dato il campo vettoriale

calcolare il flusso di F attraverso X.

Svolgimento

1. L’insieme D ¢ rappresentato in figura 5. D ¢ la porzione di spazio contenuta nell’elissoide di equazione
22/9+y* + 2%2/4 =1 (in rosso) e compresa fra i piani di equazione z = —1 e z = 1 (in azzurro).

Figura 5: L’insieme D.

2. Facciamo il cambio di variabili

x = 3pcosv
y = psend p>0,9el0,2n], zeR
2=z

cosicché D nelle nuove coordinate diventa

D' ={(p,¥,2): p*+2*/4 <1, p>0,9€[0,2n], z € [-1,1]},



mentre il determinante della matrice jacobiana della trasformazione € 3p, come si verifica facilmente.
Essendo D’ un insieme p-semplice (si vede facilmente che 0 < p < /1 — 22/4), integrando per fili si

ottiene
Yy~ + z7%) dedydz = sen“ v + 27)3 z
/96/( 2 4 2%) dadyd j([/‘ (p*sen® ¥ + 2%)3p dpdid
D D’
\1-22/4
=3 // / (p2 sen? 9 + ZQ)pdp didz
[0,27]x[-1,1] \J0O

Si ottiene

V1-22/4 1 1 52 2 2m
// / pisen?ddp | didz = = / (1 — ) dz (/ sen? 19d19>
[0,27]x[~1,1] \Jo 4\ J 1 4 0

—ﬂ-/l 1_i2+é dz—%w
2/ 2 16 480
V1-22/4 1 2 1
// / pz>dp d19dz:2ﬂ'/ <1Z> szz:lw.
[0,27]x[-1,1] \J0 0 4 30

203 17 95
24 2 dadyds =3 (22 4 20 ) p= 220
L/yy;(y +27)dedydz =3 | o5+ 35 ) ™= 357

divF(z,y,2) = 22+ 22 + 3y* + 22 = 3(y® + 2°) + 22 + 22.

Allora

. Si osservi che

Se orientiamo dD con la normale esterna otteniamo

B(F: 0D) :‘/ygf dh,F(x7y’Z)dxdydz::3L/)D[(y24—z2)dxdydz—F2l/yD[(x—Fz)dzdydz:: %%?w,
D D b
essendo
/// (x+ 2)dedydz =0
D

per ragioni di simmetria. Si osservi che 9D =X UX_; UX;, dove
S ={(z,y,2) eR®:2?/9+¢y* <3/4, z=-1}, 1 ={(z,y,2) eR®:2%/9+y* <3/4, 2 =1},
con Y_1 orientata con normale —k e ¥ orientata con normale k. Allora
O(F;¥) = (F;0D) — ®(F;X_1) — O(F; 2q).
Detta 2 la regione del piano xy contenuta nell’ellisse di equazione x2/9 + y? < 3/4,
Q={(z,y) eR*: 2%/9+ y* < 3/4},

si ottiene

O(F;X_q) = —// F(xz,y,—1)- kdzdy = —// (xy + 1) daxdy = —|Q],
Q Q

/ / zydxdy =0
Q
per ragioni di simmetria. Analogamente

O(F; %) = //Q F(x,y,1) - kdzdy = //Q(:Ey+ 1) dxdy = 9] .

essendo

Allora
O(F;2_1)+P(F; %) =0,

e quindi ®(F; %) = ®(F;0D) = 2857/32.



