ESERCIZI SU SUCCESSIONI NUMERICHE

A. Fondamenti — Una successione {ay, }nen € una funzione a : N — R dove a,, := a(n). Diciamo che
3 HIE ap, =L ER, < Ve>0, ANg(e) €N, : |a, — ¥ <&, Vn> Ny(e).

Si scrive anche a,, — 4.
Esercizio 1 Mostrare, usando la definizione, che

2 2
im (14+-—) =1, lim 221  lim 272 _g i ntvn
n—-+oo 2n n—+oon + 1 n—+oco n2 + 3n n—toom —/n

Si dice che
3 lim a, =400, (—0), <= VK, INy(K)€eN, : a, > K, (a, < K), ¥n > Ny(K).

n——+oo -
Si scrive anche a, — +o00(—00).

Esercizio 2 Mostrare, usando la definizione, che

lim (n—vi—1) =+ i L lim lim — " —
nirfwn " - n—l»r—&r-loo n+1l oo n—1>r—ir-1001+\/7>1_ o nirfwlf\/ﬁ_ o

Si chiama sottosuccessione di una successione {a,} una successione by := ap, dove {ng}reny C N e ngi1 > ng. Si
scrive {an, } C {an}. Alcune proprieta importanti legano una successione alle sue sottosuccessioni:

e se a, — £ € RU {400} allora per ogni sottosuccessione {a,, } C {a,} si ha che a,, — £.

e (criterio di non esistenza) se esistono due sottosuccessioni {an, }, {am,} C {a,} tali che a,, — 41, apm, —
Uy e lq # Uy allora Alimg,—, 4o Gn.

Esercizio 3 Mostrare che le sequenti successioni non ammettono limite:

1, n pari, n )
Q= an = (=1)"n?,  a,:=sin—, a,:=(-1)"—(=1".

1 : . 4
=, n dispari

Esercizio 4 Sapendo che n® — 400 per ogni o > 0 ed utilizzando le sottosuccessioni mostrare che

lim vnd+1=+oo, lir_~r_1 (n3+n2—2n+1)a:+oo, (a > 0), lim +n7+2n+3=+co.

n—-+4oo 400

B. Regole di calcolo — Attraverso le regole di calcolo si puo ricondurre il calcolo di limiti di espressioni composte
attraverso operazioni algebriche a limiti delle singole parti costituenti. Abbiamo anzitutto le regole per i limiti finiti:
stano {ap}, {b,} C R.

L] &n:l:bn —>€1 :tgg,
Se ap, — b1, b, —Vly, l1,lp R, — o apb, — l1ls,
an 4
o r— se by # 0.
Tali regole funzionano solo per i limiti finiti cosi come sono scritte. Tuttavia spesso ci si trova a dover fronteggiare
casi nei quali tali regole non si possono applicare perché ci sono limiti infinit coinvolti. Esistono una serie di estensioni
a questi casi delle regole precedenti che possono essere facilmente ricordate e comprese con un minimo di buon senso:



e (estensioni per la somma) Siano {a,}, {b,} C R, a,, — {1, b, — £5. Allora

sef1 =*+o0, b eR, — a,+b, — too,
se {1 = +o0, o =+00, = a,+b, — +0o0,

se f1 = —o0, bp = —c0, — a,+b, — —o0.
Se /1 = 400 ed £ = —oo nulla si puo dire sul valore del limite.
e (estensioni per il prodotto) Siano {a,}, {b,} C R, a,, — {1, b, — £2. Allora

se b1 = £o0, U € R\{0}, = apb, — Esgn({s)o0,
se {1 = too, b =t+c0, = apb, — +0,
se {1 = too, b = Foo, = a,b, — —x.

Se {1 = +00 ed £5 = 0 nulla si puo dire sul valore del limite.
e (estensioni per il quoziente) Siano {a,}, {b,} C R, a, — ¢1, b, — £5. Allora

se {1 = *oo, lp e R\{0}, == {» — Zsgn({z)o0,
se b1 = oo, b =0+, = & — +o0,

bTI,
se l; = +o0, lp =0-, = §* — Foo,
se 1 €ER, lp =+00, = = —0.

Se {1 = +o0 ed 5 = £o0o nulla si puo dire sul valore del limite. E da notare che con {5 = 0+ intendiamo b, — 0
e b, > 0 per ogni n, od anche solo definitivamente, cioé per ogni n > Ny. Similmente o = 0—.

Il minimo di ”buon senso” di cui si diceva sopra si puo riassumere nel seguente schema:

(oo) + € = +o0, (£o0) + (£00) = o0
(£o0)l = £sgn(f)oo, (£#10), (foo)(Eoo) = +o0, (£00)(Foo) = —o0,
£2 = tsgn(l)oo, (£ #0), io—f = +o00 2 = oo £ =0,

Esercizio 5 Calcolare i sequenti limiti:

— ’ S 12 !
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Esercizio 6 Discutere, al variare del parametro reale o > 0 esistenza e determinare il valore dei sequenti lvmati:

“_n41
lim w, lim vVno+5—+vVn+1, 11111 no‘(\/n—f— —\/ﬁ)

n—+too n241 n—+o00

Infine ricordiamo la regola limitatax infinitesima = infinitesima:

{a,} limitata, b, — 0, = a,b, — 0.



Esercizio 7 Determinare i seqguenti limiti

nsinn . n+sinn . +/nsin(n!) i
im ——— lim —— lim ——= lim (n+ (=1)"vn).
n—toon? 41" notoon—cosn’ notoo n4+1 n—>+<x>( (=1) \f)
C. Limiti notevoli — I limiti notevoli sono limiti di successioni particolarmente importanti che quindi meritano
un’attenzione speciale.
0 1
. 400, a>0, . 400, a>1, an Yoo, a>1, Va,
n%® — 1, a=0, a" — 1, a=1, = 10 0<a<l Va
0, a<0. 0, 0<a<1l. " ’ » T

Ovviamente, per il terzo limite (confronto esponenziali/potenze) il caso a = 1 si riconduce ai limiti delle potenze
essendo L= = n~2,
n

Esercizio 8 Calcolare i sequenti limiti:

on n22n on 4 n5 n22n + nlO —§n ’I’L7 +9on _ 5n
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Esercizio 9 (x) Sia a € R. Classificare l'eventuale forma di indecisione e calcolare il sequente limite:

. 2@2 " —5a
HETooKazH) L

Esercizio 10 (x) Discutere, al variare di o, 3 > 0 l'esistenza ed il valore dei sequenti limiti:

lim (a® —nf), lim (8" +n®).

n—-+4oo n—-+o0o
Utilizzare il risultato per discutere l’esistenza del

a™ —nP
lim —.
n—+oo " 4 n&

Altro limite notevole ¢ quello che da luogo alla costante di Nepero:

1 n
lim (1 + ) =e€]2,3].
n

n—-+oo

Esercizio 11 Calcolare i sequenti limiti

3n n n
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