Primo appello 2002/2003 - Tema 4

Esercizio 1
Studiare la funzione f definita da

1

sinh ©

sinh z

3 Y

f(x) = arctan

[Dominio, limiti ed eventuali asintoti, continuita con eventuali prolungamenti, derivabilita
e eventuali limiti della derivata prima, monotonia, punti di estremo relativo ed assoluto,
abbozzo del grafico; facoltativo: derivata seconda, convessita, concavita e flessi

Svolgimento

Dominio: D =R\ {0}.
Limiti ed eventuali asintoti:

. s
A f () = —oo,
lim f(z) = 400,
tim L o
Tr——+00 €T
tim 1 _

Ne consegue che
1. nel punto zg = 0 f e prolungabile per continuita;
2. f non presenta asintoti di alcun genere.

Da ora in poi chiamo ancora f la funzione prolungata per continuita in zy = 0.
Derivata prima: Per z # 0 si ha

sinh z
3

f'(x)=D g — arctan |sinh z| —

coshzx

= —msgn(Sinh x) COShﬂf —

__sgu(sinhz) coshz

cosh 3
1 , )
= “Seosha [3 sgn(sinh z) 4 cosh” z]
2 4
p =3 B ie)=-3



e quindi zg = 0 e punto angoloso per f.
Segno di f’: f'(x) > 0 se e solo se 3 sgn(sinh ) + cosh®z < 0 e quindi se e solo se

cosh’z2<3 e <0 = —settcoshv3<z<0.
Quindi

f € crescente in [—settcosh v/3, 0]

f & decrescente in | — 0o, —settcosh v/3] U [0, +o0],

e quindi ha un punto di massimo relativo in 25 = 0 e un punto di minimo relativo in
xo = —settcosh v/3.
Derivata seconda:

sgn(sinhz) coshz

"
=-D
@) cosh 3
sgn(sinhx) . sinh

= —2———“~sinhz —
cosh”
inh

= % [3 sgn(sinh z) — cosh®z] .

Poiché per # < 0 si ha f”(x) > 0, ne consegue che

f'(z) >0 & cosh’z<3 e >0,

da cui
f'(x) >0 < 0<ax <settcoshv3.
Quindi
f @& convessa in | — 00, 0[ U 0, settcosh v/3[,
f & convessa in Jsettcosh V'3, +ool,

f haun punto di flessoin 0 e settcosh v/3.

Esercizio 2

Si consideri la funzione

IYz+z+4)
2|

f(z) =

1. Calcolare f(1 4 v/3i).

2. Calcolare, esprimere in forma algebrica e disegnare sul piano di Gauss le soluzioni in
C dell’equazione

2 = f(14V3i)



a = settcosh v/3

Qe
)

Figura 1: Esercizio 1

Svolgimento

1+V3i+1-V3i+4
. -

FO+V3i)=9 27 .

Quindi bisogna risolvere

che ha soluzioni
21 = 37

5 27r+_ 2T L
29 = COS — 7 S111 — = —— 11—
2 3 3 2 9

4 4
z3=3<cos%+isin%) 5 '3\/3.

Esercizio 3

Calcolare

i 1 2arctanz
m({———-- 1.
2 (e —1)?



AN
e

z
Z3

Figura 2: Esercizio 2

Svolgimento
_ 1 2arctanz . (e*®* —1)> — 4z arctanz
lim ( — — ———— | = lim
z—0 \ 2z (e?* —1)2 20 2x(e? —1)2

(2z + 222 + 0($2))2 — dx(x + o(z?))

= 22(27 + o(x))?

. 42?4+ 823 + o(2?) — 422 + o(23)
= lim

20 83 4 o(x3)

. 813
T

Esercizio 4

Calcolare )
/ |z(e” —e)| dx .
0

Svolgimento

Si ha ) . )
/ |z(e® —e)| dx = / (e —€*) do + / x(e® —e) dr.
0 0 1



Calcoliamo una primitiva di z — z(e® — e). Si ottiene

/x(em—e) dx:/xe””— gﬁ

Quindi I'integrale cercato vale

1 e

’ 2
/ z(e” — )| da = [EI2 +e' — xem} + [xem —e® — —x2]
0 2 2 1

= [g+6—6—1]+[262—62—g4—6+6+g]

=e?—e—1.
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