Secondo appello 2003/2004 - Tema 2

Esercizio 1

Studiare la funzione

ZeT e—2x
2
(determinare il dominio D; studiare il segno di f, calcolare i limiti per x che tende agli
estremi — finiti o infiniti — del dominio e gli eventuali asintoti; studiare la monotonia di
f e determinarne gli eventuali estremi relativi ed assoluti; determinare i punti in cui f e
derivabile; studiarne la convessita e gli eventuali flessi; disegnare un abbozzo motivato del

grafico di f).

f(z) = log

Svolgimento
Dominio: Il dominio D di f e dato dall’insieme di tutti gli x € R che verificano

3 —2x

—e T —e >0,

da culi si ottiene che deve essere

3 3
56”—6_2:”#0 & e_m;é§ & x # log =,

da cui
D =R\ {log(2/3)}.

f risulta di classe C* in D perché composizione di funzioni di classe C*.
Segno: Si ha

da cul si ottiene
Zet— e < ] 0

Dalla prima si ricava

che ¢ verificata se e solo se
er>2 & r< —log2.
Dalla seconda delle (1) si ricava

2e7% _ 374+ 2<0

che non & mai verificata perché il polinomio 2¢t> — 3t — 2 ha discriminante negativo. Rias-

sumendo
f(z) >0 & < —log2,
=0

& xr=—log2.



Ricerca di eventuali asintoti: Si ha banalmente

I —
m—>lo;;1(’121/3):t f(x) o0

e quindi la retta x = log(2/3) & asintoto verticale. Inoltre, poiché

3 3
lim |—e @ —e 2| =0, lim |[=e ™ —e | = lim e |= —e % =+00,
T——+00 2 Tr——00 2 Tr— —00
si ha
liril f(z) = -0, lim f(z) = +oo0,
per cui f non ha asintoti orizzontali. Ricerchiamo eventuali asintoti obliqui.
loge ™™ +1 T —3/2
S o Jogen 4 logle 372
T—4o00 T T—+00 Xz
—x+1 —*—3/2
_ oy %t losle 3/|:_17
T——+00 €T
lim [f(z)+z] = lim [—z+logle ™ —3/2] + 2]
3
= log >
08 5
—2z T _
lim f(z) ~ lim loge™** 4+ log |(3/2)e” — 1|
z——00 I T——00 i
—2x+1 2)e” — 1
oy 20t log|(3/2)e |:_27
Tr——00 €T
lim [f(z)+22] = lim [—2z+log|(3/2)e” — 1|+ 2z] =0,
da cui si ottiene che la retta di equazione y = —x+log(3/2) ¢ asintoto obliquo a 400, mentre
la retta di equazione y = —2x ¢ asintoto obliquo a —oo.
Derivata prima: Si ha
1 3 4e — 3e® 4e " — 3
/ _ R ) —2z| _ __ [ .
F'@) = Gayes o= { ¢ e ] %% _3e-s  2¢-2 _3
Si ricava che f’(x) > 0 se e solo se
5 <e < ; & 1 2 <x <l 1
15¢ 5 oggz <z <logg.

Si ottiene che f ha un punto di massimo relativo in x = log(4/3) e non ha punti di minimo
relativo. Inoltre

2 4
f & crescente in log —,log = | ,
3 3
. . 2 . 4
f & decrescente in —00, log 3 e in log 3 +o0o| .



Derivata seconda: Si ha

de=* — 3 2e—7 9
F@) =523 2 —3 T e g
da cui ) 6
ex
"a)=2D|— | =—— 2% 0 VreD,
/(@) {3690 - 2} (3¢ — 2)2 v

e quindi f ¢ concava in | — oo,log(2/3)[ e in ]log(2/3), +o0l.
Il grafico e riportato in figura 1.

y=—2z \Y

log2/3

y=—x+log3/2

Figura 1: Esercizio 1

Esercizio 2

Calcolare il limite
2?log x + sinh 22

im — :
2—0t sinx + 2(cos /2 — 1) e*

Svolgimento
Si osservi che
sinh 22 . sinha? 1
im = lim . =0,
=0+ r2logw  a—0+ 22 log
e quindi vale
sinh % = o(2? log z) = z?log r + sinh #? = 2% logz + o(2* log ) .



Al denominatore, poiché
sinz = r + o(z?)

2 2

2(coszt/? —1)e” =2 {—% + % + o(xz)} . {1 +x+ % + o(xz)}

11
=—x— E{E2 + o(z?),
si ha 11
sinz + 2(cosxt/? — 1) e” = _EI2 + o(x?).

Usando il Principio di Sostituzione degli Infinitesimi si ottiene

22 log x + sinh 22 . 2*logx + o(z*log x)
im = lim
o0t sinx + 2(cos /2 — 1) e zmot —(11/12)22 + o(2?)

" 2% logx N
= JiIm — = 0.
z—0t —(11/12)$2

Esercizio 3

Calcolare una primitiva della funzione

x
f(l') - 1'2 + 3 )
risolvere poi il problema di Cauchy
/+ - _ 1

vy z(x? + 3) (2)

y(1) =
Svolgimento
Si osservi che 5 5

P =2(2*+3)-3 = v v

Allora si ottiene

(3)

2
Per risolvere (2), moltiplichiamo ambo i membri dell’equazione differenziale per z* ottenendo
3 d t3
4,71 3 4
4 = = — (1) =
TY Ay = g it v =
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Figura 2: Esercizio 4

Integrando ambo i membri tra 1 e z e sfruttando (3) si ottiene

thy(t)

= |=t* — Zlog(t* + 3
1 {2 5 log(t” + )1

da cui, essendo y(1) =0,

4 1

1 3
zy(x) = —xQ—glog(:ﬁ2+3)——+—log4.

2 2 2

Quindi la soluzione di (2) si scrive

27

1 3 log(x2+3)+310g4—1

y@) = 55— 5

T2 2 xt 224
Esercizio 4
Determinare in forma algebrica le soluzioni dell’equazione
(224 +1)(32° —22Y) =0
e disegnarle nel piano di Gauss.

Svolgimento

Deve essere
222 4+1=0 o 3:5-2:1=0.



La prima condizione dice che z deve essere una radice quarta di —1/2, e quindi ha soluzioni

z1 = i(coszj%sinz) L V2 V2 = ﬂjLzﬂ
! o) 4 4 2 2’

Z ! cos?m%—z'sin?m L \/§+\/§ \4/§+\4/§
= — —_— _ = — _— 9 — = - 71—
TR 4 4 /5 9 2 9 9’
U (os 2™ s iin 7 1 V2 V2 V2 V2
23 = —= —4isn— | = —|——1t— ]| = — —1—
5Tk 1 1 AU 2 2 'y
z 1 cos77r—|—z'sin77r 1 V2 V2 V2 V2
= — — — | = — | = —1—=] = —_— ——.
YT 4 4 72\ 2 2 2 9

La seconda equazione si scrive

(322 -2) =0,
che ha come soluzioni z5 = 0, z5 = —1/3/2 e z; = /3/2. 1l disegno ¢ in figura 2.



