Analisi Reale e Complessa - a.a. 2006/2007

Secondo appello

Esercizio 1

Siano « un parametro reale, f(x,y) la funzione

arctan(zy)

f(fcay):m

e B il disco unitario di R2.

(i)
(i)

Si provi che se a < 2 allora f € L'(By) (sugg.: |arctant| < [t|);

Si mostri che per ogni 1 < o < 2 la funzione f ¢ sommabile in R?; per tali valori di «

si calcoli [[p, f(,y) dxdy.

Svolgimento

(i)

Si noti che
|zy|

|f(z,y)] < ma

e quindi se dimostriamo che per a < 2

|lzy|
//B (22 + y2)e dudy < +oo, @
1

risultera f € L'(B;). Per calcolare I'integrale in (1), passiamo a coordinate polari e
sfruttiamo il teorema di Tonelli. Si ottiene:

27 1 2 19 19
// —2|xy|2a dmdy:/ / pICOSVSIMY] |coszasm |p dpdd
B, (2 +y?) o Jo P
27

!
= (/0 | cos ) sin 9| d19> (/0 o dp) < 400

se e solo se 2a — 3 < 4, cioe se e solo se a < 2, come si voleva.

Grazie a (i), f € L'(B;) per a < 2. Dunque ¢ sufficiente provare che se 1 < a < 2,
allora f € L'(R?\ B;). Osserviamo che

1

™
|f(z,y)| < 5@7

e quindi se dimostriamo che per 1 < a < 2

1
L rdy < +o0, 2
/ /RQ\BI ) @)



risultera f € L'(R?\ By). Per calcolare I'integrale in (2), passiamo ancora a coordinate
polari e sfruttiamo il teorema di Tonelli. Si ottiene:

// did /%/Wl dpd
R2\Bl x2+y xy— p p

1
= 27r/ — < +00
1 p2a71

se e solo se 2 — 1 > 1, cioe se e solo se a > 1, come si voleva. Poiché f e funzione
dispari in entrambe le variabili, usando il teorema di Fubini si ottiene facilmente che

B arctan(xy) B
e f(z,y) dedy = /R (/R —(:1:2 e dx) dy=0.

Esercizio 2

Si consideri la funzione

= , e C.
f(z) (2 —1)(22 +1) -
(i) Si classifichino le singolarita di f e si calcolino i residui in quelle con parte immaginaria
> 0.

(ii) Si provi che la funzione
sin(mz)

(
3 —1)(22+1)

g(x) = (
e sommabile su R e si calcoli I'integrale f g(x)dx.
(iii) Si classifichino le singolarita di

e —1

sinh(7z)

Wz) = f(2) ==

Svolgimento

(i) Poiché €™ # 0 per ogni z € C, le singolarita di f si trovano nei punti z € C tali che
P(z)= (22— 1)(22+1) =0,
e dunque sono i punti

z7=1, z=e , Z3=2E¢€ , 24 =1, Z5=—1I.



Poiché z1, ..., z5 sono tutti zeri di molteplicita 1 del polinomio P(z), essi sono poli del
primo ordine per f. Riguardo al calcolo dei residui, per k = 1,2,4 si ha

iTZ 1T Z)

: , e e
ves(frz) = im (2 = 20)f(2) = lim 55 = s
Z — Zk
( eiﬂ F
& se k=1, 5 se k=1,
exp (ime?™/3) i s
_ — _ v —mV3/2 _
- 3ei47r/3(€i47r/3+1) se k=2, = 3¢ se k=2,
e se k=4 e—(l—i—i) se k=4,
[ 2i(i+ 1) ’ 4
(3)
(i) Si osservi che
, 1. sin(mz) @ 1, mcos(mz) 7
o= T M 5 o

e dunque ¢ e prolungabile per continuita su tutta la retta reale. Ne segue che g €
LY(—2,2). Inoltre
1

<
900 € T
e vale
lim |2°| ! =
e T 1]

da cui si deduce che g € L'(R\] — 2,2[), essendo 1/2° € L}*(R\] — 2,2[). Dunque g ¢
sommabile. Per calcolarne I'integrale si osservi che

/_ " () de = Im [p.v. :O (@) dx] | (@)

[e.9]

Notiamo che la funzione di variabile complessa

1

(AR Foy ey

soddisfa le ipotesi del lemma di Jordan essendo i) € H(C \ B2(0)) e

1
! 0.
e @D

Essendo f(z) = ¢™)(z) ed avendo f sull’asse reale la sola singolarita in z = 1 che ¢
un polo semplice, segue che si ha

“+oo

p.v. f(x) dx = 2mi Z res (f, z) + mi Z res (f, z)

- Im 2>0 Im z=0

= 2mi[res (f, em/3) 4 res (f, i)] + mires (f,1).

3



da cui, usando (3),

+eo i V3 e T
p.v. f(z) dz = 2mi {ge” 32 1 T(l + 2)] - ZE :

Quindi, grazie a (4) si ottiene

oo T T 1
d = — - -_— = — R - .
/OO g(x) dx 5e 5= 73 (e 3)

(iii) Le singolarita di h sono le singolarita di f cui vanno aggiunti i punti dove si annulla
la funzione z — sinh(mz), cioé tutti e soli i punti del tipo

z=ki keZ.

Si osservi che tali punti sono tutti zeri di molteplicita 1 per sinh(7z), essendo
. 4 . d | . k
sinh(kmi) = isin(km) =0, e sinh(7z) = mcosh(kmi) = mcoskm = (—1)"x.
z z=ki

Ci sono tre casi da considerare

1. z = =4i. I punti ¢ sono poli semplici per f e zeri di molteplicita 1 per sinh(7z).
Si deduce allora che tali punti sono poli di ordine 2 per h. Infatti, per z = ¢ si

ottiene
e" » z—1 z—1 e™ 1
li —i)*h(z) = ™ -1l . = — -— #£0
zlE}(Z i°hiz) B —1 (e )zlir% 22+ 1 sinhwz 1+ 1 am 70,
e, in modo del tutto analogo in z = —i,
. ) e’ 1
lim (z +i)°h(z) = —- -—#0.
z——i 1—1

2. z = ki, con k dispari, k # +1. Tali punti non sono singolarita o zeri per f, mentre
sono zeri di molteplicita 1 per sinh(7z), ma non per z — ™ — 1. Si deduce allora
che tali punti sono poli semplici per h. Infatti

lim (= — ki)h(z) — F(ki)(e™ — 1) Tim ——— " — 9 f(ki) D" o

2k z—ki sinh(mz) T

3. z = ki, con k pari. Tali punti non sono singolarita per f, mentre sono zeri di
molteplicita 1 per sinh(7z) e per z — e™ — 1, essendo

dz
Si deduce allora che tali punti sono singolarita eliminabili per h. Infatti

lim A(z) = f(ki) im 2 D (i) lim —"C — f(ki).

ki z—ki sinh(7z) z—ki T cosh mz



Esercizio 3

Si studino la convergenza puntuale ed uniforme in R della successione di funzioni

fulz) = naze™ll,

Svolgimento

Facilmente si vede che
lim f,(z)=0 VzeR.

n—-—+00
Infatti f,,(0) = 0 per ogni n € N, mentre se  # 0 si ha
lim f,(x) = i sen (z)te™" = 0.

n—-+o0o t——+o00

Quanto alla convergenza uniforme, deve essere
lim {[[fn]lc = 0.
n—-—+00

Poiché f,, e dispari e f,(z) > 0 per x > 0, si ha

| fallso = sup fo(x) = sup nze ™.
>0 >0

Ora, per z > 0 si ha
fl(x) =ne ™ (1 —nzx),

da cul si ottiene che
I fulloo = supnae ™ = f,,(1/n) = ¢!
x>0

da cui
lim an“oo - 671
n—-+00

e dunque la successione data non converge uniformemente.

Esercizio 4

Si consideri la serie di Fourier

J’_
3

ezk:c

k

e
Il
—_

(i) Si provi che la serie converge in L*(—m, ).

(ii) (Facoltativo) Si provi che la serie converge in §'(R) ad una distribuzione temperata
f (sugg.: si consideri la serie delle trasformate di Fourier).

(iii) Dato per noto il punto (ii), si provi che f ¢ una distribuzione 27-periodica.

(iv) Sia w distribuzione temperata soluzione dell’equazione differenziale
u —u=f.

Si calcoli la trasformata di Fourier di u in funzione di quella di f, esprimendola poi
come somma di una serie.

(v) Usando (iv), si esprima u come somma di una serie di Fourier e si provi che u ¢ funzione
continua su R.



Svolgimento

(i) Essendo {e**} ., una base ortogonale per L*(—m, ), & sufficiente osservare che la
serie dei quadrati dei coefficienti € convergente, cioe

+o0
1
k=1
Infatti, sen >pe
n eikx p 6ikm
k=1 k=1

sono le ridotte n-esima e p-esima della serie di Fourier, grazie all’ortogonalita della
famiglia {e“”} yez © usando il teorema di Pitagora si ha

n ikx n ikx ||2
1S, = Sll3 = I = -
n P2 k
k=p+1 9 k=p+l 2
n
2T
= E §—>O per n,p — 400
k=p+1

grazie a (5). Si ottiene che la successione delle ridotte {S”}n oy della serie data ¢ di
Cauchy in L*(—7,7) e quindi convergente in L?(—7, ), essendo tale spazio completo.

(ii) Poiché una successione di distribuzioni temperate converge in S’(R) se e solo se con-
verge la successione delle trasformate di Fourier, consideriamo la serie della trasformate
e facciamo vedere che questa converge. Essendo

Fle*](w) = Fle* 1] = F[1](w — k) = 2n6(w — k) = 276,

la serie delle trasformate &

o) =2r Y M0 )

dove la serie al secondo membro ¢ assolutamente convergente essendo v € S(R). Infatti

si ha . . .
= [o(k)] _ < [ko(k)] ~ 1
= 12 < Jzv(x)||so yE < 400.
k=1 k=1 k=1
Per provare che (6) & una distribuzione temperata, fissiamo una successione {U”}n ey C
S(R) che tende a zero in S(R). In particolare si ha
lim ||zv, ()| = 0. (7)

n—-+o0o



(iii)

Allora,

|vn |kvn =1
[{p,v,)] < 27 Z =27 Z < 27 |20, () ]| 0o Z =i
k=1

da cui, usando (7), si deduce che

lim (p,v,) =0.

n—-+o0o

Inoltre, per ogni v € S(R) si ha

. "1 L w1 (k)
L, <Z z5> = Hm ) e = lm ) S =

{p,v),

e dunque la serie delle trasformate converge a ¢ in §’'(R). Detta f la somma (in S'(R)!)

della serie di partenza, risultera che ]?: ®.

Bisogna provare che f(x 4 27) = f(x) nel senso di §'(R), cioé che vale

(f(x+2m),0) = (f,0)

per ogni funzione test v € S. Poiché

n_ _ikz
(o) —nEToo< G ’U> |

k=1

e le funzioni z — €** sono continue, limitate e 27-periodiche, si ha

(f(z 4+ 2m),v) = (f,v(z —2m)) = nEToo <Z e"kx,v(gg — 27T)>

r n +00 eikm 5 " y=o— 27|- | +o0
= lim 2;/ kv(w— ) niTOOZ/

n—-+o00

. n 400 eiky . n eik:p
- nkrfoo Z /oo k vly) dy = nkrfoo k v
k=1 k=1
= <f7 v) )
come si voleva.
Poiché
—+o00 —+o00
~ 1— 2
_ _ pikr — _
k=1 k=1

trasformando ambo i membri dell’equazione e tenendo conto che Flu

si ottiene che

(P A =Y 2%@,

"(w) =

zk(y+27r

(y) dy

—w?(w),



da cui
1 R, R 1

kw21

5. (8)
Poiché
1 1 v(k) 1 1
oy =6, ) = L =4
<w2+1k’v> <’“’w2+1v> il 7 el T e

da (8) si ottiene

R <% 2m
u(w) = — kz:; mék : 9)

Da (9) e sapendo che 278, = Fl[e**], si ottiene

+00 ikx

u(zr) = — Z m : (10)

k=1

uguaglianza che vale in §'(R). Si osservi che la serie al secondo membro converge
totalmente, essendo

ez’kx 1
< )
k(R2+1)| — k2+1

e quindi la sua somma ¢ una funzione continua, essendo tali le funzioni z — e*** &k € Z.
Poiché inoltre la convergenza uniforme (e quindi quella totale) implica la convergenza
in §’'(R), da (10) segue che la serie converge totalmente ad u, e dunque u ¢ funzione
continua.



