Analisi Reale e Complessa - a.a. 2006/2007

Terzo appello

Esercizio 1
621’2
Si consideri la funzione g(z) = ———=5. Si chiede di
9 = Gy ap
(a) trovarne i residui nelle singolarita con parte immaginaria > 0;

(b) dire se esiste finito 'integrale

T cos2x
gy dT
oo (224 4)
e in caso affermativo calcolarlo usando il metodo dei residui;

Z— 2T

————— sinh :
cos() 1 sinh(7z)

(c) classificare le singolarita di f(z) = g(2)

Svolgimento

(a) Le singolarita della funzione si trovano nei punti z tali che
22 4+4=0 & 2z =421,

e sono poli del secondo ordine, essendo zeri di molteplicita 2 per il polinomio P(z) =
(22 4+ 4)% e €2(3%) =£ (. Quindi il residuo da calcolare &

(9.20) = tim L (=~ 20)2g(2) = tim L
res i) = lim —(z — 20)%g(2) = lim ———
4 2—2i dz g 2—2i dz (z 4 2i)?
21) — 1 5
= lim 262122(2+ Z), = ——e Y
22 (z + 20)3 32
(b) Poiché
cos 2x 1 1
< c LY(R
(2 44)2| = (22 +4)2 ~ 22+4 (R)
I'integrale esiste finito. Inoltre, essendo
1
lim —— =0,

200 (22+4)2

grazie al Lemma di Jordan e usando il Teorema dei residui si ha

+0o0 2 +o0
/ % dr = Re </ g(x) dac) = Re [2mi res (g, 2i)]

S 4y

= —€ T.

16



(c) Le singolarita di f, oltre alle singolarita di g, si trovano nei punti z che soddisfano

s=4+\V2%r keZ,k>0,

cosz?—1=0 & 22=2%n, keZ &
z=+iv—-2kr keZ,k<O.

Se k # 0,1 le singolarita sono poli del secondo ordine. Infatti, sia zp = v2km, k > 2.
Si ha

_ 2
Ji 2 = 20/ (2) = iy o) = VI sinh2)
(H) /o) si im =%k
9(ze) (2 — V2m) sinh(mz) lim ———
H) 1

@ —g(z) (2 — V27) sinh(7z,) lim

z—zp, SIn 22 + 222 cos 22

o og(a)(z — V/27) sinh(72;)
D 4k =70,

I casi con z, = —V/2km, k > 2, oppure con z, = +iv/—2km, k < 0 sono perfettamente
analoghi e quindi omettiamo di discuterli. Consideriamo ora la singolarita in z = 0.
Questa e un polo del terzo ordine. Infatti, sfruttando il Principio di Sostituzione degli
Infinitesimi si ottiene

2zt sinh(7z)

lim 2% f(2) = lim g(2)(z — v/2n)

50 20 cosz?2 —1 z

4

, z 7z 4 0(2) (pds)
:—\/27Tg(0)l1£% ey B gy . = 2mV2mg(0) # 0.

La singolarita in z = /27 € un polo del primo ordine. Infatti

lim (z—V2n)f(z) = lim g(z)M

5 sinh(7z)
2—27 2—\/27 cosz® —1

@ —g(v2n) sinh(27v/27) lim ﬂ

/3n 2 S8in 22

1
W —g(V2rm) sinh(27v27) lim

227 8in 22 + 222 cos 22

1
= —¢g(V2m)sinh(27V 27T)4— #0.
s
I punti di singolarita di g, z = £2¢ sono poli del primo ordine. Infatti

_ z—27 e* 2z — /27 sinh(7z)
li -2 ————sinh = li

Zl_>H211<z z)g(z)cos 21" (72) faars (z4+2i)%2cos22 -1 z—2i
e™42i — /2 I sinh(mz)

- lim y
16 cosd —1 2—2i 2z — 21




m e t2i—+Vo2r

= 16 (3()84——1 }EIleWCOSh<7TZ)

42z—\/

= —7T— 0.
16 cosd—1 7
Il caso z = —2i e perfettamente analogo omettiamo di discuterlo.
Esercizio 2
Si consideri la successione di funzioni
cosx — 1
_ se 0<|z|] <n,
fn<x> = z
0 se x =0 oppure |z| >n,

(a) Si calcoli il limite puntuale f di f, e si dica se la convergenza ¢ uniforme in R.
(b) Sidicase f € L (R).

(c) Si provi che f definisce una distribuzione temperata e se ne calcoli la trasformata di
Fourier. Si dica se f € L*(R).

(d) Si dica se f, converge a f in L'(R) oppure in D'(R).

Svolgimento
(a) Il limite puntuale ¢ la funzione f definita da

cosx — 1

se x#0,

0 se z=20.

Se x # 0, fissato n > [|z|] + 1, dove [|z|] ¢ la parte intera di |z, si ha

cosz — 1 cosz — 1

fn(@) = ————=f(x) = lim fu(z) = ———— = f(2).

X n—-+oo T

zeR |z|>n
e dunque { fn} converge uniformemente a f in R.

(b) Si osservi che

lim /() = 0 = /(0).

e quindi f e funzione continua (per x # 0 ¢ rapporto di funzioni continue con denom-
inatore non nullo). Ne consegue che f € L (R).
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(c) Abbiamo osservato prima che f € C°(R). Inoltre

lim f(z)=0.

r—+o0

Ne consegue che f € L*(R) e dunque definisce una distribuzione temperata tramite
la relazione

(oh= [ Fa)ote) o Vo e SR).
R
Per calcolarne la trasformata di Fourier osserviamo che f puo essere riscritta come

1 1 1 1 1 1

_ - Il - (i - -
f(z) = (cosx)p.v. — PV 2(6 )p-v. » + 2(6 )p-v. — PV

Ricordando che
T

F {p.v. 1] (€) = Tsgne .
X 7

si ottiene

~

J(©) = 5 lsen (€ — 1) +sgn (€ + 1) - 2sn]

Poiché ]?non ¢ funzione continua (ha punti di discontinuita in { = +1 e in £ = 0), non
pud essere la trasformata di Fourier di una funzione sommabile. Quindi f & L'(R).

(d) Essendo f ¢ L*(R), la successione {fn}neN
poiché { f”}neN converge uniformemente ad f, allora converge anche in D'(R).

non puo convergere ad f in L*(R). Invece,

Esercizio 3

Data la funzione

3T

| cos x| se x| < —,
(z) = 2
T

0 se |$‘ > 7 .

(a) si calcolino la derivata prima f’ e la derivata seconda f” di f nel senso delle dis-
tribuzioni;

(b) si esprima f” in termini di f;

(c) mediante il punto 2 si calcoli la trasformata di Fourier di f” esprimendola in funzione
di f, e se ne deduca il valore di f;

(d) si provi che f & prolungabile con continuitd su tutto R e che f € L*(R); si dica se cio
poteva essere dedotto dalle proprieta di f; si provi infine che f € L'(R);

A

(e) si deduca dall’espressione di f il valore dell’integrale

/+00 2cos(ém/2) 4 cos(3Em/2) de -

[es) 1_52



Svolgimento

(a)

(b)

Indichiamo con y; la funzione caratteristica dell’intervallo I. Essendo f funzione
continua, C! a tratti si ha

f(@) = sin @ [X|—sr/2,—n/21(T) + Xjr/2,37/2(2)] — SILTX|_r /2,7 /2(2) ,

F" (@) = cos & [X)—3n/2,—r/21(T) + Xjr/2:37/2((T)] — €OS TX)—r /2,7 /2(2) (1)
+ 5737r/2 + (537r/2 + 25,7r/2 + 2(57r/2

Sapendo che

— oS T se —3m/2<x < —m/2oppure /2 <z <371/2,
f(x) =< cosx se —7m/2<x<m/2,

0 altrimenti,
da (1) si ottiene
f'(x) = = f(z) + 0_3x/2 + O32/2 + 20_r /2 + 2072 . (2)

Da (2), ricordando che ’
Fl0zg)(€) = 7%,

si ottiene - ~
F(E) = —F(€) + €3miel2 4 c=0El2 4 (emicl2 4 ~ies2) )
- —f(g’) + 2 cos(37E/2) 4+ 4 cos(m€/2) .

Poiché si ha anche - N
(&) = =€2£(6),
usando (3) si ottiene

=~ cos(3mE/2) + 2cos(mE/2)
fe)=2 e

Essendo f rapporto di funzione continue con denominatore che si annulla nei punti

. (4)

§ = £1, per stabilire che fé prolungabile per continuita e sufficiente controllare che
f ha limiti finiti in tali punti.

lim f(€) = 2 lim cos(3m¢/2) +2cos(n€/2) @, . T 3sin(3rE/2) + 2sin(w/2)
o ¢otl 1—¢ £—+1 2 2¢

- T

--7

Per provare che f € L'(R) N L*(R), essendo f continua,e sufficiente controllare il suo
comportamento per & — +o00. Poiché

~ 6

ol < e
ed inoltre £ — 6/|1 — 2| appartiene ad L*(R\ [-2,2]) N L3*(R \ [—2,2]), si ottiene
che f € L'(R) N L2(R), come si voleva. Si noti che, essendo f funzione continua a
supporto compatto, f € L'(R) N L*(R): da f € L'(R) si deduce fe C°(R), mentre
da f € L*(R), grazie al Teorema di Plancherel, si deduce che fe L*(R).
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(d) Usando (4) e, grazie alla regolarita di f, la formula di dualita si ottiene

[ R B g L [ Fie) de = 3 7170) = mr(0) = 7.




