Analisi Reale e Complessa - a.a. 2008/2009

Primo appello

Esercizio 1

Per ogni v € L'(0, 1) si definisca la funzione T : [0,1] — R ponendo

Tu(z) = /O "+ 0)2u(t) dt

1. Si provi che Tu € C°([0, 1]).

2. Si provi che il funzionale T : L*(0,1) — C°([0,1]) & continuo (in C°([0,1]) si consideri
la norma del sup).

Svolgimento

1. Si osservi che
Tu(z) :/ (2% + 2tx + t*)u(t) dt = x2/ u(t) dt + 2:5/ tu(t) dt +/ t2u(t) dt .
0 0 0 0

Le funzioni t — tu(t) e t — t*u(t) sono sommabili in [0,1] perché u & sommabile e
valgono
tu@®] < lu@®l,  [Fu)] < |ut)].

Allora le funzioni definite su [0, 1]

x»—>/ u(t) dt, x»—>/ tu(t) dt, x|—>/ t2u(t) dt
0 0 0

sono continue essendo funzioni integrali di funzioni sommabili, e quindi anche Tu ¢
continua essendo somma di funzioni continue (x — x? e x — 2z lo sono banalmente).

2. Proviamo che T e limitato, cioe che esiste C' > 0 tale che
1Tulloe < Cllulls - (1)
Si osservi che per ogni x € [0, 1] vale

@ ) 0<z<1 (1 ; 0<t<1
Tu(x) < / (24 £)7u(t)] dt < / (140 dt < Al
0 0

da cul si ottiene
[Tul|oo = sup [Tu(z)| < 4|ullroq)
z€[0,1]

e quindi (1) ¢ vera con C = 4.



Esercizio 2

Siano c € C, ¢ # 0, e
cz

BT sin(rz)
1. Si classifichino le singolarita di f al variare di ¢ € C, ¢ # 0.

2. Si determini ¢ in modo che

f(z)dz =0,
C1(1/2)
dove C(1/2) ¢ la circonferenza di centro 1/2 e raggio 1 percorsa una volta in senso
antiorario.
Svolgimento

1. Le singolarita di f si trovano in wy = k, k € Z. Per studiare meglio tali singolarita,
poniamo ¢(z) = e'/?/(z — 1) e 1(z) = cz/sin(nz), cosicché f(z) = p(2) + ¥(2).

Singolarita in wy = 0. Si osservi che wy = 0 ¢ singolarita essenziale per z + e'/?,
perché lo sviluppo di Laurent di tale funzione centrato in wy contiene una quantita
infinita di potenze negative di z essendo

el = f lz_l"’ (2)
K
k=0

Poiché wy non & singolarita per z — 1/(z—1), ne consegue che ¢ ha una singolarita
essenziale in tale punto. Inoltre, si ha

c
li =—
M=) =2
e quindi wy ¢ singolarita eliminabile per ¢. Se ne deduce che wy € singolarita
essenziale per f.

Singolarita in wy; = 1. Si osservi che

lim(z — Dp(z) =e,  lim(z = Dy(2) = -

C
z—1 z—1 T

: (3)

da cui si deduce .

lim(z —1)f(z) =e——. (4)

z—1 T

Poiché e — ¢/m = 0 se e solo se ¢ = em, si deduce che f ha in w; = 1 un polo
del primo ordine se ¢ # emw. Per studiare il caso ¢ = em, osserviamo che, grazie a
(3), le funzioni ¢ e ¥ hanno entrambe un polo del primo ordine in w;. Allora f
ha in tale punto o un polo del primo ordine o una singolarita eliminabile. Poiché
nel caso ¢ = er il limite in (4) € nullo, si deduce che f non puo avere un polo e
quindi ha una singolarita eliminabile.



Singolarita in wy =k, k € Z, k # 0,1. In tal caso, ¢ non presenta singolarita in wy,
mentre 1) ha un polo del primo ordine essendo rapporto di due funzioni, con il
numeratore, ¢z, che non si annulla in z = wy, e il denominatore sin(7z) che ha
uno zero di molteplicita 1 in w, essendo

sin(kr) =0, D sin(nz) = meos(mk) = m(—=1)" #£0.

z=k

Allora f ha in w;, un polo del primo ordine.

2. Grazie al teorema dei residui si ha
/ f(2)dz = 2mifres (f,0) +res (f, 1)]. (5)
C1(1/2)

Calcoliamo i residui coinvolti. Poiché, dato zy € C, vale

res (f, zo) = res (p, z9) + res (¢, z0) , (6)

grazie a quanto osservato al punto 1. e a (3) si ha

res (p,1) = e, res (¢, 1) = — (7)

c
—-
Riguardo al residuo in wy = 0, si ha res (1, 0) = 0 perché ¢ ha in w, una singolarita

eliminabile. Per calcolare il residuo di ¢, avendo questa una singolarita essenziale in
wo, dobbiamo calcolarne lo sviluppo di Laurent. Poiché valgono (2) e

1 o= .
1 :_ZZ]’
=0

si ha

da cul si ottiene

res (¢, 0 Z k;' Z k' Zk'—l—e:res(f,()). (8)

j—k=-1 j=k—1>0
7,k>0 k>0

Da (5)-(8) si deduce che

/ f(2)dz =2mi(1 —¢/7),
Cs/2(0)

e dunque affinché I'integrale sia nullo deve essere ¢ = .



Esercizio 3
Sia f : R — R funzione 4-periodica tale che
flx) = (1 —|z))x-10(x) se —2<x<2.
1. Calcolare i coefficienti di Fourier di f.

2. Studiare le convergenze puntuale, uniforme e L?*(—2,2) della serie di Fourier di f.

3. Ricavare dalla serie di Fourier di f la quantita

4. (Facoltativo) Calcolare la trasformata di Fourier di f nel senso delle distribuzioni.

Svolgimento

1. Poiché f e pari, la sua serie di Fourier e di soli coseni. I suoi coefficienti di Fourier
{a }ren sono, per k =0

2 [? 1
&Q—Z[2f(flf)d$—§,

e per k > 1, sfruttando la simmetria di f,
9 [2 1
ar = Z/ f(z)cos(kmx/2) dx = / (1 — x)cos(kmrz/2) dx
-2 0
1 1
:/ cos(kmx/2) dx—/ xcos(kmz/2) dx
0 0

2 L2 L2t
= k—sm(lmx/Q)‘o—Exsm(knrxﬂ)‘o—i-ﬁ/o sin(krz/2) dx

™

= e cos(hme/2)]| = (1 cos(hn/2)].

k272 o Kk2m?

La serie di Fourier di f si scrive

slf](x) = % + % 3 % (1 cos(km/2)] cos(kmz/2). ()

2. Banalmente, f € CO(R) ed ¢ C! a tratti, perché derivabile in R\ {4k, 4k +1: k € Z},
con derivata limitata. Allora la sua serie di Fourier converge ad f in L?(—2,2) (perché
f € L*(—2,2)) ed uniformemente (e quindi puntualmente) in R.

3. Si osservi che
0 se k ¢ dispari,

cos(km/2) = {

(—1) se k = 2j ¢ pari.



Dai risultati di convergenza della serie di Fourier di f si ha s[f](0) = f(0) = 1, e
quindi da (9) usando (10) si ottiene

1 41 4 1 41 4R (-1)
]_:Z—’—FZE—F —COS(I{?W/Z):—+7T—Z - —= -
k=1 = = j=
1 481 1R (-1y

+ T o B )
4 7-‘-2 — kQ 7T2 — J 2
= j=

da cui si ricava

4. Essendo f una funzione 4-periodica con f € L?(—2,2), la sua trasformata di Fourier
e un treno di impulsi. In particolare si ottiene

~ 1 14X

f= ZF[l] + = ; e [1— cos(km/2)| F[ cos(krz/2)]
PSR kr/2)][6 5
_5 0+;;ﬁ[ —COS( 7T/ )Mkﬁ/Q—F —k7r/2]7

dove la serie converge in S'(R).

Esercizio 4

Siano
sinx 1

g() =

flz) = ~ 172

S gn(z) =ng(nx), fo(z)=fx*g.(z),

dove n € N, x € R e * indica il prodotto di convoluzione.
1. Si provi che f, € L}(R).
2. Si provi che fn ¢ continua e C! a tratti, con ﬁ/ € L*(R).
3. Si provi che zf,(z) — 7z f(x) in L*(R).

Svolgimento

1. Poiché
= g(z) € L'(R),

@) <

f ¢ sommabile su R. Inoltre, anche g, € L'(R) perché

[l = [ g(a) o=,

Essendo f, il risultato della convoluzione di due funzioni sommabili ¢ anch’essa somma-
bile grazie alla disuguaglianza di Young.

5



2. Si osservi che essendo f,, la convoluzione di due funzioni sommabile, essa ¢ sommabile.
Allora vale

fa(w) = J(@) - Gulw) = F(w) - Glw/n). (11)
Calcoliamo le trasformate di Fourier di g ed f.
G(w) = me™ !
~ 12
flw) = %[E(w —1)—gw+1)] = %[e"“”ll — el 12)
Da (11)-(12) si ottiene
Flw) = ™ o/l [t omlttl]

21
Si osservi che
(a) la funzione w + e71“/" & continua e C! a tratti essendo derivabile in R\ {0} con
derivata che vale De™ /"l = —(sgnw)e /"l /n;

(b) la funzione w + e~“~11 & continua e C' a tratti essendo derivabile in R\ {1} con
derivata che vale De =1l = —(sgn (w — 1))e 1«1

(c) la funzione w +— e “*1 & continua e C' a tratti essendo derivabile in R\ {—1}
con derivata che vale De 1 = —(sgn (w + 1))e 1w+,

Allora, essendo f,, espressa da somme e prodotti di funzioni continue e C' a tratti, ¢
anch’essa continua e C! a tratti. In particolare

ﬁ/(w) = —g—je_l‘”/”l (sgnw) (et — emlottly /iy
+ (sgn (w — 1))e @~ — (sgn (w + 1))e | | (13)

da cul si ricava N
fu ()| < 7 e et ] € LA(R), (14)

~1
e quindi f, € L*(R), come si voleva.

3. Si osservi che, grazie ai punti (b) e (c¢) di cui sopra, anche f & continua e C! a tratti
con derivata in L?(R). Allora, usando il teorema di Plancherel, si ottiene che zf e xf,
appartengono a L*(R) e valgono

Flefu@l@) = 7). Flef@le) = :7/w),

]

Sempre grazie al teorema di Plancherel, per dimostrare che z f,,(z) — 7z f(x) in L*(R)
—~1 ~
¢ sufficiente dimostrare che f,, — 7 f’ in L*(R). Si osservi che
~ T o Cw
f(w) = =5z [(sen (w = 1))e™ 7 = (sgn (w + 1)),
e quindi
lim f, (w)=nf"(w) Yw#0,=+1,



perché
e—lw=1] _ o—lwt1]

lim e 1@/l =1 e lim sgnw =0.
n—-+oo n—-4o0o n

Poiché vale anche (14), possiamo applicare il teorema di Lebesgue e ottenere la con-
vergenza desiderata.



