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Esercizio 1

Sia ϕ : R→ R la funzione definita da

ϕ(x) =

{
sin(x) + 1, se x < 0,
ex, se x ≥ 0.

(1) (4 punti) Si dica, motivando la risposta, se ϕ è iniettiva e se ϕ è suriettiva.

(2) (5 punti) Si verifichi che ϕ è continua in 0.

(3) (5 punti) Si dimostri che ϕ è derivabile in 0. Quanto vale ϕ′(0)?

Soluzione. (1) Si ha ϕ(−π) = sin(−π) + 1 = 1 = sin(−2π) + 1 = ϕ(−2π), quindi ϕ non
è iniettiva. Inoltre per x < 0 è ϕ(x) = sinx+1 ≥ 0 e per x ≥ 0 è ϕ(x) = ex > 0. Quindi i
numeri reali negativi non appartengono all’immagine di ϕ, che pertanto non è suriettiva.

(2) Si ha che ϕ(0) = e0 = 1, limx→0− ϕ(x) = limx→0−(sinx + 1) = 1, limx→0+ ϕ(x) =
limx→0+ e

x = 1, e ciò mostra che ϕ è continua in 0.

(3) Scriviamo il rapporto incrementale di ϕ relativo ai punti x e 0:

ϕ(x)− ϕ(0)

x
=


sinx

x
, se x < 0,

ex − 1

x
, se x > 0.

Si ha allora che

lim
x→0−

ϕ(x)− ϕ(0)

x
= lim

x→0−

sinx

x
= 1 e lim

x→0−

ϕ(x)− ϕ(0)

x
= lim

x→0−

ex − 1

x
= 1.

Pertanto il limite del rapporto incrementale esiste finito ed è uguale a 1, e ciò prova che
ϕ è derivabile in 0 e che ϕ′(0) = 1.

Si poteva procedere in un altro modo, utilizzando la seguente osservazione:

Proposizione. Sia I intervallo di R, x0 ∈ I e sia f : I → R continua in I e derivabile
in I \ {x0}; supponiamo che esista finito il limite limx→x0 f

′(x) = l. Allora f è derivabile
in x0 ed è f ′(x0) = l.

Dimostrazione. Osserviamo che il limite limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

si presenta nella forma inde-

terminata 0
0
. Poiché il limite limx→x0 f

′(x) esiste finito, applicando la regola di l’Hôpital
otteniamo che

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f ′(x) = l,

e dunque f è derivabile in x0 e f ′(x0) = l. �

Sia ha che



ϕ′(x) =

{
cos(x), se x < 0,
ex, se x > 0.

Poi
lim
x→0−

ϕ′(x) = lim
x→0−

cosx = 1 e lim
x→0+

ϕ′(x) = lim
x→0+

ex = 1,

quindi esiste finito il limite limx→0 ϕ
′(x) ed è uguale a 1.



Esercizio 2

Sia f la funzione reale di variabile reale definita da f(x) =
x2 + 1

x2 − 1
.

(1) (2 punti) Si determini il dominio di f e si verifichi che f(−x) = f(x).

(2) (3 punti) Si calcolino i limiti

lim
x→−1−

f(x), lim
x→−1+

f(x) e lim
x→1−

f(x), lim
x→1+

f(x).

(3) (3 punti) Si calcoli la derivata prima di f .

(4) (4 punti) Si determinino eventuali massimi o minimi della funzione f . Esistono
massimi o minimi assoluti?

Soluzione. (1) La funzione f è definita dove non si annulla il denominatore della frazione
x2 + 1

x2 − 1
, quindi deve essere x2−1 6= 0, da cui x 6= ±1. Pertanto il dominio di f è R\{±1}.

Osserviamo poi che per ogni x ∈ R, x 6= ±1 si ha

f(−x) =
(−x)2 + 1

(−x)2 − 1
=
x2 + 1

x2 − 1
= f(x).

(2) Si ha che

lim
x→1−

f(x) =
2

0−
= −∞, lim

x→1+
f(x) =

2

0+
= +∞.

Utilizzando poi la simmetria pari di f dimostrata nel punto (1), si vede che

lim
x→−1−

f(x) = +∞, lim
x→−1+

f(x) = −∞.

(3) Applicando la regola di derivazione di un quoziente di trova che

f ′(x) = − 4x

(x2 − 1)2
.

(4) Osserviamo subito che f non può ammettere massimi o minimi assoluti, come segue
dal punto (2). Per determinare gli eventuali massimi o minimi relativi di f , studiamo il
segno della derivata prima:

f ′(x) ≥ 0⇐⇒ − 4x

(x2 − 1)2
≥ 0⇐⇒ x ≤ 0.

Quindi f è (strettamente) decrescente negli intervalli ]−∞,−1[ e ]−1, 0[ e (strettamente)
crescente negli intervalli ]0, 1[ e ]1,+∞[. Da ciò segue che 0 è un punto di massimo relativo
per f e che il massimo relativo ivi assunto è f(0) = −1.



Esercizio 3

Sia g : ]0,+∞[\{e−1} → R la funzione definita da g(x) =
1

x(log(x) + 1)
.

(1) (5 punti) Si determinino tutte le primitive della funzione g.

[Suggerimento: si tratta di calcolare l’integrale indefinito
∫
g(x)dx. Si ponga t =

log x ...]

(2) (5 punti) Si calcoli

∫ e2

e

g(x) dx.

Soluzione. (1) Usiamo la sostituzione t = log x. Si ha dt =
1

x
dx e quindi

∫
g(x) dx =

∫
1

log(x) + 1
· 1

x
dx

=

∫
1

t+ 1
dt

= log |t+ 1|+ c, c ∈ R
= log | log(x) + 1|+ c, c ∈ R.

(2) Per il Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha

∫ e2

e

g(x) dx = log | log(e2) + 1| − log | log(e) + 1|

= log
3

2
.


