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pplBaal516 prima prova parziale Geometria 2 parte B - 22 aprile 2016

Esercizio 1. Sia (s) una curva biregolare unitaria in R® (¢,7,b il suo riferimento di Frenet, x e 7

curvatura e torsione, supposte entrambe non nulle).

(a) Esistono curve 3 che abbiano il versore b(s) come versore tangente? Determinare riferimento di Frenet,
curvatura e torsione di tali curve.

(b) Esistono curve « che abbiano il versore n(s) come versore tangente? Determinare riferimento di Frenet,
curvatura e torsione di tali curve.

(c) Le curve dei punti precedenti sono uniche, eventualmente a meno di quali trasformazioni? Esse deter-
minano la curva di partenza -, eventualmente a meno di quali trasformazioni?

Esercizio 2. Si consideri la superficie o formata dalla unione delle rette tangenti all’elica cilindrica
cos 0 5 s . ‘ .
sigé | con @ € R. Scrivere una parametrizzazione di o usando come parametri u e 6.

(a) Determinare le matrici di prima e seconda forma fondamentale di o.

(b) Determinare la matrice dell’applicazione di Weingarten, e la curvatura K di o; che tipi di punti vi sono
suo?

(c) Per le linee coordinate della parametrizzazione data, determinare la famiglia delle curve ortogonali su
o.

(d) Determinare le linee asintotiche di o e le linee di curvatura su o.

(e) Determinare le equazioni differenziali delle linee geodetiche di o; vi sono soluzioni evidenti di questo
sistema? La superficie ¢ localmente isometrica al piano?
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pplBaal6l7 prima prova parziale Geometria 2 parte B - 21 aprile 2017

Ky .-

(a)

(©)

Esercizio 1. Sia v = v(s) una curva regolare unitaria in R™ (e, ..., e, il suo riferimento di Frfenet,
., kn—1 le curvature, supposte tutte mai nulle).

Dato un punto P € R", definiamo le funzioni a;(s) = (v — P) - e;. Mostrare che tali funzioni soddisfano
al sistema differenziale

(af =1 ay - a)=(a1 a2 - an)K

dove K & la matrice di Frénet di 7.

[Sugg.: partire dal sistema di Frénet e moltiplicare scalarmente per (y — P)]

Mostrare che la curva v & sferica (ciod & contenuta in una sfera di R™) se e solo se le seguenti condizioni
equivalenti (tra loro) sono soddisfatte:

(1) esiste P € R™ tale che a; =0 e a2 + -+ + a2 = R? (costante);

(2) esiste P € R™ tale che il sistema del punto (a) & della forma

(=1 ap - ap)=(0 a -~ an)K;

(3) le curvature k1, ..., kp—1 soddisfano ad una relazione dedotta dall’ultima delle equazioni del punto

(2).
[Sugg.: scrivere e risolvere ricorsivamente il sistema in (2)/
Nei casi n = 2, 3, 4 esplicitare le relazioni precedenti (punto (b3)) tra le curvature affinché la curva ~ sia

sferica.

Esercizio 2. Sia y(s) una curva piana regolare unitaria, e si consideri la superficie o (s, t) formata dalla

unione delle curve che si ottengono traslando v nella direzione tv + sin(t)w dove v & versore ortogonale al
piano di v e w versore del piano di 7. Mostrare che si pud ottenere una parametrizzazione di o della forma

x(s) + sin(t)

o(s,t) = y(s)
t

con z2 +y? = 1.

(a)
(b)

Determinare le matrici di prima e seconda forma fondamentale di o.

Determinare la matrice dell’applicazione di Weingarten, e la curvatura K di o; che tipi di punti vi sono
su o?

Determinare la famiglia delle curve ortogonali delle linee coordinate della parametrizzazione data su o.
Determinare (equazioni differenziali per) le linee asintotiche e le linee di curvatura di o.

Determinare le equazioni differenziali delle linee geodetiche di o. Vi sono linee coordinate che siano
anche geodetiche? Vi sono casi in cui o & localmente isometrica al piano?
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pp1Baal718 prima prova parziale Geometria 2 parte B - 27 aprile 2018

Esercizio 1. Sia v(s) una curva unitaria sulla sfera unitaria in R? (k e 7 curvatura e torsione).

(a) Usando il sistema mobile ortonormale v,7/,7 x 7' e linvariante J = det(y~'+") mostrare che 7" =
—~+ J(y x «'). Esprimere anche "’ nel sistema detto e calcolare e 7 in funzione di J.

(b) Definiamo ora la curva A come una primitiva di 7. Determinare sistema di Frénet, curvatura xy e
torsione 7y di A. In quali casi A & un’elica o una curva piana?

(¢) E vero o falso che ogni curva unitaria (nello spazio) di curvatura costante & una primitiva di una curva
sferica? Nel caso, come si costruisce tale curva sferica, e quanto valgono curvatura e torsione?

Nota: la terza domanda com’¢ formulata é banale (non serve neppure lipotesi di curvatura costante) e
doveva essere: E vero o falso che ogni curva unitaria (nello spazio) di curvatura costante é una primitiva
di una curva sferica unitaria? Nel caso, come si costruisce tale curva sferica, e quanto valgono curvatura e
torsione?

Moralmente si tratta di caratterizzare le curve unitarie a curvatura costante nello spazio. Quando st
usa una primitiva di una curva data, il risultato dipende dalla parametrizzazione scelta, cioé non & invari-
ante (come curva) per riparametrizzazioni, e quindi si deve scegliere una parametrizzazione canonica (quella

d’arco) per dare senso alla definizione.

Esercizio 2. Si consideri la superficie o formata dalla unione delle rette normali (principali) dell’elica
- . cos @ P s : " s
cilindrica (sigﬁ) con 6 € R. Scrivere una parametrizzazione di o usando come parametri u e 6.

(a) Determinare le matrici di prima e seconda forma fondamentale di o.

(b) Determinare la matrice dell’applicazione di Weingarten, e la curvatura K di o; che tipi di punti vi sono
suo?

(c) Determinare le linee asintotiche di o e le linee di curvatura su o.

(d) Determinare le equazioni differenziali delle linee geodetiche di o; vi sono soluzioni evidenti di questo
sistema?

(¢) Ridurre il sistema del punto precedente ad una equazione differenziale ordinaria del prim’ordine. A
quali limitazioni su u e 6 sono soggette le linee geodetiche?

69



2% opla 20(8.
23 opla 2018

9. NG
Y Ceee R S‘@CGQ_ w#o'\:& QS CS%»& Uu.u.'f('ﬁ—-Q).

(9 Usimro (& Bt uob. o#Ohowede ¥, ¥, ¥ <Y, ve T< Sl
oblg.n ;
Y= (ryNy + (x ) ¥ (Ges!)- 54 ¥*¥
wea v Y ¥ =0 > ¥y +gyl=o = X‘Y“="
Y.y'=0
= -8 + 7 (X"b")
5+ (r5m g+ Gyt (o) 4% 4oy
') ") ¥rY
oY= < X\’-}’"-rX"b/"’:o
o O
E¥'=0 Sy, g o
( = e - - (147%)
= = {43
DY+ D”(Xxb’) el Yyt [y o
do e “lyy /=7
K=ty = (o
SR TR PRt
by T mat

b : .
( ) Se A Puwctes oV Y otfdonoe

D e

n oo

7‘“‘ ¥ (‘iw-ou el e )

Ny

do coe v k=M = Il =4

ol (| (XC ¥ g
AR Ihetu



(€) se tre gue § e\ leslve coe Ked
Qu,&v&— I (a\\w*:h\,m o' (areg 5 gmw‘h—\m ‘ggz
e olra j=”ﬂ-&-
s et | 1o ¢ S(s\e\ L fo0Q Coe LC,&:C codaute
ol cS(%) et boe  ceun Cwvehica =4

Pumels & Plaalbnn o () Conce RS

e e c((f)‘



pp1Baal819 prima prova parziale Geometria 2 parte B - 29 aprile 2019

Esercizio 1. Sia ¢ : R — Rig(R"™) una mappa differenziabile di gruppi dal gruppo additivo R al

gruppo (per composizione) delle rigidita euclidee di R™, cioe ¢(0) = id e ¢(t + s) = ¢(t) o ¢(s). La mappa ¢
e la sua immagine si dicono un sottogruppo 1-parametrico delle rigidita.

(a)
(b)

()

(d)

Mostrare che I'immagine di ¢ & un sottogruppo commutativo di Rig(R™), che ¢'(t) = ¢(t) o ¢'(0) =
¢'(0) 0 ¢(t) e dedurre che ¢ (t) = $(t) o ¢'(0)".

Consideriamo ora un punto Py e definiamo la curva «(t) come la traiettoria di P, sotto 1'azione del
gruppo é(t), ciod v(t) := ¢(t)(Po). Mostrare che v (t) = ¢(t)7(?(0). Dedurre che tutte le curvature di
7y sono costanti. [sugg.: cosa si puo dire del riferimento di Frénet di v ?]

Viceversa, consideriamo una curva y(t) in R™ le cui curvature siano tutte costanti; mostrare che v pud
essere descritta come nella costruzione precedente, cioé che -y & la traiettoria di un punto sotto l’azione
di un sottogruppo l-parametrico delle rigidita. [sugg.: definire ¢(t) nel modo ovvio a partire da v(t),
poi mostrare che si tratta di un sottogruppo 1-dimensionale.]

Usare i punti precedenti e la struttura delle rigidita di R™ [sugg.: forme canoniche con blocchi diagonali
per SO, (R), e traslazioni nulle per i blocchi con autovalori # 1] per dare delle forme canoniche semplici
per le curve a curvature costanti non nulle per n = 2, 3,4, 5.

1/ cosh(w)
0
u—tanh(u)

Esercizio 2. Si consideri la superficie ottenuta ruotando la curva y(u) = ( ) per u > 0

attorno all’asse verticale. Scrivere una parametrizzazione o usando come parametri u e 6.

(a)
(b)

Determinare le matrici di prima e seconda forma fondamentale di o.

Determinare la matrice dell’applicazione di Weingarten, e la curvatura K di o; che tipi di punti vi sono
suo?

Determinare le linee asintotiche di o e le linee di curvatura su o.

Determinare le equazioni differenziali delle linee geodetiche di o; ridurre il sistema ad una equazione
differenziale ordinaria del prim’ordine.

Descrivere le limitazioni a cui sono soggette le geodetiche, e in particolare determinare la minima distanza
dall’asse di rotazione e la massima altezza che possono essere raggiunta da una geodetica.
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