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Capitolo O

Strutture insiemistiche ed algebriche di base

In questo capitolo introduttivo presenteremo alcune nozioni di base gia note alla maggior parte
degli studenti, ma lo faremo in una forma rigorosa che d’ora in poi deve diventare lo standard nello
studio della Matematica. In effetti, la proprieta di linguaggio, la precisione delle definizioni e la
chiarezza delle argomentazioni sono strumenti indispensabili per evitare errori ed ambiguita.

Vi sara anche nel contesto 'occasione di approfondimenti o di sviluppare qualche nuovo concetto.

Nei primi due paragrafi daremo per note le nozioni di numeri interi e di operazioni tra essi;
giustificheremo, almeno parzialmente, queste nozioni nei paragrafi successivi.

1. Insiemi e funzioni.

1.1. Diamo per note le nozioni di insieme e di elementi di un insieme, avendo solo cura di
specificare che intenderemo fissato una volta per tutte un ambiente (detto Universo) in cui insiemi ed
elementi vivono, sufficientemente grande da contenere tutte le costruzioni di cui avremo bisogno per
ogni fissata teoria. Questo permette di evitare che nel linguaggio compaiano antinomie antipatiche,
seppure poco significative, la piu nota delle quali & la nozione dell’“insieme degli insiemi che non
appartengono a se stessi” (il quale non puo né appartenere, né non appartenere a se stesso). In effetti
e la stessa nozione di “insieme di tutti gli insiemi” a generare tali antinomie, ed essa viene esclusa dal
fatto di limitare a priori I'Universo di riferimento.

In generale indicheremo con lettere maiuscole quali A, B, C, X, Y, Z gli insiemi e con lettere
minuscole quali a, b, ¢, z, y, z gli elementi. Talvolta le lettere saranno scritte con font diversi (e
indicheranno diversi insiemi), talvolta addirittura useremo lettere greche o di altri sistemi di scrittura.
Per esempio indicheremo con il simbolo @ e chiameremo insieme vuoto quell’insieme che non contiene
alcun elemento.

Per dire che un elemento a appartiene ad un insieme A scriveremo a € A. Dunque a ¢ & per
qualsiasi elemento a: una barra sul simbolo significa in generale la negazione del simbolo stesso; nel
caso specifico: qualsiasi sia a, allora a non appartiene all’insieme vuoto.

Di solito usiamo le parentesi grafe per definire un insieme tramite la lista dei suoi elementi; per
esempio scriveremo 3 = {0,1,2}, e allora 1 € 3, ma 3 ¢ 3; si osservi che {@} ¢ un insieme non vuoto,
contenente un unico elemento che & U'insieme vuoto: @ € {@} (oltre che & C {&}, come vedremo
subito, ma significa un’altra cosa).

1.2. DEFINIZIONE (SOTTINSIEMI).  Un insieme B si dice sottinsieme di un altro insieme A e
si scrive B C A se vale la seguente implicazione: per ogni elemento b, se b & elemento di B, allora
b é elemento di A. Di solito si usa il simbolo V come quantificatore universale (“per ogni”), e il
simbolo = per intendere Iimplicazione (“allora”); quindi la frase precedente si potra scrivere cosi:
Vb, be B=—=bec A.

1.2.1. Per esempio @ C A per ogni insieme A; A stesso € sottinsieme di A per ogni A; questi
due sottinsieme si dicono i sottinsiemi impropri di A. Se B C A e B # A (significa che esiste qualche
elemento di A che non appartiene a B: usando il simbolo 3 di quantificazione esistenziale si scrive
Ja € A, a ¢ B), allora si scrive B C A, e si dice un sottinsieme proprio se non ¢ vuoto.

1.2.2. SeC C Be BC A, allora C C A, come si verifica subito.

1.2.3. Due insiemi si considerano uguali se e solo se sono formati dagli stessi elementi; dunque
possiamo dire che A = B se e solo se valgono contemporaneamente A C B e B C A. Per dimostrare
un’uguaglianza tra due insiemi converra spesso dimostrare separatamente le due inclusioni.

1.2.4. Per ogni numero intero n, definiamo l'insieme n = {0,1,2,...,n—1} formato dai numeri
naturali minori di n. Allora n C m se e solo se n < m. Useremo spesso il simbolo <= per intendere
“se e solo se” (qualche volta abbreviato anche “sse”); quindi possiamo scrivere: n C m <= n < m.
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2 Strutture insiemistiche ed algebriche di base 0.1.

1.3. DEFINIZIONE (UNIONE).  Dati due insiemi A e B, I'insieme unione, indicato con AU B,
¢ linsieme formato dagli elementi che appartengono ad A oppure appartengono a B (o anche ad
entrambi). In simboli:

AUB ={x |z € A oppure z € B}

ove il simbolo | si legge “tale che”.

1.3.1. Siosserviche AC AUB, BC AU B e che ogni altro insieme C' contenente sia A che B
contiene anche A U B; in altri termini, A U B & il piu piccolo insieme contenente sia A che B.

1.3.2. Per ogni tre insiemi A, B,C abbiamo che (AU B)UC = AU (BUC), e dunque
scriveremo unioni multiple senza specificare le parentesi (associativita). Inoltre abbiamo AUB = BUA
(commutativita), AUA = A (idempotenza), AU@ = A. Si osservi che AUB = A se e solose B C A.

1.3.3. UNIONI ARBITRARIE. Possiamo anche definire unioni di famiglie non necessariamente
finite di insiemi nel modo seguente: se I & un insieme (detto spesso “di indici”) e per ogni i € I & dato
un insieme A;, allora definiamo 'unione della famiglia come

UAi:{a: | JielconxeA}.
i€l
1.4. DEFINIZIONE (INTERSEZIONE).  Dati due insiemi A e B, I'insieme intersezione, indicato
con AN B, é I'insieme formato dagli elementi che appartengono sia ad A sia a B. In simboli:

ANB={z|xz€AexecB}.

1.4.1. Siosserviche A D ANB, B2 AN B e che ogni altro insieme C contenuto sia in A che
in B & contenuto anche in A N B; in altri termini, A N B & il piu grande insieme contenuto sia in A
che in B.

1.4.2. Per ogni tre insiemi A, B,C abbiamo che (AN B)NC = AN (BnNC), e dunque
scriveremo unioni multiple senza specificare le parentesi (associativita). Inoltre abbiamo ANB = BNA
(commutativita), AN A = A (idempotenza), AN@ = @&. Si osservi che ANB = A se esolose A C B.

1.4.3. INTERSEZIONI VUOTE. Due insiemi si dicono disgiunti se la loro intersezione & vuota; cioe
se non hanno alcun elemento in comune.

1.4.4. INTERSEZIONI ARBITRARIE. Possiamo anche definire intersezioni di famiglie non neces-
sariamente finite di insiemi nel modo seguente: se I & un insieme (detto spesso “di indici”) e per ogni
1 € I & dato un insieme A;, allora definiamo l'intersezione della famiglia come

mAl-:{x|Vi€I7:r€Ai}.
iel
Si osservi che tale intersezione risulta vuota se e solo se per ogni elemento x, esiste un indice ¢ tale

che x ¢ A;.

1.5. TEOREMA (LEGGI DISTRIBUTIVE). Unioni finite ed intersezioni finite sono operazioni
mutuamente distributive, cioé (espresse per il caso binario)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) e AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Piu generalmente abbiamo

Au((A)=Au4) e An(J4)=JANnA).
i€l icl icl il
DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo per esempio la prima delle formule generalizzate, dimostrando
separatamente le due inclusioni. Se x € AU ([(,c; A;) allora o 2 € A oppure x € [);c; 4; (cioe
x € A; per ogni ¢). In entrambi i casi abbiamo che x € AU A; per ogni 4, e dunque = appartiene
all'intersezione di tutti. Viceversa, se x € (),c;(AU 4;), allora x € AU A; per ogni 4; se x € A; per
ogni ¢ allora x € (),c; A;, altrimenti vi ¢ un j per cui x ¢ A;, ma poiché 2 € AU A; si deve avere
x € A. Allora in entrambi i casi 2 deve appartenere all'unione di A con (,c; A; O

1.6. DEFINIZIONE (COMPLEMENTO). Dato un insieme A, il suo complemento (nel fissato
Universo) & I'insieme degli oggetti che non appartengono ad A. Si indica con CA, oppure A¢ (qualche
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0.1. Insiemi e funzioni. 3

volta A, ma solo se si evitano confusioni con altre operazioni come la chiusura topologica). Dunque
x € LA seesolosex¢ A

1.7. TEOREMA (LEGGI DI DE MORGAN).  Le relazioni tra complementazione e le operazioni

di unione ed intersezione sono date da
C(AnB)=(CAulB) e CAUB)=(CA)N(CB).
Pit generalmente abbiamo
iel i€l i€l i€l

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo per esempio la prima delle formule generalizzate: x € C(ﬂie[ A;)
vale se e solo se x ¢ (), Ay, che vale se e solo se x ¢ A; per qualche j € I, dunque se solo se = € UAj
per qualche j € I, e questo vale se e solo se x € (J,¢; CA;. Abbiamo cosi verificato che i due insiemi
contengono esattamente gli stessi elementi. O

1.8. DEFINIZIONE (PRODOTTO CARTESIANO).  Dati due elementi x,y, diciamo coppia ordinata
e scriviamo (z,y) la coppia formata dai due elementi dati nell’ordine scritto (z si dice il primo elemento
della coppia, e y il secondo; potremmo formalizzare il concetto di coppia ordinata senza ricorrere a
nuovi simboli dicendo che una coppia ordinata é un insieme della forma {z,{z,y}}); dunque (x,y) =
(a,b) se e solo se x = a e y = b; in particolare (z,y) # (y,z) (a meno che non sia x = y). Dati due
insiemi A e B definiamo il loro prodotto cartesiano, indicato con A X B come I'insieme delle coppie
ordinate il cui primo elemento sta in A, e il secondo in B. Dunque:

Ax B={(a,b) |a€ A, be B} .

1.8.1. A rigor di termini, se abbiamo tre insiemi A, B e C, i prodotti (Ax B)xC e Ax (B xC)
non sono proprio uguali, ma vedremo parlando di funzioni che essi sono canonicamente in biiezione,
e quindi ci permetteremo di identificarli. Di conseguenza parleremo del prodotto cartesiano di piu
insiemi senza specificare (tramite parentesi) l’ordine in cui le operazioni sono svolte.

Scriveremo spesso A2 invece di A x A, e in generale A™ invece di A x --- x A.

n volte

1.8.2. Siosservi che A X @ = &, e viceversa, se A X B = &, allora uno dei due insiemi tra A e
B deve essere vuoto.

1.8.3. Vi sono facili relazioni tra le operazioni prima introdotte e il prodotto cartesiano: per
esempio A X (BUC) =(Ax B)U(AxC),eanche Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).

D’altra parte in generale vale solo che (CA) x (CB) C C(A x B), I'inclusione nell’altro senso essendo
in generale falsa.

1.9. DEFINIZIONE (DIFFERENZA).  Dati due insiemi A e B definiamo la differenza A \ B tra
A e B come l'insieme degli elementi di A che non appartengono a B. Dunque

ANB={zx€ A|z¢ B}
o equivalentemente A~ B = ANCB.

1.9.1. Evidentemente abbiamo che A \ B & un sottinsieme di A disgiunto da B, ed & in effetti
il pit grande sottinsieme di A avente la proprieta di essere disgiunto da B.

Si osservi anche che AU B ¢ unione dei tre insiemi A~ B, AN B e B~ A che sono a due a due
disgiunti.

1.9.2. La differenza possiede proprieta simili alla complementazione (che puo essere vista come
differenza tra 1'Universo e un insieme); in particolare

AN (BUC)=(ANB)N(ANC)= (AN B)\C;

(AUB)NC=(ANC)U (BN C);
AN(BNC)=(ANB)U(ANC);
(ANB)NC=(ANC)N (BN C);
AU (BN C)D (AUB) N C ( evale 'uguaglianza sse ANC = ©);

AN(BNC)=(ANB)\C;

abbiamo 'inclusione (A~ B) x (A~ C) C (A x A) \ (B x C) (stretta in generale).

1.9.3. Vale anche che LANCB=B~A4e A~CB=ANB.

1.9.4. Si osservi inoltre che AN B=@sse ACB; ANB=Asse ANB=2; ANB=A~C
sse ANB=ANC; ANA=0e AN2=A.
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4 Strutture insiemistiche ed algebriche di base 0.1.

1.10. DEFINIZIONE (DIFFERENZA SIMMETRICA). La differenza simmetrica A A B di A

e B ¢ definita come I'unione di A~ B e B ~\ A; dalle osservazioni precedenti si vede subito che
AAB=(AUB)\(ANB)

1.10.1. Naturalmente A A B = B A A (da cui ’aggettivo simmetrica), e A A B = & se e solo
se A = B. Risultano inoltre le seguenti facili relazioni:

AN(BAC)=(ANB) A (ANC),

AAn(BAC)=(AAB)AC,

AnCB=C0(AAB)=(0A4n B;

CAaCB=421B.

1.11. DEFINIZIONE (POTENZA O PARTI). Dato un insieme A, l'insieme formato da tutti i
sottinsiemi di A si dice parti di A o potenza di A e si indica con P(A) o 24; dunque

P(A)={B|BCA}.

1.11.1. SINGOLETTI. Si osservi che ?(A) contiene sempre @ e A stesso, e dunque contiene
sempre almeno due elementi se A # @; inoltre Z(@) = {@}.

Per ogni a € A, abbiamo che {a} (I'insieme contenente come unico elemento a) appartiene a
P(A), {a} € P(A), e gli insiemi di questo tipo si dicono i singoletti di A.

1.12. DEFINIZIONE (FuNzIONI).  Una funzione f di A in B, scritta f : A— B o ALB, é una
regola che ad ogni elemento a di A associa un unico elemento f(a) di B. Si dice che A ¢é il dominio e B
il codominio di f. Vedremo in seguito che le funzioni di A in B si identificano ad opportuni sottinsiemi
di A x B (il loro grafico). Se abbiamo due funzioni f : A— B e g : B—C in cui il dominio della
seconda é il codominio della prima, allora possiamo definire una funzione detta composta gof : A— C
che manda a € A in g(f(a)) € C (spesso si indica g o f semplicemente come gf).

1.12.1. Talvolta I'insieme delle funzioni di A in B viene indicato con B4,

1.12.2. (NON) COMMUTATIVITA. Si osservi che se abbiamo due funzioni componibili in entrambi
i sensi, allora le due composizioni non sono necessariamente uguali: in generale go f # fog per funzioni
f:A—Beg:B— Aanche se A= B (farsi qualche esempio).

1.12.3. ASSOCIATIVITA. Se abbiamo una terza funzione h : C — D allora possiamo formare le
composizioni di tre funzioni in due modi possibili, e i risultati coincidono: ho(go f) = (hog)o f come
funzione A — D.

1.12.4. FUNZIONI IDENTITA. Per ogni insieme A esiste una funzione A — A detta identica che
ad ogni elemento associa I’elemento stesso. Si scrive spesso idg o 14. Per ogni funzione f : A— B
abbiamo che foidg = feidgo f = f.

1.12.5. Per ogni insieme A esiste una unica funzione @ — A (infatti per definire una tale funzione
non serve nulla), e per ogni singoletto {x} esiste una unica funzione A —{x} (necessariamente tutti
gli elementi di A sono mandati nell’'unico elemento di {z}).

1.12.6. Una funzione f : A — B determina due altre funzioni, dette immagine diretta ed inversa
tramite f.

L’immagine diretta & la funzione f, : #(A) — P (B) (ma denotata di solito f per abuso di
linguaggio) definita per ogni X € Z£(A) (cioe X C A) da f.(X) ={f(a) | a € X} € L (B) (si tratta
del sottinsieme di B formato dalle immagini tramite f degli elementi di X). Si osservi che valgono le
seguenti regole:

(D1) fu(XUX'") = f(X)U fu(X) per ogni X, X' C A;
(D2) fu(XNX'")C fu(X)N fu(X') per ogni X, X' C A (ma in generale questa inclusione & stretta);
(D3) f.(CX) in generale non ha relazioni con Cf,(X).
Di solito f.(A) # B, e si dice 'immagine di f. Si costruiscano degli esempi per realizzare tutti i casi
possibili.

L’immagine inversa tramite f ¢ la funzione f* : #(B) — Z(A) definita per ogni Y € #(B) (cioe
YCB)daf*(Y)={acA| f(a) €Y} € P(A) (si tratta del sottinsieme di A formato dagli elementi
le cui immagini tramite f stanno in Y; di solito si chiama antimmagine di Y tramite f). Si osservi
che valgono le seguenti regole:

(I1) f*YUY')=f(Y)U f*(Y’) per ogni Y,Y’' C B;
(I2) f(YNY')=f*(Y)N f*(Y’') per ogni Y,Y’ C B;
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0.1. Insiemi e funzioni. 5

(13) f*(CY) =Cf*(Y) per ogni Y C B.
Si osservi anche che f*(B) = A. Si estendano le regole precedenti ai casi di unioni ed intersezioni
arbitrarie.
Le composizioni di f, e f* danno luogo alle seguenti osservazioni:
(C1) f*o f(X) 2 X (e linclusione in generale & stretta);
(C2) fiof*(Y)CY (elinclusione in generale & stretta, ma per un motivo ovvio: vale in generale che
foo 1Y) =Y N F(A)).
Si consiglia ancora di costruirsi degli esempi per realizzare tutti i casi possibili.
1.12.7. Osserviamo infine le relazioni tra immagine diretta ed inversa e composizione di funzioni:
(IC) f*(ida) = idgay e (go f)* = ffog*se f: A—=Beg: B—C (sinoti I'inversione nella

composizione);
(DC) fi(ida) =idgpye (9o flx=gsofise f: A=Beg:B—C.
1.12.8. DEFINIZIONE (FUNZIONI INIETTIVE, SURIETTIVE, BIIETTIVE). Una funzione f :
A — B si dice:

(I) iniettiva se vale la seguente implicazione: f(a) = f(a') = a = &' per ogni a,a’ € A (se due
elementi di A hanno la stessa immagine in B, allora si tratta dello stesso elemento di A).

(S) suriettiva se vale la seguente condizione: per ogni b € B esiste a € A tale che b = f(a) (ogni
elemento di B é immagine di qualche elemento di A).

(B) biiettiva se ¢ iniettiva e suriettiva, cioé se per ogni elemento b € B esiste un unico elemento a € A
tale che f(a) =b.

1.12.9. In termini della funzione immagine inversa possiamo dire che una mappa & iniettiva se
e solo se 'antimmagine di ogni singoletto di B contiene al pitt un elemento di A; & suriettiva se e solo
se antimmagine di ogni singoletto di B non & vuota; e dunque e biiettiva se e solo se 'antimmagine
di ogni singoletto di B & un singoletto di A.

In termini della funzione immagine diretta possiamo dire che una mappa € suriettiva se e solo se
la sua immagine & tutto il codominio.

1.12.10. Che relazioni vi sono tra iniettivita, suriettivita e biiettivita per f e le analoghe
condizioni per le funzioni f. e f*7

1.12.11. Anticipando per il momento la nozione di insieme finito, una facile ma importante
osservazione ¢ la seguente: se A € un insieme finito, allora per le funzioni di A in sé le nozioni di essere
iniettiva, suriettiva e biiettiva sono tutte tra loro equivalenti.

1.12.12. TEOREMA (INVERTIBILITA DELLE FUNZIONI). Valgono le seguenti equivalenze per

una funzione f : A— B:

(I) la funzione é iniettiva se e solo se esiste una funzione g : B— A tale che g o f =id4 (una tale f
si dice invertibile a sinistra, e g si dice una Inversa sinistra per f; dunque f é iniettiva se e solo
se ¢ invertibile a sinistra);

(S) la funzione é suriettiva se e solo se esiste una funzione h : B — A tale che f o h = idp (una tale
f si dice invertibile a destra, e h si dice una inversa destra per f; dunque f é suriettiva se e solo
se ¢ invertibile a destra);

(B) la funzione é biiettiva se e solo se esiste una funzione g : B— A tale che go f =idy e fog =1idp
(una tale f si dice invertibile, e g si dice una inversa per f, e si scrive di solito f~1; dunque f &
biiettiva se e solo se é invertibile).

DIMOSTRAZIONE. La prima e la terza affermazione sono facilmente dimostrabili; la seconda
affermazione invece non ¢ ovvia, e una dimostrazione rigorosa richiede (e anzi € equivalente) all’assioma
della scelta, che vedremo tra qualche pagina. O

1.12.13. Si osservi che le eventuali inverse destre e sinistre per una funzione non sono uniche,
a meno che la funzione stessa non sia invertibile sia a destra che a sinistra: in tal caso esiste un’unica
inversa destra, un’unica inversa sinistra ed esse coincidono, come mostra la serie di uguaglianze

g=goidg=go(foh)=(gof)oh=idgoh=h
seidp=fohego f=ida.
1.12.14.  Una funzione f : A— B ¢ iniettiva se e solo se gode della seguente proprieta “di
cancellazione a sinistra”: per ogni coppia gi,¢g2 : C' — A di funzioni tali che fo g = f o gy allora

g1 = g2-
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Una funzione f : A— B ¢ suriettiva se e solo se gode della seguente proprieta “di cancellazione a
destra”: per ogni coppia g1, g2 : B— C' di funzioni tali che g1 o f = g2 o f allora g; = go.

1.12.15. INCLUSIONI COME FUNZIONI. Per ogni insieme A ed ogni suo sottinsieme B, la regola
che ad ogni b € B associa b € A & una funzione iniettiva i : B— A che si dice l'inclusione di B in
Aj; essa ¢ suriettiva (e allora una biiezione) se e solo se A = B. Se abbiamo C' C B C A allora risulta
i 0il =i4.

1.12.16. COMPOSIZIONI E PROPRIETA DELLE FUNZIONI. Si verifica facilmente che la compo-
sizione di funzioni iniettive (risp. suriettive, risp. biiettive) mantiene la stessa proprieta.

Valgono i seguenti risultati (converse parziali): se una composizione ¢ iniettiva (risp. suriettiva)
allora la prima funzione & iniettiva (risp. la seconda funzione & suriettiva); in particolare se una
composizione ¢ biiettiva, allora la prima funzione ¢ iniettiva e la seconda funzione & suriettiva, ma
nessuna delle due e in generale biiettiva.

1.12.17. GrAFfIicOo. Una funzione f : A— B definisce un sottinsieme di A x B, detto il suo
grafico, dato da

L'(f) ={(a, f(a)) | a € A}
dotato della seguente proprieta: per ogni a € A esiste una ed una sola coppia in T'(f) il cui primo
elemento sia a (tali sottinsiemi di A x B sono detti grafici). Viceversa ogni sottinsieme I' di A x B
che gode della proprieta detta ¢ il grafico di una unica ben determinata funzione f(I') : A— B.

Si verifichi che le funzioni che mandano f in I'( f) (dall’insieme delle funzioni di A in B nell’insieme
dei grafici di A x B) e I"in f(T") sopra definite sono biiezioni una inversa dell’altra.

Le proprieta di essere iniettiva, suriettiva, biiettiva per una funzione si riconoscono dal suo grafico
nel modo seguente: f & iniettiva se e solo se per ogni b esiste al pitt un a tale che (a,b) € T'(f); f &
suriettiva se e solo se per ogni b esiste almeno un a tale che (a,b) € T'(f); f ¢ biiettiva se e solo se per
ogni b esiste uno ed un solo a tale che (a,b) € T'(f).

1.12.18. ALCUNE FUNZIONI CANONICHE NOTEVOLI.  Spesso succede che tra due insiemi vi
siano delle funzioni naturali, definite in modo intrinseco: tali funzioni si dicono canoniche; se si tratta
di biiezioni, si dice che i due insiemi sono canonicamente in biiezione.

Per esempio abbiamo gia accennato al caso del prodotto cartesiano: vi € una funzione naturale
A x B— B x A che manda (a,b) in (b,a) (talvolta detta la simmetria), e che si verifica subito essere
una biiezione.

Un altro esempio ¢ dato dalla funzione Ax (B xC) —(Ax B)x C che manda (a, (b, ¢)) in ((a, b), ¢);
anche in questo caso si vede subito che si tratta di una biiezione, che permette allora di identificare
canonicamente i prodotti tripli (e percio multipli).

Dato un insieme [ e una famiglia di insiemi A; indiciata da i € I, possiamo definire il prodotto
della famiglia stessa, indicato come [];.; A;, come I'insieme delle funzioni di I in |J;.; A4; tali che per
ogni i € I la sua immagine appartenga ad A;. Se I = {1,2,...,n} allora si scrive anche [],.; 4; =
[T, Ai = A1 x Ay x -+- x A,,. Nel caso che I = {1,2}, questa definizione non & esattamente quella
data parlando di prodotto cartesiano, ma si puo facilmente vedere che si tratta di due definizioni
equivalenti in modo canonico.

Dato un insieme A, vi & una biiezione naturale tra I'insieme potenza #(A) di A e I'insieme 24
delle funzioni di A in 2 che associa ad ogni sottinsieme B la cosiddetta funzione caratteristica di B
che vale 1 su BeOsu A\ B.

2. Relazioni, equivalenze ed ordini.

2.1. DEFINIZIONE (RELAZIONI).  Una relazione ¢ una terna (A, B, R) in cui A e B sono insiemi,
e R & un sottinsieme del prodotto cartesiano A x B; spesso si parla di relazione tra un insieme A ed
un insieme B e si specifica semplicemente il terzo termine R. Se (a,b) € R si dice che a é in relazione
con b secondo R, e si scrive anche aRb. Elenchiamo qualche importante definizione per relazioni tra
un insieme e se stesso, insieme a delle caratterizzazioni su cui il lettore dovrebbe riflettere:
(R) una relazione si dice riflessiva se per ogni a € A abbiamo aRa (ovvero (a,a) € R, ovvero se R
contiene la diagonale di A x A);
(S) una relazione si dice simmetrica se per ogni a,b € A abbiamo che aRb implica bRa (ovvero se
(a,b) € R, allora anche (b,a) € R, ovvero se R é “simmetrico rispetto alla diagonale” come
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sottinsieme di A x A);

(A) una relazione si dice antisimmetrica se per ogni a,b € A abbiamo che aRb e bRa implicano
a = b (ovvero se (a,b) € R e (b,a) € R, allora a e b sono lo stesso elemento, ovvero se R &
“antisimmetrico rispetto alla diagonale” come sottinsieme di A X A);

(t) una relazione si dice transitiva se per ogni a,b,c € A abbiamo che aRb e bRc implicano aRc
(ovvero se (a,b) € R e (b,¢) € R, allora anche (a,c) € R; cosa significa questo in A x A?);

(T) una relazione si dice totale se per ogni a,b € A abbiamo che aRb oppure bRa sono veri (ovvero
(a,b) € R oppure (b,a) € R; cosa significa questo in A x A?); si osservi che una relazione totale
e certo riflessiva. Una relazione non totale si dice parziale.

2.1.1. Abbiamo gia visto una importante classe di relazioni tra A e B costituita dai grafici di
funzioni di A in B. Per abuso di linguaggio, una relazione soddisfacente alla condizione per essere un
grafico (per ogni a € A esiste una ed una sola coppia nella relazione il cui primo elemento sia a) si
dira una funzione.

2.1.2. OPERAZIONI TRA RELAZIONI. Trattandosi di sottinsiemi di A x B, le relazioni tra A e B
sono soggette alle nozioni insiemistiche usuali; dunque possiamo parlare di inclusione tra relazioni, di
unione, intersezione, differenza tra relazioni e cosi via.

Poiché alcune proprieta delle relazioni come la simmetria e la transitivita sono stabili per inter-
sezioni arbitrarie, cio ci permette di parlare per ogni relazione R data della sua chiusura simmetrica o
transitiva (la pit piccola relazione simmetrica o transitiva contenente R, ovvero l'intersezione di tutte
le relazioni simmetriche o transitive contenenti R).

2.1.3. COMPOSIZIONI TRA RELAZIONI. Analogamente alle funzioni, possiamo anche parlare di
composizioni di relazioni nel modo seguente: se R ¢ relazione di A con B e S & relazione di B con C,
allora definiamo RS relazione di A con C tramite a(RS)c se e solo se esiste b € B tale che aRb e bSec.
La composizione tra relazioni, similmente a quella tra funzioni, & associativa ma non commutativa.

2.2. DEFINIZIONE (EQUIVALENZE). Una relazione R su un insieme A si dice di equivalenza
se soddisfa alle proprieta riflessiva, simmetrica e transitiva. Di solito le relazioni di equivalenza si
indicano con simboli quali ~, ~, = . Se a € A, indichiamo con [a]r oppure [a] oppure @ (se R pud
essere sottintesa) e chiamiamo la classe di equivalenza di a modulo R il sottinsieme di A formato dagli
elementi equivalenti ad a: [a|gr = {b € A | aRb}.

Per ogni insieme A vi & una pil piccola relazione di equivalenza (nel senso delle inclusioni in
Ax A), ed & la relazione di identita (aRb se e solo se a = b; si tratta della diagonale {(a,a) | a € A} in
A x A). Vi e anche una massima relazione di equivalenza, quella per cui ogni elemento & in relazione
con ogni altro; corrisponde a tutto I'insieme A x A.

2.2.1. TEOREMA (PARTIZIONE ASSOCIATE).  Data una relazione di equivalenza su un insieme
A, l'insieme delle classi di equivalenza degli elementi di A formano una partizione di A (cioé le classi
di equivalenza sono non vuote, a due a due disgiunte e la loro unione da A), detta partizione associata
alla relazione. Viceversa data una partizione di A esiste una unica relazione di equivalenza in A tale
che la partizione associata sia quella data.

Percio esiste una biiezione tra relazioni di equivalenza su un insieme e partizioni di quello stesso
insieme.

DiMOSTRAZIONE. Che le classi di equivalenza per una relazione di equivalenza costituiscano una
partizione di A si vede facilmente: ogni classe & non vuota (per la riflessivita), le classi sono a due a
due disgiunte (se due classi hanno un elemento in comune, allora, per la transitivita e la simmetria,
esse coincidono), I'unione da tutto A (di nuovo per la riflessivita). Ad ogni partizione di A associamo
la relazione definita da a ~ b se e solo se essi appartengono allo stesso insieme della partizione. Allora
si verifica subito che si tratta di una relazione di equivalenza (la riflessivita viene dal fatto che la
riunione dei sottinsiemi della partizione da tutto A, la simmetria viene dalla corrispondente proprieta
dell’inclusione, e la transitivita segue dalla condizione che i sottinsiemi della partizione sono a due a
due disgiunti). Le due assegnazioni fatte (ad ogni equivalenza su A una partizione di A, e ad ogni
partizione di A una relazione di equivalenza su A) danno luogo a due funzioni una inversa dell’altra
(verificare). O
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2.2.2. DEFINIZIONE (INSIEMI QUOZIENTE).  L’insieme delle classi di equivalenza in A per una
fissata relazione di equivalenza R su A si indica con A/R e si chiama l'insieme quoziente di A modulo
R. Abbiamo che [a|g = [b]r (in A/R) se e solo se aRb in A.

2.2.3. PROIEZIONI.  Esiste una funzione detta proiezione p}% : A— A/R che ad ogni a € A
associa la sua classe di equivalenza [a]gr € A/R; si tratta di una funzione suriettiva, ed & iniettiva se
e solo se R ¢ la relazione di identita. La proiezione gode della seguente proprieta di fattorizzazione:
una qualsiasi funzione f : A— C si fattorizza come f = go pé con g : A/R— C se e solo se vale
Iimplicazione: aRa’ = f(a) = f(a’) (cioé se e solo se f & costante sulle classi di equivalenza modulo
R).

2.2.4. TEOREMA (DI OMOMORFISMO PER INSIEMI).  Data una funzione f : A— B, sia ~ la
relazione su A definita da a ~ a' se e solo se f(a) = f(a'). Allora ~ é una relazione di equivalenza
ed esiste una unica funzione f : A/~ — B tale che f = f opA. La funzione f risulta iniettiva; inoltre
risulta che f ed f hanno la stessa immagine B’ in B, e la funzione f : A/~ — B’ & una biiezione.

DIMOSTRAZIONE. Che ~ sia una relazione di equivalenza ¢ facile. Per definizione la funzione
f & costante sulle classi di equivalenza di ~, dunque la fattorizzazione richiesta esiste (definita da

f(@ = f(a)), ed ¢ unica poiché la proiezione ¢ suriettiva. La funzione f ¢ iniettiva poiché da
f(@) = f(a') segue f(a) = f(a'), e dunque @ = @’ per definizione di ~. Che le immagini di f ed f
coincidano e facile, e I'ultima affermazione ¢ allora una conseguenza ovvia della iniettivita di f. 0O

2.2.5. EQUIVALENZE GENERATE. L’intersezione (in A x A) di una famiglia di relazioni di
equivalenza € ancora una relazione di equivalenza; quindi dato un qualunque sottinsieme di A x A
possiamo parlare della relazione di equivalenza su A da esso generata: si tratta della piu piccola
relazione di equivalenza che lo contiene, ovvero della intersezione di tutte le relazioni di equivalenza
che lo contengono.

2.3. DEFINIZIONE (PREORDINI E ORDINI). Una relazione R su un insieme A si dice un
preordine se essa é transitiva; si dice un ordine se soddisfa alle proprieta riflessiva, antisimmetrica e
transitiva. Di solito le relazioni di (pre)ordine si indicano con simboli quali <, <, <, <. Un ordine si
dice totale se lo é in quanto relazione, parziale altrimenti.

2.3.1. Dati due insiemi ordinati A e B, una funzione A — B si dice ordinata o crescente se
vale la seguente implicazione: per ogni a,a’ € A da a < ' (in A) segue che f(a) < f(a’) (in B).
Viceversa la funzione si dice antiordinata o decrescente se per ogni a,a’ € A da a < d’ (in A) segue
che f(a) > f(a’) (in B). Una funzione si dice disordinata altrimenti, cioé se non ¢ né crescente né
decrescente.

Per ogni insieme ordinato A con relazione < possiamo costruire la relazione d’ordine trasposta
< data da a € a’ se e solo se @’ < a (U'ordine viene “rovesciato”); allora una funzione antiordinata
diventa una funzione ordinata dal dominio al codominio con I'ordine trasposto.

2.3.2. Ad ogni relazione R su A che sia riflessiva e transitiva (un preordine riflessivo) ¢ associata
una relazione d’equivalenza E definita da aEb se e solo se valgono aRb e bRa. Sull’insieme quoziente
A/E la relazione R induce una relazione d’ordine parziale.

2.3.3. MINIMALI, MASSIMALI, MINIMO, MASSIMO. Se B & un sottiniseme di un insieme ordinato
A, diciamo che b € B ¢ elemento massimale (risp. minimale) di B se dalla relazione b’ € Be b <
(risp. b’ € B e b’ <b) segue b = b'; si osservi che un insieme puod avere pitt massimali (risp. minimali)
distinti (necessariamente non confrontabili tra loro). Diciamo che b € B & elemento massimo (risp.
minimo) di B se b’ < b (risp. b < V') per ogni altro ' € B; se b & massimo (risp. minimo) in B, allora
& I'unico massimale (risp. minimale) di B; il viceversa & falso? Se esiste il massimo (risp. il minimo)
di A si dice I'ultimo (risp. il primo) elemento.

2.3.4. BUONI ORDINAMENTI. Un insieme si dice bene ordinato se ogni suo sottinsieme non vuoto
ammette elemento minimo (di conseguenza 'ordine ¢ totale).

2.3.5. MINORANTI E MAGGIORANTI. Se B ¢ un sottinsieme di un insieme ordinato A, diciamo
che a € A & maggiorante (risp. minorante) di B se vale la relazione b < a (risp. a < b) per ogni b € B.

2.3.6. ESTREMI INFERIORE E SUPERIORE. Se B € un sottiniseme di un insieme ordinato A, si
dice estremo superiore (risp. inferiore) di B, se esiste, il minimo dei maggioranti (risp. il massimo dei
minoranti).
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& 2.3.7. Visono altre fondamentali nozioni che riguardano gli ordinamenti: sottinsiemi limitati
inferiormente e superiormente, segmenti iniziali, intervalli, catene, salti e lacune, densita, completezza
e continuita ordinali, ecc. Queste nozioni sono alla base della definizione e di una possibile costruzione
dei numeri reali, e saranno viste nel corso di Matematica Uno. Il lettore interessato puo riferirsi per
approfondimenti al testo “Appunti di Algebra” (lezioni 11-14, 26-31) di I. Barsotti, e anche all’App.
B del testo “Analisi Uno” di G. De Marco.

# 2.3.8. INSIEMI ORDINATI INDUTTIVI. Un insieme ordinato si dice induttivo se ogni sua catena
(sottinsieme non vuoto in cui 'ordine indotto sia totale) ammette maggiorante. Si dice strettamente
induttivo se ogni sua catena ammette estremo superiore. Vi ¢ un importante e classico risultato
riguardo a questo tipo di insiemi, che lega tra loro nozioni apparentemente indipendenti:

MM 2.3.9. TEOREMA. Le seguenti asserzioni:

(Z) LEMMA DI ZORN: ogni insieme ordinato induttivo ammette massimali;

(Z') ogni insieme ordinato strettamente induttivo ammette massimali;

(S) ASSIOMA DELLA SCELTA: per ogni famiglia A;, per ¢ € I, non vuota di insiemi non vuoti a due
a due disgiunti, esiste un insieme S tale che S N A; é formato da un solo elemento per ogni i
(in altri termini, possiamo scegliere un elemento in ogni insieme di una qualunque famiglia data;
se la famiglia fosse finita non ci sarebbero problemi: ma se la famiglia é infinita il problema é
“evidentemente” non banale);

(P) ASSIOMA DEL PRODOTTO: per ogni famiglia A;, per i € I, non vuota di insiemi non vuoti, il
prodotto cartesiano [[,.; A; € non vuoto, cioé esistono funzioni f : I —J,.; A; tali che f(i) € A;
per ogni ¢ € I (anche qui il problema é non banale per insiemi infiniti di indici);

(ID) la proprieta di esistenza di una inversa destra per ogni funzione suriettiva: se f : A— B é una
funzione suriettiva, allora esiste una funzione g : B— A che ne ¢é inversa a destra, cioé¢ tale che
fog=idp;

(BO) PRINCIPIO DEL BUON ORDINAMENTO: ogni insieme & bene ordinabile (cioé su ogni insieme si puo
definire una relazione d’ordine che sia un buon ordinamento);

sono tutte tra loro equivalenti.

DIMOSTRAZIONE. Per vedere che (Z) e (Z’) sono equivalenti, basta mostrare che (Z’) implica
(Z) (Paltra implicazione essendo ovvia). Sia allora A un insieme ordinato induttivo; consideriamo
linsieme A’ di tutte le catene di A. Allora A’ & ordinato dall’inclusione e risulta strettamente induttivo
(Pestremo superiore di una catena di catene essendo I'unione delle catene stesse). Dunque in A esistono
elementi massimali, e un qualunque maggiorante in A di un massimale di A’ ¢ un massimale in A,
dunque esistono massimali in A.

Che lassioma (S) della scelta e quello (P) del prodotto siano equivalenti & facile, e lasciato al
lettore. Essi implicano (I D) poiché per ogni funzione suriettiva f : A — B, trovare una inversa destra
si riduce a scegliere un elemento in ognuno dei sottinsiemi di A dati dalle antimmagini degli elementi
di b. Viceversa, l'assioma del prodotto ¢ dimostrato se e possibile scegliere una inversa destra della
funzione | J;o; A; — I che ad ogni a; € A; associa i, che & ben definita perché gli insiemi sono disgiunti,
ed evidentemente suriettiva poiché gli insiemi sono non vuoti. Quindi (I D) implica (P).

E anche facile dimostrare che il principio del buon ordinamento implica (S), (P) o (ID). Per
dimostrare (ID) per esempio, dasta infatti ben ordinare l'insieme A e per ogni b € B scegliere come
g(b) il minimo dell’antimmagine di b tramite f.

Vediamo che il lemma di Zorn implica (BO). Sia A un insieme qualsiasi e consideriamo l'insieme
X formato dai sottinsiemi di X dotati di un buon ordine. Quest’insieme & non vuoto, poiché ogni
singoletto di A gli appartiene (anzi ogni insieme finito di A dotato di un ordine totale gli appartiene).
Ordiniamo X tramite I'ordine delle inclusioni crescenti: dunque un elemento di X & minore di un altro
se il primo & incluso nel secondo e possiede 'ordine indotto dall’inclusione. Cosi ordinato, X € insieme
induttivo (ogni catena in X ha come massimale 'unione dei suoi elementi), e quindi esiste elemento
massimale in X, sia A’, dotato di un buon ordinamento, e supponiamo che sia A’ # A. Allora esiste
a€ A maa¢ A, eil sottinsieme A’ U {a} ordinato usando a come minimo elemento contraddice la
massimalitd di A’ in X. Dunque A’ = A, e allora abbiamo un buon ordinamento su A.

Per esercizio far vedere che il lemma di Zorn implica (5), (P) e (ID) (direttamente, senza passare

per (BO)).
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La parte pit impegnativa della dimostrazione e invece data dal fatto che il lemma di Zorn &
implicato da una delle altre asserzioni (5), (P) o (ID); classicamente si dimostra che I’assioma della
scelta implica (Z'), e per questo rimandiamo il lettore interessato al libro “Appunti di Algebra” (lezioni
15-16) di 1. Barsotti. O

3. Cardinalita e combinatorica.

In questo paragrafo daremo una definizione precisa della nozione intuitiva di “numerosita” di un
insieme, vale a dire del “numero di elementi che lo compongono”.

3.1. DEFINIZIONE (CARDINALITA, EQUIPOTENZA).  Due insiemi A e B si dicono equipotenti
(o aventi la stessa cardinalita) se esiste una biiezione di A in B. La collezione di tutti gli insiemi
(dell’Universo fissato) equipotenti ad un fissato insieme A si dice una cardinalita, e si indica con |A|,
c(A), card(A) o #A a seconda dei contesti.

3.2. OPERAZIONI TRA LE CARDINALITA. Possiamo definire tra le cardinalitd alcune relazioni e
operazioni analoghe a quelle ben note per i numeri naturali (che tra poco vedremo essere particolari
cardinalita, quelle finite). Siano A e B due insiemi disgiunti;

(S) la somma delle due cardinalita |A| e | B| ¢ la cardinalita dell’unione: |A|+|B| = |AUB] (si presenta
qui un problema generale: nella definizione abbiamo usato due specifici insiemi appartenenti a
fissate cardinalita, e dobbiamo controllare che il risultato non dipenda dagli insiemi, ma solo
dalla loro cardinalita; ovvero che scegliendo altri insiemi della stessa cardinalita il risultato della
definizione non cambi);

(P) il prodotto delle due cardinalita |A| e | B| ¢ la cardinalita del prodotto cartesiano: |A|-|B| = |Ax B|

(E) lelevamento a potenza della cardinalita |A| alla cardinalita |B| € la cardinalita dell’insieme delle
funzioni di B in A: |A|lBl = |AB|.

Una cardinalita |A| si dice minore o uguale ad una cardinalita |B| e si scrive |A| < |B| se esiste una

funzione iniettiva di A in B (oppure una funzione suriettiva di B su A). Siscrive |A| < |B| se |A| < |B|

¢ |A] # B
Se |C| = |A| + |B| allora scriveremo anche |A| = |C| — |B| oppure |B| = |C| — |A|, ma si tratta

di espressioni un po’ pericolose, come vedremo.

3.2.1. PROPRIETA DELLE OPERAZIONI TRA CARDINALI. Avendo usato delle operazioni in-
siemistiche per definire le operazioni tra cardinali, queste ultime ereditano le proprieta delle prime;
per esempio commutativita (e associativita) per somma e prodotto seguono dalla stessa proprieta per
unione e prodotto cartesiano; la distrubutivita del prodotto rispetto alla somma segue dalla analoga
proprieta del prodotto cartesiano rispetto alla unione (da notare che altra distributivita & falsa).

Useremo liberamente in futuro queste facili proprieta. Segnaliamo per esempio che da ABYC =
AB x A® se BN C = @ segue una ben nota formula per gli esponenti: |A|/BIHICT = | A|IBl| A€l

3.2.2. FORMULA DI INCLUSIONE-ESCLUSIONE. Per ogni coppia di insiemi A e B abbiamo la
relazione

|AUB| =|A|+|B|—-|ANDB|.
Infatti poiché A & unione disgiunta di A~ B e ANB, B ¢ unione disgiunta di BN Ae ANB,e AUB
¢ unione disgiunta di A\ B, AN B e B\ A, abbiamo
|[AUB|+|ANB|=|ANB|+|ANB|+ |B\A|+|ANB| = |A| +|B|

(abbiamo fatto uso implicitamente della proprieta associativa della somma).

Nel caso di tre insiemi A, B, C' abbiamo una formula analoga:

[AUBUC|=|A|+|B|+|C]—|AnB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

che si giustifica in modo analogo.

Pit in generale, abbiamo la seguente formula detta di inclusione-esclusione: data una famiglia
finita Ay, Ao, ..., A, di insiemi, vale che

n n n n 7 n
Al =D 1A= >0 Ay N A+ 4+ (=17 > [V Al +-+ D)™ ) Al
i=1 i=1 i1 <ip=1 i <oe<iz=1 £=1 i=1

la cui dimostrazione diretta ¢ laboriosa, ma che si potra dimostrare facilmente una volta noto il
principio di induzione, tra poche pagine.
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3.3. TEOREMA (CARDINALITA POTENZA).  Per ogni insieme A, abbiamo che |Z(A)| > |Al.

La cardinalita | 22(A)| si indica spesso con 214! poiché esiste una biiezione tra l'insieme delle parti
di A e I'insieme 24 delle funzioni di A in {0,1}. Dunque il teorema dice che per ogni insieme A vale
che 2141 > | A].

DIMOSTRAZIONE. Certamente |A| < |Z?(A)| poiché la funzione di A in Z(A) che porta ogni
elemento a nel singoletto {a} & iniettiva. Basta quindi mostrare che non esistono funzioni suriettive
di Ain Z(A). Sia ¢ : A— Z(A) una qualsiasi funzione e consideriamo il sottinsieme di A dato da
A'={a€Ala¢pa)} Allora & chiaro che A’ non appartiene all’immagine di ¢, poiché altrimenti
sarebbe A’ = p(a’) con o’ € A e risulterebbe a’ € A’ se e solo se a’ ¢ p(a’) = A’, assurdo. Quindi
alcuna tale funzione puo essere suriettiva; di conseguenza non esistono biiezioni tra A e la sua potenza,

e quindi la cardinalita di quest’ultima ¢ strettamente superiore. O
& 3.4. TEOREMA (CANTOR-SCHRODER-BERNSTEIN). Se |A] < |B| e |B|] < |4]| allora
|A| = |B|. In altri termini, se esistono una funzione iniettiva di A in B e una funzione iniettiva di B

in A, allora esiste una biiezione tra A e B.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ particolarmente interessante, anche se non immediata, e
ne presentiamo solo le linee guida. Date due funzioni iniettive f : A— B e g : B— A garantite dalle
ipotesi, per ogni elemento a di A e ogni elemento b di B diciamo che a ¢ figlio di b se a = g(b) e che
b ¢ figlio di a se b = f(a). Possiamo dunque parlare di “antenati” per ogni fissato elemento nel senso
genealogico. Studiando la linea genealogica di ogni elemento possiamo dividere A in tre sottinsiemi
disgiunti: sia A’ I'insieme degli elementi che non hanno capostipite; sia A4 'insieme degli elementi
che hanno capostipite in A; sia Ag l'insieme degli elementi che hanno capostipite in B. Stessa cosa si
puo fare per B.

Ora possiamo definire una funzione biiettiva di A verso B nel modo seguente: f su A’ (biiezione
tra A’ e B’), f su A4 (bilezione tra A4 e By), l'inversa di g su Ap (biiezione tra Ag e Bp). O

# 3.5. TEOREMA (TOTALITA DELL’ORDINE).  Dati due insiemi qualsiasi A e B, o esiste una
funzione iniettiva di A in B oppure esiste una funzione iniettiva di B in A; dunque due cardinali sono
sempre confrontabili: o |A| < |B| oppure |B| < |A].

DiMoSTRAZIONE. Ci si riduce al caso di insiemi ben ordinati, e in questo caso si dimostra che uno
dei due e incluso ordinatamente nell’altro. Non banale: vedi Esercizi 1-10, pg. 22-23 di I. Barsotti. [

3.6. CARDINALITA FINITE. Gli insiemi n = {0,1,...,n—1} introdotti all’inizio si dicono insiemi
finiti, e le loro cardinalita si dicono finite; potremmo definire i numeri naturali allora nel modo seguente:
essi sono le cardinalitd di insiemi del tipo Ng = @ (e poniamo |Np| = 0), N7 = {@} (e poniamo

|[N1| = 1), No = {2,{2}} (e poniamo |Ny| = 2), N3 = {2,{2},{9,{2}}} (e poniamo |N3| = 3), e
cosi via, definito N,, (e posto |N,| = n) definiamo Ny,41 = N, U {N,} (che ha un elemento in pi,
dunque porremo [N, 1| =n+1).

E chiaro che in questo modo costruiamo infiniti insiemi (nel senso che non c’¢ un limite alla
costruzione), e che le operazioni di somma e prodotto tra cardinali corrispondono esattamente alle
usuali operazioni tra numeri naturali. Ci occuperemo poi di problemi di combinatorica tra insiemi
finiti.

Un altro modo possibile per costruire (a partire dal vuoto @) le cardinalita finite & il seguente:
My = @, My = {@}, My = {2,{o}}, M3 = {&,{a},{{o}}} e cosi via, definito M,, definiamo
M1 = {2} UL (M,) ove ¥ (M,) indica l'insieme dei singoletti di M,,.

3.7. CARDINALITA INFINITE. Si dicono infiniti invece gli insiemi la cui cardinalitd non sono
finite. Per esempio la collezione di tutti gli insiemi V,,, prima usati per definire le cardinalita finite,
non e finita. A rigor di termini dovremmo postulare la sua esistenza come insieme, visto che non lo
possiamo esplicitamente presentare per intero. La sua cardinalita si chiama “infinito numerabile” e si
indica con Xq (alef zero). Dunque abbiamo n < ¥, per ogni cardinale finito n.

3.7.1. PROPRIETA DI ¥y. L’infinito numerabile & particolarmente importante, e quindi ne
elenchiamo alcune proprieta:

(CI1) Rg+n = Rg per ogni cardinale finito n; infatti applicazione (N x {0})U(n x {1}) — N che manda

(4,0) ini+mn e (j,1) in j & una applicazione biiettiva,
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(CI2) Rg + Rg = No; infatti 'applicazione (N x {0}) U (N x {1}) — N che manda (i, ) in 2i + « & una
applicazione biiettiva;

(CI3) WXy = Np; infatti (primo argomento diagonale di Cantor) possiamo trovare una biiezione di N su
N x N ben ordinando quest’ultimo insieme con la regola (a,b) < (a’,b’) se e solo se a+b < a’ + V'
oppure a +b =a’ + b e a < a’. Possiamo allora mandare ¢/ € N nell’/-esimo elemento di N? per
quest’ordine, e si tratta di una mappa suriettiva (e iniettiva: farsi un disegno).

(CI4) R{° = 2%, infatti Pinsieme delle funzioni di N in sé & in biiezione con il sottinsieme delle funzioni
(strettamente) crescenti di N in s, e queste a loro volta sono definite dall’insieme dei valori
assunti, e quindi dalla funzione caratteristica dell’insieme immagine (che ¢ una funzione di N in
2). Si osservi che allora per ogni n finito si ha Ngo = nRo = 2% per confronto.

Le stesse proprieta sono vere per ogni cardinale infinito, ma dimostrarlo e piu difficile. Ricordiamo
inoltre che ¢ = 2% > N si dice la cardinalitd del continuo (si vedra essere la cardinalitd dell’insieme
dei numeri reali).

3.7.2. 1l secondo argomento diagonale di Cantor si usa per mostrare che la cardinalita, di NN
¢ strettamente maggiore della cardinalita di N (il risultato I’abbiamo gia visto, ma l’argomento di
Cantor si usa anche in altri contesti, per esempio per dimostrare che I'insieme dei numeri reali ha
cardinalitd maggiore dell’insieme dei numeri naturali). Si ragiona per assurdo nel modo seguente:
supponiamo che NV sia numerabile, e sia f : N— NN una biiezione (per ogni n chiamiamo f, la
funzione corrispondente); costruiamo allora una funzione g : N— N che non ¢ nessuna delle f,,
dunque contraddicendo la suriettivita di f. Basta per questo definire g(m) = f,,(m)+ 1, perché allora
per ogni n abbiamo f,, # ¢ in quanto f,(n) # g(n).

# 3.7.3. PROPRIETA DEGLI INSIEMI INFINITI. Ogni insieme infinito contiene un sottinsieme
numerabile, dunque ha cardinalita maggiore o uguale ad Ry, e quindi ¥y € la pit piccola cardinalita
infinita. Si tratta di un risultato la cui dimostrazione richiede 1'uso del lemma di Zorn, o di uno degli
enunciati equivalenti.

3.7.4. TEOREMA. Un insieme é infinito se e solo se esiste una biiezione con un suo sottinsieme
proprio.

DIMOSTRAZIONE. Ogni funzione di un insieme finito in sé che sia iniettiva & anche suriettiva,
quindi il “se” della proposizione e chiaro. Per il viceversa consideriamo prima il caso di un insieme
numerabile, per esempio i numeri naturali: e chiaro allora che la funzione che manda ogni numero
nel suo successore da una biiezione di tutto l'insieme con l'insieme costituito dai numeri non nulli
(sottinsieme proprio). Poiché ogni insieme infinito X contiene un insieme numerabile N, possiamo
scrivere X = N U (X \ N) (unione disgiunta) e definire una funzione di X in s¢ che sia I'identita su
X ~ N e che identifichi IV a un suo sottinsieme stretto N’; allora la funzione costruita ¢ una biiezione
di X con X' = N'U(X \N) C X, come si voleva. O

A& 3.7.5. Ogni insieme infinito & unione disgiunta di insiemi numerabili (si deve usare il lemma
di Zorn).

& 3.7.6. Conseguenze: c+n=c,nc=c,c+¥g =c¢, Ry =c¢, c+c= ¢, cc = ¢, le somme finite
tra cardinali di cui almeno uno sia infinito coincidono con il massimo dei sommandi, i prodotti finiti
tra cardinali di cui almeno uno sia infinito coincidono con il massimo dei fattori, 2¢ = ¢® > c.

& 3.7.7. Se A ¢ infinito, e &'(A) indica l'insieme delle parti finite di A, allora abbiamo
|12/(A4)| = |Al.

3.8. COMBINATORICA DELLE FUNZIONI. Se A e B sono insiemi finiti di cardinalita m ed n
rispettivamente, possiamo chiederci qual ¢ la cardinalita dell’insieme delle funzioni di A in B, e di certi
tipi particolari di funzioni. Calcolare il numero di funzioni di A in B & facile: al fine di costruire una
funzione, per ogni elemento di A dobbiamo decidere quale elemento di B ¢ la sua immagine, ed ogni
volta possiamo scegliere tra n elementi; le scelte da fare sono tutte indipendenti tra loro, e dunque in
totale abbiamo n™ possibili funzioni. Quindi risulta

B4 =B

che giustifica la simbologia B# per I'insieme delle applicazioni di A in B.
3.8.1. Anche l'insieme delle funzioni biiettive di A in B & facilmente controllabile: & vuoto,
ovvero di cardinalita zero se |A| # |B|; altrimenti & (|A])!, il fattoriale della cardinalita di A (prodotto
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di tutti i numeri interi da 1 a | A[; si pone per definizione 0! = 1). Infatti in questo caso costruendo la
funzione dobbiamo fare attenzione a non ripetere le scelte gia fatte per le immagini: quindi vi sono n
scelte per I'immagine del primo elemento, n—1 per il secondo, n—2 per il terzo e cosi via.

3.8.2. L’insieme delle funzioni iniettive di A in B & nullo se |A| > | B| (principio dei cassetti: se
vi sono piu oggetti che cassetti, in qualche cassetto deve stare pitt di un oggetto; talvolta detto anche
principio della piccionaia: se ci sono piu piccioni che casette, in qualche casetta ci deve stare piu di
un piccione); altrimenti, ragionando analogamente a prima, si vede che si tratta del prodotto degli m
numeri naturali in discesa partendo da n; dunque la cardinalita ¢ (|B|)!/(|B] — |A])!.

3.8.3. Nettamente piu difficile & studiare il numero di funzioni suriettive di A in B; certamente
¢ zero se |A| < |B|. Una strategia costruttiva diretta, cioé cercare tutti i modi possibili di costruire
funzioni suriettive, in questo caso non ¢ ovvia (provare per credere); conviene invece ricorrere al
principio di inclusione-esclusione per conteggiare le funzioni non suriettive di A in B. In effetti se
definiamo F; l'insieme delle funzioni la cui immagine non contiene b € B, abbiamo che la cardinalita
dell’insieme | J,¢ 5 Fp delle funzioni non suriettive ¢ dato da

SUEI=> " [BnFyl+-+ (D)"Y B, 0N F |+ + (-D)EF () By
beB b,b'EB bi,....b;EB beB

e di conseguenza la cardinalita delle funzioni suriettive ¢
|B|
)

|B|

110810 (1) 3-2) 440 () - (1)

poiché il numero di addendi nella i-esima sommatoria & (lli? ‘) (coefficiente binomiale) e (|B| — )4

¢ il numero di elementi che ogni intersezione di quella sommatoria comporta (si, ¢ vero che 'ultimo

addendo scritto & sempre zero, ma lo si & lasciato ugualmente per rispettare la simmetria della formula).
3.8.4. Nel prossimo paragrafo la formula precedente, sia

se Sy, indica il numero di funzioni suriettive da un insieme con n elementi a uno con k elementi,
potra essere dimostrata per induzione a partire dalla seguente osservazione: se fissiamo un elemento
del dominio, allora possiamo distinguere le funzioni suriettive in due tipi (quali?) e di conseguenza

Sn+1,k = k(Sn,k + Sn,kfl)

(si osservera anche la parentela con la formula ricorsiva dei coefficienti binomiali). Problema per il
(paragrafo) futuro: che tipo di formula ricorsiva si puo scrivere fissando un elemento del codominio?

3.9. DisposizIONI E COMBINAZIONI. Una disposizione di classe k£ di un insieme A & una k-upla
ordinata di elementi di A; si chiamano disposizioni con ripetizione se si permette che possano comparire
pil volte gli stessi elementi, senza ripetizione altrimenti. Se |A| = n, il numero di disposizioni di
classe k con ripetizione ¢ dato da n*. Infatti I'insieme di tali disposizioni ¢ in biiezione con 'insieme
delle funzioni da un insieme con k elementi ad A. Il numero di disposizioni (semplici, ovvero senza
ripetizioni) di classe k di un insieme con n elementi si indica con D, ;. Poiché I'insieme di tali
disposizioni ¢ in biiezione con l'insieme delle funzioni iniettive da un insieme con k elementi ad A,

abbiamo che
n!

Dy =n(n-1)---(n—k+1) = e

Una combinazione di classe k di un insieme A € invece una scelta non ordinata di k elementi di A;
di nuovo si distinguono le combinazioni con ripetizione se si permette che possano comparire pit volte
gli stessi elementi, senza ripetizione altrimenti. Per il caso delle combinazioni senza ripetizioni, la dif-
ferenza rispetto alle disposizioni di classe k consiste solo nel considerare irrilevante “I’ordine di scelta”
degli elementi di A; dunque vi sono sempre k! disposizioni che identificano la stessa combinazione. Da
questa osservazione si deduce che le combinazioni di classe k (semplici, ovvero senza ripetizioni) di un
insieme con n elementi sono in numero

n! n
Cne = (n—k)lk! (k)
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(coefficiente binomiale: la tavola di questi numeri & il ben noto triangolo di Tartaglia, che ricorderemo
tra poche pagine).

Poiché l'insieme delle parti di A si puo vedere come unione disgiunta degli insiemi formati dai
sottinsiemi di fissate cardinalita, deduciamo dalle formule precedenti che > (Z) = 2" (cardinalita
dell’insieme potenza, essendo in biiezione con I'insieme delle funzioni di A in 2), la ben nota formula
del binomio di Newton che studieremo in generale per anelli commutativi.

Si osservi infine che I'uguaglianza evidente (Z) = (nf k) per ogni n e k ha una ovvia interpretazione
combinatorica (passando agli insiemi complementari).

Il caso delle combinazioni con ripetizione € nettamente diverso, e puo essere visto nel modo
seguente. Dare una combinazione con ripetizione di classe k a partire da un insieme di n elementi &
come dare una distribuzione di k palline (tutte uguali) in n scatole diverse (ogni scatola rappresenta
un elemento dell’insieme, e il numero di palline nella scatola rappresenta quante volte quell’elemento
viene scelto). Si tratta allora di contare in quanti modi 'insieme delle &k palline (pensate allineate)
puo essere diviso usando n — 1 sbarrette. Si vede facilmente che questo numero & ("+Z_1 .

3.10. PARTIZIONI DI INSIEMI. Una partizione di un insieme A & un sottinsieme di #?(A) formato
da sottinsiemi non vuoti di A a due a due disgiunti e la cui unione da tutto A; una partizione si
dice di classe k se & formata da k sottinsiemi di A. Se n = |A|, allora certamente k& < n. Ogni
funzione suriettiva di A verso un insieme formato di k elementi da luogo ad una partizione di A, ed
evidentemente vi sono k! di tali funzioni che identificano la stessa partizione (si possono scambiare
comunque gli elementi dell’immagine, ovvero si pud comporre la funzione data con una qualunque
biiezione del codominio).

Detto P, j il numero di partizioni di classe £ di un insieme con n elementi, abbiamo allora che

Poy = % lz:(—ni (':) (h— i) .

Si osservi per esempio che per k = n vi & esattamente una partizione (quella in singoletti), che dunque

ci restituisce la formula .
In
! — _1 7 _\n
=30 (1)

i=0
che non ¢ facilmente verificabile in modo diretto. E istruttivo per il lettore farsi la tavola dei numeri
P, i, per valori piccoli di n e di k, diciamo minori o uguali a 10.
3.11. PARTIZIONI DI NUMERI. Una partizione di un numero naturale n & una collezione formato
da numeri naturali non nulli (eventualmente ripetuti) la cui somma da n; una partizione di n si dice di
classe k se & formata da k numeri interi. Il lettore & invitato a farsi la tavola del numero di partizioni
di classe k di n per valori piccoli di n e di k, diciamo minori o uguali a 10.

& 3.12. COMBINATORICA DELLE RELAZIONI. Dato un insieme A di cardinalita finita n,
possiamo considerare I'insieme delle possibili relazioni su A: si tratta dell’insieme delle parti di A x A,
e dunque di cardinalita on’,

3.12.1. RELAZIONI RIFLESSIVE. Le relazioni soddisfacenti alla proprieta riflessiva sono invece in
numero 2™("~1); infatti in questo caso i termini diagonali (che sono esattamente |A|) di A x A devono
comparire necessariamente, gli altri essendo liberi: si tratta quindi delle funzioni da un insieme con
|A x Al — |A| = n? — n elementi in 2.

3.12.2. RELAZIONI SIMMETRICHE. Le relazioni soddisfacenti alla proprieta simmetrica sono
invece in numero Qn("i;rl); infatti in questo caso i termini diagonali (che sono esattamente |A|) di
A x A sono liberi, mentre i termini non diagonali devono essere simmetrici: si tratta quindi delle
funzioni da un insieme con W +|A|l = ”2% elementi in 2.

3.12.3. RELAZIONI SIMMETRICHE E RIFLESSIVE. Un analogo ragionamento mostra che le re-
lazioni riflessive e simmetriche sono 27

3.12.4. RELAZIONI DI EQUIVALENZE. Poiché le relazioni di equivalenza sono in biiezione con le
partizioni dell’insieme A, esse sono in numero di ZZ:1 P k.

3.12.5. RELAZIONI ANTISIMMETRICHE. Il numero di relazioni antisimmetriche puo essere val-
utato tenendo conto che per ogni coppia di posizioni simmetriche non diagonali, solo tre possibilita

g . g . n(n—1) .
sono compatibili con la condizione; quindi si tratta di 2"3~ 2z relazioni.
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3.12.6. RELAZIONI RIFLESSIVE E ANTISIMMETRICHE. Analogamente, le relazioni che sono rif-
lessive e antisimmetriche sono in numero di 3-5 .

3.12.7. RELAZIONI D’ORDINE. Le relazioni d’ordine totale sono n!, come le permutazioni pos-
sibili; invece risulta difficile conteggiare le relazioni d’ordine parziale, come pure contare le relazioni

soddisfacenti alla proprieta transitiva.

4. Numeri Naturali e Induzione.

La piu semplice struttura algebrica e quella data da una regola per combinare due elementi di un
insieme per produrne un altro.

4.1. DEFINIZIONE (MAGMA).  Diciamo magma un insieme M dotato di una operazione binaria,
cioé di una funzione M x M — M che manda (m,m’) in m = m/. Un magma si dice associativo se
per ogni terna di elementi m,m’,m"” € M si ha che (m*m') xm” =m (m' *m') (nel qual caso le
operazioni si possono scrivere senza parentesi). Si dice unitario se esiste un elemento 1+ € M (chiamato
elemento neutro per 'operazione) tale che 1 * m = m = m x 1 per ogni m € M. Si dice commutativo
se per ogni coppia m,m’ € M si ha che m*m' =m’ *m.

Talvolta un magma associativo ed unitario si chiama un semigruppo, e un magma commutativo,
associativo ed unitario si chiama un monoide.

Una funzione tra due magma f : M — N si dice un omomorfismo di magma, oppure funzione
di magma, se rispetta l'operazione e gli eventuali elementi neutri, cio¢ se f(m xm') = f(m) = f(m')
per ogni m,m’ € M (si noti che il primo * denota I'operazione su M, e il secondo quella su N), ed
eventualmente f(ipr) = 1n.

Data una definizione di una struttura algebrica, si puo sempre trarne una piccola messe di facili
conseguenze; ne esplicitiamo alcune:

4.1.1. In un magma associativo, ’elemento neutro se esiste ¢ unico. Siano infatti ¢ e +" due
elementi neutri; allora si ha 1 = 2% =7/,

4.1.2.  Se esiste l'elemento neutro ¢, un simmetrico destro (risp. sinistro) di m € M ¢ un
elemento m* € M (resp. *m € M) tale che m x m* =1 (risp. *m * m = 1); un elemento simmetrico di
m € M ¢ un elemento m* tale che m * m* =1+ = m* * m. Allora in un magma associativo, 1’elemento
simmetrico di un dato elemento se esiste ¢ unico, e se un elemento ha simmetrico destro e sinistro,
questi coincidono e sono un simmetrico per quell’elemento. Infine se m ammette simmetrico m*, anche
m* ammette un simmetrico che & m** = m.

4.1.3. In un magma associativo il risultato dell’applicazione ripetuta dell’operazione non
dipende dalla sequenza in cui viene effettuata (fermo restando I'ordine degli elementi).

4.1.4. Inun magma associativo e commutativo il risultato dell’applicazione ripetuta dell’operazione
non dipende dall’ordine con cui vengono presi gli elementi.

4.1.5. MAGMA INTEGRO. Un magma M si dice integro se per ogni a € M dalla relazione
a*b = ax*c segue che b = c. Data una funzione tra magma unitari, se essa rispetta la somma, allora
rispetta anche ’elemento neutro sotto ipotesi che il codominio sia magma integro. Infatti in tal caso
da f(ear) * flang) = flnr x2pr) = f(ear) = f(ear)2n deduciamo che f(1p7) = 1y

4.1.6. CONGRUENZE. Una relazione di equivalenza ~ in un magma M si dice una congruenza se
a ~ b implica a * ¢ ~ b* ¢ per ogni ¢ € M. Si osservi che questo ¢ equivalente a che se a ~be a’ ~ b
allora a*xa’ ~bxb'.

In tal caso linsieme quoziente M/ ~ & dotato di una struttura di magma (ben) definita da
[a] % [b] = [a * b] (ben definita significa che la definizione dipende solo dalle classi [m] e non dai singoli
elementi di una classe).

4.1.7. NOTAZIONI ADDITIVE E MOLTIPLICATIVE. Nel caso di magmi commutativi, si usa spesso
indicare con + (somma) I’'operazione, con 0 (zero) l’elemento neutro, e con —m (opposto) il simmetrico
di m. Nel caso di magmi non commutativi si preferisce usare la notazione moltiplicativa cioe indicare
con - (prodotto, spesso muto) I'operazione, con 1 (uno o unita) I’elemento neutro, e con m~! (inverso)
il simmetrico di m.

4.2. Dato un qualsiasi insieme A, I'insieme A# di tutte le funzioni di A in se, dotato della
operazione di composizione di funzioni, & un magma associativo, unitario (elemento neutro ¢ la mappa
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16 Strutture insiemistiche ed algebriche di base 0.4.

identica) e non commutativo. Gli elementi invertibili sono le biiezioni.

Lo stesso si puo dire dell’insieme Z2(A x A) delle relazioni di A in se, dotato della composizione
di relazioni; in questo caso vi & anche un elemento w (la relazione vuota) tale che m*xw =w =w *m
per ogni m € M, che si dice elemento killer.

Abbiamo gia usato I'insieme dei numeri naturali nell’eccezione ingenua, e parlando di cardinalita

nite) ne abbiamo anche definito precisamente gli elementi. Diamo ora una descrizione rigorosa di

finit bb he definit te gli el ti. D d d
questo insieme e di alcune sue importanti proprieta.

4.3. DEFINIZIONE (NUMERI NATURALI).  L’insieme N dei numeri naturali ha come elementi le
cardinalita finite. Esiste in N una operazione somma che é commutativa ed associativa, con elemento
neutro lo zero (che é anche I'unico elemento simmetrizzabile). Inoltre 'ordinamento tra i cardinali
finiti da un ordinamento totale su N che é un buon ordinamento (cioé ogni sottinsieme non vuoto di
N ha minimo).

4.3.1. PRODOTTO NEI NATURALI. Abbiamo anche dato una nozione di prodotto tra cardinali, e
quindi tra numeri naturali; in effetti per i numeri naturali I’operazione di prodotto puo essere ridotta
a quella della somma nel modo seguente: il prodotto nm corrisponde a “sommare m volte il numero
n con se stesso”:

mn=mn-+---+n
m volte
poiché nxm = (nx {0})U---U(nx {m—1}) (si tratta di una unione di insiemi a due a due disgiunti).

Si osservi che l'insieme dei cardinali finiti con 'operazione di prodotto € anch’esso un magma
associativo, commutativo e unitario (con elemento neutro 1), ma la sua struttura come ben noto, &
molto pitt complicata; per esempio non & integro a causa della presenza di un elemento killer (lo zero).

4.4. TECNICHE DI INDUZIONE. Introduciamo ora un principio fondamentale della matematica: il
principio di induzione per i numeri naturali. Si tratta di una tecnica di dimostrazione di famiglie infi-
nite di enunciati indiciate sui numeri naturali, e che riduce a dimostrare il primo degli enunciati (base
dell’induzione) e poi a dimostrare che dalla validita di un enunciato segue la validita del successivo
(passo detto induttivo). Vi sono alcune variazioni possibili che esamineremo.

4.5. TEOREMA (PRINCIPIO DI INDUZIONE (PRIMA FORMA)). Sia M un sottinsieme di N
soddisfacente alle due proprieta seguenti:
(0) 0 € M;
(i) per ognin € N, sen € M alloran+1¢€ M;
allora M = N.
Sia ora A,, una famiglia di asserzioni indiciate da n € N; supponiamo soddisfatte le due proprieta
seguenti:
(0) Ay é vera
(i) per ognin € N, se A,, & vera allora A, & vera;
allora le affermazioni A,, sono vere per ogni n € N.

DIMOSTRAZIONE. La seconda asserzione del teorema segue dalla prima usando l'insieme M =
{i e N| A; & vera}. La prima asserzione segue dal buon ordinamento di N: supponiamo che M # N;
allora esiste un minimo elemento in N \ M # &, sia ip; per minimalita abbiamo che ig — 1 € M, da
cui segue che ig € M (per la prima condizione se ig = 1, per la seconda se iy > 1), assurdo. O

n(n+1)
2

4.5.1. Ad esempio mostriamo per induzione la formula 1 4+2+---+n = . Verifichiamo

il caso n =1, che da in effetti 1 = 134D Ora supponiamo vera la formula per il valore n, e vediamo

2
cosa succede per n + 1:

n(n+1) 1) = n(n+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)

2 2 2
(nel primo passaggio abbiamo usato I'ipotesi induttiva) che & esattamente la stessa formula con n + 1
invece di n; quindi le formule sono dimostrate per ogni n.

Questa formula puo anche essere dimostrata “alla Gauss” osservando che ogni coppia di numeri
“equidistanti dagli estremi” da come somma n + 1, e che di tali coppie ve ne sono n/2 (anche se in

questo c¢’¢ una imprecisione: quale?).

1+2+ - +n+(n+1)=
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Un metodo ulteriore per dimostrare la formula senza induzione e la seguente osservazione:
n n n n
Yo+ n+1)?—1=) ((+1)>=) *+2) i+n
i=1 i=1 i=1 i=1
(sviluppando in due modi diversi il termine centrale), da cui, uguagliando i termini estremi, sparisce
la sommatoria dei quadrati e si puo ricavare la sommatoria voluta.

4.5.2. Trovare e dimostrare per induzione una formula per la sommatoria dei quadrati dei primi
n numeri naturali.

4.5.3.  Dimostrare per induzione che la somma dei cubi dei primi n numeri naturali & pari
al quadrato della somma dei primi n numeri naturali; in formule Y ,* = (3°1,4)?, e dunque
Z?:l i = n2(n4+1)2'

4.5.4. Trovare e dimostrare per induzione una formula per la sommatoria delle quarte potenze
dei primi n numeri naturali.

4.5.5. Mostrare per induzione (su j) che la somma delle j-esime potenze dei primi n naturali &
data da un polinomio in n di grado j 4+ 17

4.5.6. Dimostrare per induzione la formula di inclusione-esclusione.

4.6. TEOREMA (PRINCIPIO DI INDUZIONE (SECONDA FORMA)).  Sia M un sottinsieme di N
soddisfacente alle due proprieta seguenti:
(0) 0 € M;
(i) per ognin € N, sei € M per ogni i <n alloran+1¢€ M;
allora M = N.
Sia ora A,, una famiglia di asserzioni indiciate da n € N; supponiamo soddisfatte le due proprieta
seguenti:
(0) Ap e vera
(i) per ognin € N, se A; & vera per ogni i < n allora A,y & vera;
allora le affermazioni A,, sono vere per ogni n € N.

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella della prima forma. (]

4.6.1. (PROPRIETA ARCHIMEDEA DELL'ORDINE DI N). Sia n > 1 un numero naturale; allora per
ogni naturale m esiste un naturale p tale che pn > m. Ragioniamo per induzione su m. Se m =1
allora basta usare p =1 e pn = n > 1 = m. Osserviamo anche che lo stesso vale per ogni m < n.
Supponiamo ora che m > 1, e possiamo supporlo > n; consideriamo m’ = m — n < m e per ipotesi
induttiva troviamo p’ tale che p’n > m’. Allora posto p = p’ +1 abbiamo pn = p'n+n > m/ +n = m,
come si voleva.

4.6.2. Altri importanti esempi di questo tipo di induzione si vedranno discutendo la “divisione
con resto” tra numeri interi e tra polinomi.

4.7. ULTERIORI VARIAZIONI. Talvolta vi sono enunciati indiciati da numeri naturali che hanno
significato solo da un certo valore dell’indice in poi (per esempio: 'unione di n insiemi non dipende
dall’ordine in cui viene effettuata; a rigori avrebbe senso solo per n > 2); quindi pud essere utile usare
delle induzioni che partano da questo indice “minimo” per gli enunciati che si studiano.

Si osservi anche che, se il passo induttivo delle dimostrazioni utilizza diciamo gli m casi precedenti,
indipendentemente dal livello n del passo induttivo, allora i “primi m casi” devono essere dimostrati
tutti indipendentemente.

4.8. DEFINIZIONI PER INDUZIONE. Un procedimento per induzione si usa anche per definire
certi oggetti matematici; noi abbiamo definito “per induzione” degli insiemi N; che rappresentano
le cardinalita finite (infatti abbiamo definito il primo, e poi abbiamo specificato come costruire “il
successivo” dato uno qualunque degli elementi). Dare una definizione per induzione di oggetti F; per
1 € N, i > k, significa:

(0) definire il primo Fj;

(i) definire F, 41 potendo usare nella definizione gli oggetti F; con i > k e i < n.

Spesso risulta facile, o spontaneo dare definizioni per induzione, ma per costruirli veramente bisogna
procedere “uno dopo l'altro”; & un problema non facile caratterizzare questi oggetti tramite una
“definizione chiusa” che permetta di costruire ciascuno di questi senza essere passati per tutti i prece-
denti.
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4.8.1. FATTORIALI, SEMIFATTORIALI. Un esempio facile & la definizione induttiva del fattoriale:
si tratta della funzione ! : N — N definita dalla condizione di base 0! = 1 e dalla condizione induttiva
(n+1)! = (n+1)(n!). E immediato in questo caso riconoscere che si tratta della usuale definizione
per cui n! & il prodotto dei numeri interi da 1 a n.

Il semifattoriale !! : N— N ¢ la funzione induttivamente definita da 0!! = 1, 1!l = 1 e dalla
condizione induttiva (n + 2)!! = (n + 2)(n!!). Anche in questo caso & facile trovare una “formula
chiusa”, poiché

0! se n pari

n!!n(nQ)!!n(n2)(n4)!!~~~n(n2)(n4)~~(n2i)~~~{1” se n dispari

e dunque si tratta del prodotto dei numeri pari o dei numeri dispari minori o uguali ad n a seconda
che n sia pari o dispari. Come mai abbiamo usato due “condizioni di base”?

4.8.2. NUMERI DI FiBoNAcCI. I numeri di Fibonacci sono definiti dalle condizioni seguenti:
F(0) =0, F(1) =1 ericorsivamente F(n+2) = F(n+1)+ F(n). Si tratta di una funzione F : N— N
che ha la caratteristica di crescere molto velocemente (in modo immaginifico, si tratta della crescita
di una popolazione di organismi immortali che ad ogni generazione aumenta di numero in modo pari
alla somma delle due popolazioni precedenti). I primi numeri di Fibonacci sono i seguenti:

n 01234567 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
F(n)01123581321 345589 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 10946

Esiste una formula chiusa per trovare I'n-esimo numero di Fibonacci, data da

AT — A" 1 - n i—1
F(n) = =% - — =
(n) /\+ — gn—1 Z (7/> 5

i=1
i dispari

1£V5

ove Ax = =52 ma trovarla con metodi elementari non ¢ facile.

4.8.3. Qual’® la funzione definita da M(0) =0ed M(n) =n— M(n—1)?

4.9. INDUZIONE DOPPIA. L’induzione si basa essenzialmente sulle proprieta d’ordine dell’insieme
N; analogamente si possono sfruttare proprieta d’ordine sull’insieme N2 = N x N per ottenere tecniche
di dimostrazione di enunciati o di definizione di oggetti indiciati da coppie di numeri naturali.

4.9.1. COEFFICIENTI BINOMIALI. I coefficienti binomiali (Z) possono essere definiti ricorsiva-

mente per n > 0 e 0 < k < n nel seguente modo: (7)) = () =1 per ogni n, e (”Zl) =)+ (")

n.
Questa e la formula che permette di costruire il ben noto triangolo di Tartaglia

Kkn 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 11111 1 1 1 1 1 1

1 12 3 4 5 6 7 8 9 10

2 1 3 6 10 15 21 28 36 45

3 1 4 10 20 35 56 84 110

4 1 5 15 35 70 126 210

5 1 6 21 56 126 252

6 1 7 28 84 210

7 1 8 36 120

8 1 9 45

9 1 10

10 1
e si puo dimostrare per induzione che questa definizione restituisce quella combinatorica gia incontrata:
(2) = ﬁlk), Qual’e 'interpretazione combinatorica della uguaglianza induttiva del triangolo di
Tartaglia?

5. Permutazioni.

5.1. DEFINIZIONE (GRUPPO). Un gruppo G é un magma associativo con elemento neutro in
cui ogni elemento é simmetrizzabile. Un gruppo di dice commutativo o abeliano se é commutativo
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in quanto magma. FEsplicitamente dunque un gruppo € un insieme munito di una operazione % :
G x G — G soddisfacente alle proprieta seguenti:

(G1) associativita: a * (b*c) = (a*b) * ¢ per ogni a,b,c € G;

(G2) elemento neutro: esiste + € G tale che a*1=a =1+ a per ogni a € G;

(G3) esistenza dei simmetrici: per ogni a € G esiste a* € G tale che a x a* =1 = a* * a;
si tratta di un gruppo abeliano se inoltre vale la

(G4) commutativita: a xb = b* a per ogni a,b € G.
Una funzione f : G— H tra due gruppi si dice un omomorfismo di gruppi o funzione di gruppi se
rispetta le operazioni, ovvero se f(g*g') = f(g) * f(g') per ogni g,g € G (si osservi che allora
I'elemento neutro di G viene mandato nell’elemento neutro di G').

Piccole conseguenze algebriche:

5.1.1. SIMMETRICI DEI PRODOTTI. Per ogni a,b € G vale che (axb)* = b* xa* (il simmetrico di
un prodotto ¢ il prodotto dei simmetrici nell’ordine inverso). Infatti (b* xa*)* (a*xb) = b*x(a**a)xb =
b* x b =1, e anche in ordine inverso.

5.1.2. SIMMETRICI DEI SIMMETRICI. Per ogni a € G vale che (a*)* = a (il simmetrico del
simmetrico & lelemento stesso). Infatti a** * a* = (a x a*)* = 1* =1, e anche in ordine inverso.

5.1.3. GRUPPO ASSOCIATO AD UN MONOIDE INTEGRO. Ad ogni monoide integro M (magma
associativo, unitario, commutativo ed integro) si puo associare un gruppo (necessariamente abeliano)
“aggiungendo i simmetrici di tutti gli elementi che non ce ’abbiano gia”. Per fare questo si considera
Iinsieme M x M e la relazione di equivalenza in esso definita da (m,n) ~ (z,y) se e solo se mx*y = nxx.
Le classi di equivalenza formano allora un gruppo con l'operazione (ben) definita da (m,n) * (z,y) =
(m * x,n *y); elemento neutro ¢ la classe di (z,2), simmetrica della classe (m,n) ¢ la classe (n,m).

La funzione che ad ogni m € M associa la classe di (m,) da un morfismo iniettivo di monoidi da
M al gruppo associato ad M.

5.1.4. CONGRUENZE E SOTTOGRUPPI NORMALI. Una relazione di equivalenza R in un gruppo G
si dice una congruenza se lo & nel senso dei magmi, cioé se aRb implica (a * ¢)R(b * ¢) per ogni ¢ € G,
o equivalentemente se aRb e o/ RY’ implicano che (a * a’)R(b* V).

Contrariamente al caso dei magmi (o anche dei monoidi), una congruenza R su un gruppo G &
completamente determinata dalla classe dell’elemento neutro. Detta infatti H la classe [1]g, si tratta
di un sottinsieme di G dotato delle seguenti proprieta: esso &€ non vuoto, se a,b € H allora a xb* € H
(in particolare 1 € H), se a € H e b € G allora b* xa+xb € H. Un tale sottiniseme di G si chiama di
solito un sottogruppo normale di G. Ad ogni sottogruppo normale H di G & associata una relazione
di equivalenza per cui la classe di congruenza e esattamente H: essa e definita dalla condizione aRb
se e solo se axb* € H.

Le funzioni che ad ogni relazione di congruenza associa la classe dell’elemento neutro, e che ad ogni
sottogruppo normale associa la corrispondente relazione di congruenza sono una l'inversa dell’altra.
Anche nel caso dei magmi o dei monoidi queste funzioni potevano essere definite, ma non sarebbero
state delle biiezioni una inversa dell’altra.

L’esempio fondamentale di gruppi ¢ dato dai gruppi di permutazioni su n oggetti:

5.2. DEFINIZIONE (PERMUTAZIONI).  Una permutazione su n oggetti é una applicazione biiet-
tiva di n in sé. L’insieme delle permutazioni si n oggetti si indica con &,, (e chiamato anche gruppo
simmetrico) ed é un gruppo sotto 'operazione di composizione; elemento neutro é I'applicazione iden-
tica, simmetrico di un elemento dato é la funzione inversa. Si tratta di un gruppo, non commutativo
sen > 2, di cardinalita n!.

5.2.1. RAPPRESENTAZIONE DELLE PERMUTAZIONI. Studiando le permutazioni ¢ tradizione usare
Iinsieme {1,2,...,n} (piuttosto che n). Una permutazione & in effetti una funzione biiettiva, e per
facilitare i calcoli algebrici viene utile usare la seguente rappresentazione: se ¢ € la permutazione, la
descriveremo completamente tramite la tabella

1 2 ... n
o(1) o(2) -+ o(n)
Quindi per esempio (1 23 %) indica la permutazione identica di Sy, (
3

3 %) indica la permutazione
che manda 1 in 2, 2 in 3, 3 in 4, 4 in 1. Calcolare la composizione d

23
34
i due permutazioni in questa
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forma diventa facile, m pe tradizione si calcola prima la permutazione “a sinistra” nella scrittura;
cosise o= (321 ‘f) ( 2 34) abbiamo allora
57 i%)(%%i )=(5311) ec’oo=(3341) (3744) =(1132) -

5.2.2. Cicul. Un ciclo & una permutazione in &,, che lascia fissi n — m elementi e i restanti
m si possono ordinare in modo tale che ognuno sia mandato nel successivo (e I'ultimo nel primo, di
conseguenza). L’intero m si dice lunghezza del ciclo (un ciclo di lunghezza 1 ¢ dunque 'identita, e
non si dice). Se un ciclo o ha lunghezza m, allora ¢™ & l'identita, e nessun ol con | < m & lidentita
(per questo m si dice anche periodo del ciclo).

Si osservi che la composizione di due cicli di solito non & un ciclo.

Usualmente per rappresentare un ciclo si scrive semplicemente la sequenza nell’ordine del ciclo
degli elementi che non sono fissi; per esempio (2,4,1) rappresenta in &,, il 3-ciclo che manda 2 in
4, 4 in 1 e 1 in 2, lasciando fermi tutti gli altri elementi. Si noti che la scrittura non & unica:
(2,4,1) = (4,1,2) = (1,2,4).

Si osservi che cicli disgiunti (cioe tali che gli elementi mossi da uno siano fissi per l’altro) com-
mutano tra di loro.

5.2.3. ScAMBI. I cicli di ordine due si dicono scambi. Gli scambi sono permutazioni idempotenti,
e dunque autoinverse.

O'OO'/—(

5.3. TEOREMA (DECOMPOSIZIONE IN CICLI).  Ogni permutazione si scrive unicamente come
composizione dei suoi cicli, che sono a due a due disgiunti.

DiMOSTRAZIONE. Data la permutazione ¢ € &, consideriamo la relazione di equivalenza su
{1,2,...,n} data da a ~, b se esiste k € Z tale che a = ¢%. Trattandosi di una relazione di
equivalenza possiamo considerare la partizione associata: ogni elemento della partizione rappresenta
un ciclo, trattandosi degli elementi della forma a, oa, 02a, ..., c%a. E chiaro anche che si tratta di cicli
disgiunti (sono classi diverse di una partizione), e dunque commutanti tra loro. O

5.4. TEOREMA (DECOMPOSIZIONE IN SCAMBI).  Ogni permutazione si scrive (non unicamente)
come combinazione di scambi.

DIMOSTRAZIONE. Poiché ogni permutazione si decompone in cicli, basta mostrare che ogni ciclo
di decompone in scambi, e a meno di cambiare i nomi agli elementi e sufficiente controllare che

(1,2,3,...,i—1,4) = (1,i) o (1,i—1) 0 +--0 (1,3) 0 (1,2) = (1,2)(1,3) - -~ (1,i—1)(1,4) .
O

5.5. TEOREMA (SEGNO).  La funzione, detta segno, sgn : &, —{=£1} che manda una permu-
tazione in 1 se essa si decompone in un numero pari di scambi, —1 altrimenti, é un morfismo di gruppi
(usando 'operazione di prodotto in {£1}). In particolare, il numero di cicli in due decomposizioni di-
verse di una data permutazione é determinato modulo 2 dalla permutazione (cioé ogni decomposizione
in cicli di una fissata permutazione ha un numero pari oppure dispari di cicli).

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo per ogni permutazione o € &, il prodotto
so)= I () —ol@).
1<i<j<n

Ora ¢ chiaro che s(0) = %s(id) per ogni o, poiché si tratta del prodotto di interi dello stesso modulo
(cambiano eventualmente lordine e il segno); poniamo allora sgn(c) = s(0)/s(id) € {£1} D’altra
parte, se o e ¢’ sono due permutazioni, abbiamo sgn(cc’) = sgn(o)sgn(o”’); infatti

[[ic;(0'0(i) —o'o(@) Tlic;(0(i) —0(i) [1;c;(0'0(j) —o'o(i))

sgn(oo’) = — = — . . =
[Lic;(G—1) [Lic;G—1) [Lic;(0(j) —o(i))
Hg(i)<o(j)(0/0(j) —a'o(i))
= sgn(o) - - = sgn(o)sgn(o’) .
Hg(i)<g(j)(‘7(]) —o(i))
E facile vedere che per ogni scambio 7 abbiamo sgn(7) = —1, e quindi per ogni decomposizione in

scambi o = 71 -+ - 7. vale sgn(o) = (—1)"; quindi due decomposizioni in scambi di o devono avere la
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stessa parita. Questo assicura che la funzione cosi definita ¢ proprio quella cercata, e anche che si
tratti di un morfismo di gruppi. O
5.5.1. Gli scambi hanno segno —1; in generale i cicli hanno segno opposto alla parita della loro
lunghezza: i cicli dispari hanno segno 1, quelli pari hanno segno —1.
5.5.2. Il segno di una permutazione puo anche essere caratterizzato come la parita del numero
di scambi che bisogna fare per “riordinare gli oggetti”.

5.6. DEFINIZIONE (GRUPPO ALTERNO). Il gruppo alterno su n elementi %, é il sottinsieme di
G, formato dalle permutazioni di segno 1; esso ¢é in effetti un gruppo con l'operazione indotta (e anzi
un sottogruppo normale di &,,, e il quoziente &,,/,, é proprio {£1}: perché?).

5.6.1. Si osservi invece che le permutazioni di segno —1 non formano un gruppo.

6. Numeri Interi.

6.1. DEFINIZIONE (ANELLI). Un anello A ¢ un insieme dotato di due operazioni binarie,
indicate come somma (+) e prodotto (- o piu spesso nulla), verificanti le seguenti proprieta:
(S) A con la somma é un gruppo commutativo, cioé:
(S1) (a+b)+c=a+ (b+c) per ognia,b,c € A;
(S2) esiste un elemento nullo 0 tale che a+0 =a =0+ a per ogni a € A;
(S3) per ogni a € A esiste un elemento a’ € A tale che a +a’ = 0 = a’ + a (di solito ' si dice
opposto di a e si indica con —a);
(S4) a+ b= b+ a per ogni coppia a,b € A;
(P) A~ {0} con il prodotto é un semigruppo, cioé:
(P1) (ab)c = a(bc) per ogni a,b,c € A;
(P2) esiste un elemento unita 1 tale che al = a = la per ogni a € A;
(D) il prodotto é distributivo rispetto alla somma: a(b+ ¢) = ab+ ac per ogni a,b,c € A.
L’anello si dice commutativo se il prodotto é commutativo.
Una funzione A — B tra due anelli si dice un morfismo di anelli se rispetta somma e prodotto e
manda 'unita di A nell’unita di B (questo non é garantito dalle precedenti condizioni, in generale).

Messe di piccoli risultati algebrici:

6.1.1. PRODOTTO PER ZERO. Risulta dalle definizioni che a0 = 0 = Oa per ogni a € A; infatti
a=1a=(140)a = 1la+ 0a = a+ 0a (e anche nell’altro ordine).

6.1.2. OpPPOSTO. Per ogni a abbiamo che 'opposto ¢ —a = (—1)a = a(—1); infatti a + (—1)a =
la+ (—=1)a= (14 (—=1))a = 0a = 0 (e anche nell’altro ordine).

6.1.3. REGOLE DEI SEGNI. a(—b) = —(ab) = (—a)b, (—a)(—b) = ab (segue dal punto precedente).

6.1.4. Un elemento a di un anello A si dice unipotente se una sua potenza non nulla da I'unita,

cioe se esiste un intero n non nullo per cui a™ = 1; in tal caso a ¢ invertibile e a=! = g~ L.
Un elemento non nullo a di un anello A si dice nilpotente se una sua potenza da lo zero, cioe se
esiste un intero n per cui a™ = 0; in tal caso 1+a ¢ invertibile e (1+a) ™! = 1—a+a?—- - -+(=1)""ta" L.

Un elemento non nullo a di un anello A si dice divisore di zero se esiste un elemento non nullo b
tale che ab = 0. I nilpotenti sono divisori di zero.

6.1.5. ANELLI INTEGRI. Un anello si dice integro se A ~ {0} & integro in quanto semigruppo
moltiplicativo, cioe se per ogni a,b,€ A e ¢ € A non nullo, da ac = be (oppure ca = ¢b) segue a = b.
Un anello integro non ha divisori di zero, né nilpotenti.

Un anello integro e commutativo si chiama un dominio.

6.1.6. ANELLI ORDINATI. Un anello si dice ordinato se in esso & definita una relazione d’ordine
< soddisfacente alle seguenti proprieta:

(AO1) se a > b allora a+c > b+ c per ogni ¢ € A;
(AO2) se a > bec>0 allora ac > be.
Dato un anello ordinato possiamo definire l'insieme degli elementi positivi P C A come P = {a €
A | a > 0}; allora P gode delle seguenti proprieta:
(P1) per ogni ¢ € A non nullo si ha che o ¢ € P oppure —c € P (e non entrambe);
(P2) P e chiuso rispetto alla somma dei suoi elementi;
(P3) P & chiuso rispetto al prodotto dei suoi elementi.
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Viceversa, dato un insieme P con le proprieta elencate, esiste un unico ordine su A per cui quello sia
I’insieme dei positivi: basta definire a > b se e solo se a — b € P.

Si osservi che in ogni anello ordinato si ha che tutti i quadrati sono positivi e in particolare 1 > 0.
Di conseguenza un corpo ordinato ha infiniti elementi, poiché le somme iterate di 1 sono sempre tra
loro diverse.

6.1.7. CONGRUENZE E IDEALI. Una relazione di equivalenza R su un anello A di dice di
congruenza se essa rispetta entrambe le operazioni, cioe se aRb implica (a+¢)R(b+ ¢), acRbc e caRcb
per ogni ¢ € R (o equivalentemente se aRb e o’ Rb’ implicano (a 4+ a’)R(b+ V') e aa’ Rbb’). Come nel
caso dei gruppi, tali relazioni di equivalenza sono completamente individuate dalla classe I = [0]g
dell’elemento nullo; tale classe € un sottinsieme di A dotato delle seguenti proprieta: non € vuoto, se
a,b € I allora a —b € I (in particolare 0 € ), se a € I e b € A allora ab,ba € I. Un tale sottinsieme
di A si dice un ideale bilatero di A. Ad ogni ideale bilatero I resta associata una congruenza definita
da aRb se e solo se a — b € I la cui classe di 0 risulta esattamente I.

6.1.8. IDEALI MASSIMALI. Un ideale bilatero si dice massimale se € diverso dall’anello e non &
contenuto in nessun altro ideale bilatero proprio. Usando il lemma di Zorn possiamo dimostrare che
ogni anello ammette ideali massimali (anche contenenti un fissato ideale bilatero proprio, o un fissato
elemento non invertibile dell’anello).

6.1.9. DIVISIBILITA, RELAZIONE DI DIVISIBILITA. Dati due elementi a,b di un anello A si dice
che a divide b e si scrive a|b se esiste ¢ € A tale che ac = b. La relazione di divisibilita ¢ una relazione
riflessiva e transitiva. In generale non € una relazione antisimmetrica, e quindi non & una relazione
d’ordine; anche quando lo fosse, non sarebbe una relazione d’ordine per I'anello (perché?).

Se abbiamo due elementi a,b € A tali che a|b e bla allora a e b si dicono associati e scriviamo
a ~ b; si tratta di una relazione di equivalenza che non ¢ in generale una congruenza. In un anello
integro, due elementi a e b sono associati se e solo se “differiscono per un invertibile”, cioé a = ub con
u € A elemento invertibile.

6.1.10. FORMULA DEL BINOMIO DI NEWTON. In ogni anello commutativo vale la seguente

identita:
n
n . .

a -+ b no_ . azbn—z

@ror =3 ()
per ogni a,b € A e ogni n € N. Questa formula si puo dimostrare in almeno due modi. Il primo
puramente combinatorico: ogni termine della forma a’6"~* compare un certo numero di volte nello
sviluppo del binomio, esattamente tante quante le combinazioni di ¢ oggetti da un insieme contenente
n oggetti. L’altra dimostrazione possibile & per induzione: la formula essendo vera per n = 0, 1, basta
controllare il passo induttivo:

(@+0)" =(a+b)(a+b)" =(a+0) zn: (?) a'b" i = zn: (?) @iy sz% <?) aipn =i —

1=0 =0

n+1 n n n+1 n+1
_ in+1l—i __ ipn+1—1
=2 () ()= (1)

ove abbiamo usato l'ipotesi induttiva nel secondo passaggio, e la relazione ricorsiva del triangolo di
Tartaglia nell’ultimo passaggio.

6.2. Per ogni insieme X, I'insieme potenza &(X) dotato delle operazioni di differenza simmet-
rica (come somma) e di intersezione (come prodotto) ha struttura di anello commutativo.

Il piu semplice anello & quello dei numeri interi, che si puo vedere come il gruppo associato al
monoide N con l'operazione +, e a cui viene estesa l'operazione di prodotto.

6.3. DEFINIZIONE (NUMERI INTERI).  L’insieme Z dei numeri interi é definito come l'insieme
quoziente di N?> modulo la relazione di equivalenza definita da (a,b) ~ (a’,b') se e solo se a+b' = a’ +b
(in N); spesso la classe della coppia (a,b) si indica con a —b. Quest’insieme & dotato di due operazioni:
(S) somma (a —b)+ (a/ = b)=(a+a)— (b+V);

(P) prodotto (a — b)(a’ — ') = (aa’ + bb') — (ab’ + a'b);
queste due operazioni rendono Z un anello commutativo con elemento nullo 0 — 0 (= a — a per ogni
a € N), elemento identico 1 — 0 (= (a + 1) — a per ogni a € N), opposto di a — b essendo b — a.
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6.3.1. RAPPRESENTAZIONE USUALE. In effetti di solito si dice che i numeri interi sono l'insieme
formato dai numeri naturali e “dai loro opposti”; si puo riconoscere questa descrizione osservando che
ogni intero nel senso della definizione puo essere rappresentato da una coppia del tipo (a,0) e allora &
un numero naturale, oppure da una coppia del tipo (0, a) e allora & 'opposto di un numero naturale.

Identifichiamo N con le coppie del tipo (a, 0), cioé con le classi @ — 0, tramite la funzione iniettiva
N — Z che manda a in a—0 (= (a+b) —b per ogni b € N, e possiamo indicare con a anche 'immagine).
D’altra parte possiamo chiamare —N I'immagine della funzione iniettiva N — Z che manda a in 0 — a
(=b—(a+0b) per ogni b € N, e possiamo indicare con —a 'immagine). Allora risulta che Z ¢ unione
di N (detti i numeri interi positivi) e di —N (detti i numeri interi negativi). Risulta Z = NU (—N) e
NN (-N) = {0}.

6.3.2. PRODOTTO E REGOLE DEI SECNI. In questa rappresentazione, si ricavano subito le usuali
regole di calcolo del prodotto: (—a)b = —(ab) = a(=b) e (—a)(—b) = ab. In effetti tutto segue dal
fatto che —a = (—1)a, come s’¢ visto in generale per gli anelli.

6.3.3. L’unita e il suo opposto sono gli unici elementi invertibili di Z.

6.3.4. INTEGRITA. Si verifica anche facilmente che Z ¢ anello integro, poiché ci si riduce al
prodotto in N.

6.3.5. ORDINE. Vi & un unico modo di estendere 'ordine di N ad un ordine totale su Z, dato
dalla seguente definizione: (a — b) < (o’ — V') se e solo se a + b < o’ + b (in N). Si verifica allora
immediatamente che i numeri negativi sono minori di zero, e che a < b se e solo se —b < —a.

6.4. DEFINIZIONE (NORMA O VALORE ASSOLUTO DI NUMERI INTERI). La funzione Z — N

>
definita da |z| = {Z—z 22 i 2 8

(N1) |z| =0 se e solo se z = 0;

(N2) moltiplicativita: |z2'| = |z||Z’|;

(N3) subaddittivita: |z + 2/| < |z| + |#| (e vale I'uguaglianza se sono entrambi positivi o entambi
negativi);

si dice norma o valore assoluto e soddisfa alle seguenti proprieta:

6.5. TEOREMA (DIVISIONE CON RESTO).  Dati due numeri interi a e b con b # 0 esiste una
unica coppia di numeri interi q, v tali che a = gb+r con 0 < r < |b|. Si dice che q é il quoziente e r il
resto della divisione di a (dividendo) per b (divisore).

DIMOSTRAZIONE (ALGORITMO DI DIVISIONE). Basta mostrare il risultato quando a e b sono
interi positivi (perché?). Possiamo procedere per induzione su a nel modo seguente: se a = 0,
evidentemente ¢ = r = 0 qualsiasi sia b. Se ora a > 0; se a < b abbiamo ancora ¢ = 0 e r = a; se
invece a > b abbiamo a > a —b > 0. Possiamo allora usare la seconda forma dell’induzione e supporre
che esistano unici g; ed ry interi positivi tali che a —b = q10+r1 con 71 < b; ma allora basta scegliere
q=q1 +1er=r; per ottenere a = ¢gb + r come voluto.

L’unicita di quoziente e resto puo essere dimostrata direttamente: se a =gb+rcon0<r <be
a=¢b+7" con 0 < <b,supponendo r >’ la differenza da (¢’ — q)b = r — 7’ che & assurdo, poiché
b< (¢ —q)b=r—1"<b. Dunque dev’essere r = 7’ e di conseguenza q = ¢'. O

DIMOSTRAZIONE ALTERNATIVA (USANDO IL BUON ORDINAMENTO DI N). Consideriamo l'insieme
R ={a—gb:bec Z}; allora RNN (in quanto sottinsieme di N) ha elemento minimo, che & il resto
cercato. ]

6.5.1. IDEALI PRINCIPALL. Dall’esistenza della divisione con resto, si deduce che tutti gli ideali
di Z sono principali, cioé formati dai multipli di un unico elemento. Infatti cio € ovvio per gli ideali
banali (nullo e tutto, generati rispettivamente da 0 e 1); sia ora I un ideale non banale, e sia b il
minimo positivo in I: allora I = bZ. Infatti se a € I, operando la divisione di a per b otteniamo
a = gb+ r da cui si vede che r € I; ora siccome b € il minimo elemento positivo di I, deve risultare
r = 0 (nella divisione r < b), e allora a & multiplo di b.

6.6. DEFINIZIONE (MCD, mcm).  Dati due numeri interi a e b definiamo un massimo comun
divisore MCD(a, b), spesso denotato semplicemente (a,b), come un massimo (per il preordine di divis-
ibilita) dei divisori comuni di a e b; si tratta cioé di un intero d che divide sia a che b e tale che ogni
divisore comune di a e b divida anche d. Due massimo comun divisori di a e b sono dunque tra loro
associati.
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Analogamente si definisce un minimo comune multiplo, denotato mcm(a,b), come un minimo
(per la divisibilita) dei multipli comuni di a e b.

6.6.1. E chiaro che MCD e mem sono unici a meno del segno (se d e d’ lo sono, allora
ciascuno divide 'altro). Se chiediamo che siano interi positivi, allora sono unicamente definiti. Lo
sottintenderemo sempre nel seguito.

6.6.2. RELAZIONE TRA MCD E mcm. Dati due numeri interi positivi risulta che

mem(a, b)MCD(a, b) = ab ;

infatti posto d = MCD(a,b) abbiamo ¢ = a'd, b = b'd (con MCD(a/,b") = 1), da cui segue che
a'b'd = ab/d & un multiplo comune di a e di b; se ora m & multiplo comune di a e di b (dunque
m = a’a e m = b"b), e fosse un divisore di a'b'd = ab/d (dunque mec = ab/d ovvero med = ab)
avremmo che med = a”’acd = ab e med = b"bed = ab, da cui si vede che cd sarebbe divisore comune
di a e b, assurdo a meno che non sia ¢ = 1.

6.6.3. MCD(ac,bc) = ¢cMCD(a,b), mem(ac, be) = cmem(a, b)?

6.6.4. ESTENSIONE A n NUMERI INTERI. Definizioni analoghe di massimo comun divisore e
minimo comune multiplo si possono dare per ogni insieme finito a1, as,...,a, di numeri interi. La
facile relazione MCD(a, b, ¢) = MCD(MCD(a, b), ¢) e pilt generalmente

MCD(ay,as,...,a,) = MCD(MCD(a1, az,...,an-1), )

riduce induttivamente il calcolo al caso di una coppia di numeri.

6.6.5. mcm. I facile vedere che un minimo comune multiplo tra due interi positivi a e b ¢ il
generatore (positivo) dell’ideale intersezione aZ N bZ; pitt generalmente abbiamo che mem(ay, . .., a,)
¢ il generatore (positivo) dell'ideale (', a;Z.

6.7. TEOREMA (MCD). Il massimo comun divisore d tra tra due interi positivi a e b ¢ il
generatore (positivo) dell’ideale generato da aZ U bZ (il piti piccolo ideale contenente sia a che b);
esistono due interi h, k tali che d = ha-+kb, e d ¢ il minimo intero positivo che si puo scrivere in questa
forma.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo l'insieme I dei numeri interi della forma ma + nb al variare di
m,n € Z. Sitratta chiaramente di un ideale di Z, quindi si tratta dei multipli di un intero positivo d che
¢ il minimo intero positivo di I. Poiché a,b € I, abbiamo che d divide sia a che b, e dunque & un divisore
comune. Inoltre per definizione esistono due interi h, k tali che d = ha + kb. Sia ora d’ un divisore
comune di a e b, diciamo a = a’d’ e b = b'd’; allora abbiamo d = ha+kb = ha'd' +kb'd’ = (ha’ +kb)d’,
da cui si vede che d’' divide d. O

6.7.1. Nell’enunciato e nella sua dimostrazione si puo evitare la nozione di ideale esprimendosi
cosi: Il massimo comun divisore d tra tra due interi positivi a e b il minimo intero positivo che si puo
scrivere nella forma d = ha + kb con h,k € Z. Infatti supponiamo che d = ha + kb sia minimo e
mostriamo che divide sia a che b; se non dividesse a potremmo usare la divisione eulcidea d = aq + r
conr>0er=d—aq=((h—q)a+ kb, assurdo perché sarebbe r < d.

6.7.2. Dal teorema segue che due numeri interi a e b sono primi tra loro se e solo se esistono
interi h, k tali che ha + kb = 1.

6.7.3. 1l teorema e 'osservazione precedente possono estendersi al caso di un numero finito di
interi; il massimo comun divisore tra gli interi a1, as,...,a, € il minimo intero positivo che si scrive
nella forma hya; + haas + - -+ + hpa, con gli h; interi. Inoltre essi sono coprimi (cioe il loro massimo
comun divisore ¢ 1) se e solo se esistono degli interi h; tali che hiay + hoas + - - + hpay, = 1.

6.7.4. RELAZIONE DI BEZOUT. I combinatori interi i e k che esprimono d come ha+ kb non sono
unici, ma se si impone loro di soddisfare certe condizioni di minimalita, allora sono ben determinati
e la relazione d = ha + kb si dice di Bézout. La condizione ¢ questa: se a > b, a = da’, b = dbt/
allora possiamo chiedere che |h| < |b| e |k| < |a/|. Combinatori con questa proprieta sono forniti
dall’algoritmo di Euclide.

6.8. ALGORITMO DI EUCLIDE. Dalla dimostrazione non ¢ chiaro in effetti come procedere per
calcolare il massimo comun divisore tra due numeri, né come calcolare i coefficienti i e k. Un metodo
per fare cio e ’algoritmo di Euclide che ora presentiamo. L’idea fondamentale ¢ semplice, e puo dare
un’altra dimostrazione del Teorema precedente: se a = bg + r € la divisione euclidea di a per b, allora

Dip.Mat.P.&A. (Un.Padova) M. Cailotto@2004—



0.6. Numeri Interi. 25

MCD(a,b) = MCD(b,r), con il vantaggio che nel secondo termine dell’'uguaglianza abbiamo numeri
pil piccoli; ripetendo questo procedimento un numero finito (perché?) di volte di ottiene il risultato
voluto (perché?).

Siano a e b due numeri interi positivi di cui vogliamo calcolare il massimo comun divisore (si tratta
evidentemente di trovare il generatore positivo dell’ideale generato dai due). Poniamo le seguenti
definizioni ricorsive: a; = a, as = b, a; = a;4+1¢; + a;12 (divisione con resto di a; per a;11, che dunque
definisce il quoziente g; e il resto ;1o avente la proprieta d’essere minore di a;41). Dunque abbiamo
la sequenzas:

ap=a, az=0>b, az=a1—qaz, -, Gi42=0; — Gaiy1,

Ora ¢ chiaro che ad ogni passo la sequenza a; al variare di ¢ diminuisce (strettamente), e dunque
esiste un n tale che a, # 0 ma a,4+1 = 0; allora d = a,. Infatti svolgendo a ritroso le uguaglianze
ai+o = a; — a;4+1¢q; si vede che a, si scrive come richiesto nella dimostrazione, dunque appartiene
all’ideale cercato I; e d’altra parte dal fatto che a,, divide a,,_1, sempre andando a ritroso si vede che
an divide a; per ogni ¢ < n, ed in particolare divide sia a che b.

Per tener conto dei coefficienti senza fare i conti a ritroso, conviene ricorrere alla usuale tabellina,
ricorsivamente definita in modo che ad ogni passo si abbia a; = h;a1 + k;as:

a; = a hl =1 kl =0

ags = b hg =0 kQ =1

as hs =1 k3 =—q la1 = qra2 + as)

a4 hy = —qahs = —q2 ki =1—qks =14+ qq [a2 = qa3+ a4]

Qit2 hivo = hi — qihit1 kivo = ki — qikit1 [a; = qi@it1 + aiq2)

(079 hn = hn—2 - Qn—th—l kn = kn—Z - Qn—an—l [an—Q = (dn—-20n—-1 + an]
0 [anfl = qnflan]

6.8.1. Il lettore ¢ invitato a farsi qualche esempio di divisione tra interi e di calcolo di MCD
tra interi.

6.8.2. NOTA SULL’ALGORITMO. Probabilmente il lettore ha studiato come calcolare MCD e
mcm tra numeri interi passando attraverso la fattorizzazione in primi; il punto & che fattorizzare un
numero intero in primi non e facile, se non nei casi di numeri piccoli, mentre I’algoritmo di Euclide
per il calcolo del MCD & un procedimento molto veloce anche in presenza di numeri grandi.

6.9. TEOREMA (FONDAMENTALE DELL’ARITMETICA: PRIMI E FATTORIZZAZIONE).  Un numero
intero positivo diverso dall’'unita si dice primo se é divisibile solo per 1 e per se stesso. Ogni numero
intero positivo si scrive in modo essenzialmente unico come prodotto di primi (essenzialmente significa
a meno dell’ordine).

DIMOSTRAZIONE. Si puo fare usando la seconda forma dell’induzione; infatti la proprieta e ovvia
per 1 e per tutti i numeri primi. Se ora n & un numero maggiore di 1 e non primo, esso si esprime
come prodotto m’m’ di due interi positivi, ciascuno minore di m; dunque per ipotesi induttiva essi
ammettono una fattorizzazione come nell’enunciato, e di conseguenza anche m (facendo il prodotto
delle fattorizzazioni).

Per dimostrare 'unicita della fattorizzazione basta applicare a due distinte fattorizzazioni di uno
stesso intero positivo il seguente risultato: se p € un primo, e p divide un prodotto ab, allora p divide
almeno uno dei due fattori; quindi per induzione: se p divide un prodotto di interi, allora p divide
almeno uno dei fattori. Supponiamo infatti che p divida ab, ma non divida a, e proviamo che divide
b; siccome a e p sono coprimi abbiamo 1 = ah + pk per opportuni interi h, k. Moltiplicando per b
otteniamo b = abh + pbk, e poiché ab = pl (per ipotesi p divide ab) risulta b = plh + pbk = p(lh + bk),
e dunque p divide b, come si voleva. O

Parlando di polinomi, e di particolari tipi di anelli (principali e fattoriali) vedremo che la stessa
proprieta si poteva dimostrare usando solo il fatto che gli ideali di Z sono principali.

6.9.1. PROBEMA. Si generalizzi la proprieta usata nella dimostrazione di unicita della fattoriz-
zazione nel seguente modo: se a divide un prodotto bc e a € primo con b, allora a divide c.
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6.9.2. INFINITA DEI NUMERI PRIMI. E ben noto dall’antichitd che i numeri primi sono infiniti.
Ricordiamo una delle prime e pit semplici verifiche di questo fatto: se per assurdo vi fosse solo un
numero finito di primi, allora il numero intero ottenuto sommando 1 al prodotto di tutti questi primi
sarebbe maggiore di ciascuno dei primi dati, e non divisibile per alcuno di essi.

6.9.3. CarLcoLl I MCD E mcm TRAMITE FATTORIZZAZIONE. Dati due numeri interi a e b e la
loro fattorizzazione in primi a = +p{* - pl'p; ' - pim e b= £pi* - piigii - ¢5r (ove si intende
che lettere diverse indicano primi distinti) allora possiamo determinare massimo comun divisore e

minimo comune multiplo nel modo seguente: MCD(a,b) = prlnin(rl’sl) . ~p?in(ri’si) (prodotto dei fat-
Sit1 Sn

. . . .. max(ry,s max(7;,8;) T;
tori comuni con il minimo esponente) e mem(a,b) = p; x(rs) “p; x(ri ’)pirll Y AR

(prodotto di tutti i fattori con il massimo esponente).

6.10. CONGRUENZE, ANELLI MODULO. Fissato un intero m, due numeri interi a e b si dicono
congrui modulo m e si scrive a = b (mod m) se a — b & divisibile per m. Si tratta di una relazione di
equivalenza, e anzi di congruenza poiché ¢ definita in termini dell’ideale mZ.

L’anello quoziente Z/mZ delle classi resto per la relazione di congruenza modulo m ha un numero
finito di elementi (esattamente m) e puo essere descritto in termini delle classi degli interi da 0 a m—1.
La classe dell’intero a & descritta come [a],, = {a +im | i € Z}.

Si osservi che se m non & primo allora Z/mZ contiene divisori di zero: infatti se m = ab in Z,
allora [a], # 0 # [blm, ma [a]y,[blm = [ably, = [m]m = [0]m. Vedremo che se m & primo, allora le
classi modulo m formano un anello integro, ed anzi un corpo (ogni elemento non nullo ¢ invertibile).

6.10.1. In questo tipo di anelli bisogna fare particolare attenzione trattando di equazioni, anche
lineari; per esempio puo succedere che “una equazione di primo grado aX = b nella incognita X”
abbia due soluzioni. Per esempio aX = 0 in Z/(ab)Z ha come soluzioni sia la classe di 0, sia la classe
di b (che sono diverse tra loro). Una interpretazione geometrica di questo fatto puo essere la seguente:
nel “piano” (Z/(ab)Z)? (formato da a?b? “punti”) le due “rette” di equazioni Y = aX e Y = 0 pur
essendo distinte si incontrano in due punti distinti, l’origine (0, 0) e il punto (b, 0). Queste osservazioni
sconsigliano dunque di fare geometria “ingenua” sugli anelli.

6.10.2. Si osservi anche che ogni anello resto, come pure ogni anello con un numero finito di
elementi, non puo essere ordinato.

6.10.3. RELAZIONI TRA CONGRUENZE DIVERSE. Si osservi che:

(a) se a =b (mod m) e m’' divide m allora a = b (mod m’);

(b) se a =b (mod m) allora ac = be (mod (m, ¢)) (ovvio);

(¢) se ac = be (mod m) allora a = b (mod m/(m,c)) (questo & meno ovvio: conviene vederlo nella
forma ac = 0 (mod m), e allora abbiamo ¢ = ¢/(m,c), m = m/(m,c) con (m',¢’) = 1. Allora

risulta che m divide ac, dunque m’ divide ac’, e quindi m’ divide a).

6.10.4. TEOREMA (SOLUZIONI DI CONGRUENZE). Consideriamo una congruenza aX =
b (mod m) con a,b € Z e X una incognita; allora esistono soluzioni (cioé valori x € Z che soddisfano
alla congruenza) se e solo se (a,m) divide b, e in tal caso tutte e sole le soluzioni sono date da

To + %k ove k € Z e xy & una soluzione qualsiasi (si tratta della classe laterale modulo (nga) di

una qualsiasi soluzione).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che esista una soluzione xy; allora abbiamo azy = b + km per
qualche k € Z, da cui b = axg — km e quindi b deve essere un multiplo del MCD tra a e m. Viceversa,
supponiamo b = ¢(m, a); poiché (m,a) = hm + ka, troviamo b = ¢(hm + ka) = chm + cka, e dunque
ro = ck € una soluzione cercata.

Se ora x( € una soluzione (azg = b (mod m)), e x & un’altra soluzione (az = b (mod m)), abbiamo
ax = axg (mod m), e quindi a(z — z¢) = 0 (mod m), da cui si deduce che x — g ¢ un multiplo di

(T%’ come si voleva. O

# 6.10.5. TEOREMA (CINESE DEL RESTO). Siano my,ma, ..., m, numeri interi a due a

due coprimi; allora il sistema di congruenze X = a; (mod m;) per i = 1,2,...,r ammette soluzioni
p b g p b b b

nell’incognita X, e I'insieme delle soluzioni ¢ dato dagli interi appartenenti ad una classe di Z modulo
Himi.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che il minimo comune multiplo tra gli m; € esattamente il loro
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prodotto (per 'ipotesi di coprimalitd). Consideriamo allora la funzione di anelli
Z)(M;m;)Z —(Z)myZ) x - -+ x (Z/m.7Z)

che manda [x],,, se m = IL;m;, in ([Z]my, .-, [€]m, ). Sitratta di una funzione iniettiva tra insiemi
finiti della stessa cardinalita. Essa ¢ dunque anche suriettiva, ed ¢ quanto afferma il teorema. O

6.10.6. INVERTIBILI NEGLI ANELLI DI INTERI MODULO n. Un elemento non nullo = dell’anello
Z./mZ & invertibile se e solo se esiste y € Z tale che Ty = 1, ovvero xy = 1(mod m), dunque se e solo
se esistono y, z € Z tali che zy 4+ zm = 1. Questo significa esattamente che x e m sono primi tra loro:
dunque la classe di z € Z ¢ invertibile modulo m (cio¢ in Z/mZ) se e solo se x & primo con m.

# 6.10.7. FuUNzIONE DI EULERO. La funzione ® : N— N di Eulero ¢ definita associando ad
ogni numero naturale n il numero di elementi invertibili in Z/nZ, ovvero per n > 1 la cardinalita
dell’insieme dei numeri minori di n ad esso coprimi. E facile calcolare i primi valori:

n 0123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
d(n) 2 11 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 10 8 16 6 18 8

ed in effetti si possono determinare con le seguenti osservazioni:

(1) caso di numeri primi p: se p & un primo, allora ®(p) = p — 1; infatti tutti i numeri naturali non
nulli minori di p sono primi con p;

(2) proprieta moltiplicativa per numeri coprimi: se n,n’ € N e (n,n’) = 1, cioé n ed n’ sono primi
tra loro, allora ®(nn’) = ®(n)®(n'); questo si pud vedere direttamente, ma segue anche dalla
dimostrazione vista del teorema cinese del resto, che dice che Z/(nn')Z = (Z/nZ) x (Z/n'Z),
studiando gli invertibili dell’anello prodotto (sono le coppie formate da elementi invertibili di
ciascun anello);

(3) potenze di numeri primi: consideriamo ora p” con p primo; i numeri naturali minori di p” e primi
con esso sono esattamente quelli non divisibili per p, dunque vale

S(p)=p —p ' =p"p-1) = pT(l - %) .

Ora per un qualsiasi numero naturale n, possiamo ricorrere alla sua fattorizzazione in numeri primi
n =1II;p;’ e di conseguenza calcolare

B(n) = 1:[p?*1(pz- -1) = nH (1- pl) :

# 6.10.8. Si pud provare, per esempio per induzione sul numero di primi nella fattorizzazione

di n, 'uguaglianza
> @d)=n
d|n
ove la sommatoria & estesa a tutti i divisori di n (compresi 1 ed n). Si osservi che questa formula puo
anche essere usata come definizione induttiva (nella seconda forma) della funzione di Eulero.
& 6.10.9. FunzIONE DI MOEBIUS. La funzione di Moebius p : N—{0,£1} ¢ definita per ogni
numero naturale nel modo seguente:

0 se nella fattorizzazione di n vi sono dei primi ripetuti

1 se n = 1 oppure n si fattorizza in un numero pari di primi distinti
pu(n) = {
—1 se n si fattorizza in un numero dispari di primi distinti

ed ¢ ovvio constatare che se n ed m sono coprimi allora p(nm) = p(n)u(m) (se non sono coprimi
abbiamo banalmente p(nm) = 0).
Si puo esprimere la funzione di Eulero in termini della funzione di Moebius:

n

Bn) = 3 )
d|n

per qualsiasi n € N.
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7. Corpi numerici.

7.1. DEFINIZIONE (CORPO).  Un corpo C é un anello in cui ogni elemento non nullo ammette
un inverso; in dettaglio si tratta di un insieme dotato di due operazioni binarie, indicate come somma
(+) e prodotto (- o piu spesso nulla), verificanti le seguenti proprieta:

(S) C con la somma é un gruppo commutativo, cioé:

(S1) (a+b)+c=a+ (b+c) per ogni a,b,c € C;

(S2) esiste un elemento nullo 0 tale che a+0 = a = 0+ a per ogni a € C;

(S3) per ogni a € C esiste un elemento o' € C' (detto opposto di a e indicato con —a) tale che

at+ad =0=a +a;

(S4) a+b=0b+ a per ogni coppia a,b € C;

(P) C ~ {0} con il prodotto & un gruppo, cioé:
(P1) (ab)c = a(bc) per ogni a,b,c € C;
(P2) esiste un elemento unita 1 tale che al = a = la per ogni a € C;
(P3) per ogni a € C diverso da 0 esiste un elemento o’ € C (detto inverso di a e indicato con
a~!) tale che aa” =1 = a"a;
(D) il prodotto ¢ distributivo rispetto alla somma: a(b+ ¢) = ab+ ac per ogni a,b,c € C.
11 corpo si dice commutativo se il prodotto ¢ commutativo; spesso un corpo commutativo di dice un
campo.

Una funzione tra due corpi si dice un morfismo di corpi se rispetta le operazioni di somma e

prodotto dei due corpi.

Messe di piccoli risultati algebrici:

7.1.1. LEGCI DI CANCELLAZIONE. In ogni corpo vale che ac = bc con ¢ # 0 implica a = b; infatti
basta moltiplicare per ’inverso di c.

7.1.2. PRINCIPIO DI ANNULLAMENTO DEL PRODOTTO. In ogni corpo vale che ab = 0 implica
a = 0 oppure b = 0; infatti, se a # 0 basta moltiplicare per 'inverso di a per ottenere b = 0.

7.1.3. Un corpo non ha divisori di zero né nilpotenti: segue dall’osservazione precedente.

7.1.4. CORPI ORDINATI. Un corpo si dice ordinato se lo € in quanto anello. Se C' & un corpo
ordinato e € C, da x > 0 segue che z=% > 0.

7.1.5. Talvolta si accetta che anche {0} (insieme con un solo elemento e con I'unica struttura
possibile di gruppo) sia un corpo con identita uguale a zero.

7.2. NUMERI RAZIONALI. L’insieme dei numeri razionali Q & il piu piccolo corpo contenente
lanello Z dei numeri interi (in modo che le operazioni in Q estendano quelle di Z). Si puo costruire
nel modo seguente: si consideri in Z x (Z\.0) la relazione ~ di equivalenza definita da (a,b) ~ (x,y) se
e solo se ay = bx (in Z). Verificato per bene che si tratta di una relazione di equivalenza, costruiamo
I'insieme quoziente Z x (Z~0)/ ~, ed indichiamo con la notazione familiare § la classe dell’elemento
(a,b); allora abbiamo § = % se e solo se ay = bx.

Definiamo ora le operazioni sull'insieme quoziente nel modo usuale: il prodotto di due classi § e
‘;—: sia ‘Z—g,/ (verificare che il risultato non dipende dai rappresentanti usati per definirlo), e la somma
sia % (= ‘;—l?: + %) (di nuovo il risultato dipende solo dalla classe di equivalenza, e non dai
rappresentanti). Con queste operazioni l'insieme quoziente risulta un corpo ove I’elemento nullo & la
classe ¢ (= 2 per ogni a # 0), 'elemento unita & la classe di 1 (= £ per ogni a # 0) e I'inverso per ¢
se a # 0 e la classe %.

7.2.1. ORDINE IN Q. Possiamo anche rendere Q un corpo ordinato definendo l'insieme degli
elementi positivi come le classi g con a,b € N (i positivi di Z).

7.2.2. PROPRIETA ARCHIMEDEA DI Q. Il corpo ordinato dei razionali gode della seguente
proprieta: per ogni coppia a, b di razionali maggiori di 0, esiste un intero positivo n tale che na > b.

7.3. CORPO DEI QUOZIENTI PER DOMINI. La strategia utilizzata per costruire Q a partire da
Z puod essere generalizzata nel modo seguente: se A ¢ un qualsiasi dominio (anello commutativo ed
integro), allora l'insieme quoziente di A x (A \ {0}) modulo la relazione di equivalenza definita da
(a,b) ~ (z,y) se e solo se ay = bz (in A) ha una struttura di corpo (detto corpo dei quozienti di A)

. . . K ’ ’ ’ ’ ’
quando sia dotato delle operazioni definite da £% = 94 (prodotto) e % + & = 220 (somma) ove

¢ indica la classe di (a, b).
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L’ipotesi che l'anello sia integro ¢ importante affinché la relazione definita per fare il quoziente
sia in effetti una relazione di equivalenza.

7.4. NUMERI REALI. L’insieme R dei numeri reali puo essere definito come il completamento
ordinale del corpo dei numeri razionali QQ; esso verra studiato dettagliatamente in un corso di Analisi.
Ricordiamo solo che R puo essere definito come 'unico gruppo (per la somma) archimedeo completo
(a meno di isomorfismi ordinati: vedi Barsotti), o anche 'unico corpo totalmente ordinato e completo
per lordine (sempre a meno di isomorfismi ordinati: vedi De Marco).

7.4.1. AuTOMORFISMI DI R. Per comodita ricordiamo anche che I'unico automorfismo di corpo
di R ¢ l'identita; cio si dimostra nel modo seguente: prima di tutto e facile vedere che un’automorfismo
di R dev’essere l'identita su Z e quindi su Q; poi si verifica che manda I’insieme dei positivi nell’insieme
dei positivi, e di conseguenza e crescente. Infine per un elemento z € R\ Q si consideri la sua immagine
a’, e si supponga o’ # x, per esempio x’ > x; si scelga ¢ € Q tale che 2’ > ¢ > = (densitd di Q in R).
Allora calcolando le immagini abbiamo q = ¢’ > 2’ > ¢, assurdo.

7.5. CorpI1 FINITI. Consideriamo ora in Z la relazione di congruenza modulo p; allora l'insieme
quoziente Z/pZ, con le due operazioni ereditate da Z, & un corpo se e solo se p € un numero primo.
Infatti, se p & primo, per ogni n € Z non nultiplo di p abbiamo che (n,p) =1 (sono coprimi) e dunque
esistono interi x, y tali che zn 4+ yp = 1; ma allora la classe di « & I'inverso della classe di n. Se invece
p non ¢ primo, nell’anello quoziente si trovano dei divisori di zero, come abbiamo gia visto.

7.5.1.  Indichiamo con F, il corpo Z/pZ se p & primo; si tratta di un insieme con p elementi
dotato della struttura di corpo. Invitiamo il lettore a scrivere le tabelle di somma e moltiplicazione
per p=2,3,5,7.

I corpi finiti non sono ordinati.

7.5.2. Si osservi che per ogni x € F,, si ha 2P = z.

7.6. CARATTERISTICA DEI CORPI. Dato un corpo C qualsiasi, possiamo considerare 1'unica
mappa di anelli Z — C' (definita dal fatto di mandare 1 di Z nell’l di C). Se si osserva 'antimmagine
in Z dello zero (di C'), vi sono due possibilita:

(0) tale insieme contiene solo lo zero; in tal caso la funzione ¢ iniettiva, il corpo C' contiene una copia
di Z e dunque di Q. In questo caso il corpo C' si dice di caratteristica zero.

(p) tale insieme contiene tutti i multipli di un fissato primo p; in tal caso la funzione si fattorizza
attraverso una mappa iniettiva Z/pZ — C, e il corpo C contiene una copia di Z/pZ. In questo
caso il corpo C' si dice di caratteristica (positiva) p.

Noi abbiamo visto che esistono corpi di caratteristica p che sono finiti ed hanno esattamente p
elementi; in effetti per ogni intero n esiste (ed unico a meno di isomorfismi) un corpo di caratteristica
p con esattamente p™ elementi (ma non & Z/p"Z: perché?). Inoltre esistono corpi di caratteristica
p # 0 aventi infiniti elementi (farsi qualche esempio). Non possiamo per il momento giustificare queste
affermazioni, che diamo solo per conoscenza, e per le quali rimandiamo ad un corso di Algebra.

Abbiamo visto che ogni corpo contiene una copia del corpo dei numeri razionali (se ¢ di caratte-
ristica nulla) oppure una copia del corpo con p elementi (se & di caratteristica p); percid questi corpi
(Q ed F,, al variare di p nei numeri primi) sono detti corpi fondamentali.

7.6.1. In un corpo di caratteristica p abbiamo che (a £b)? = aP £ bP, poiché per ogni 0 < i < p il
fattoriale (f) ¢ divisibile per p. Dunque I’elevamento alla potenza p € un morfismo di corpo per ogni
corpo di caratteristica p, ed e I'identita sul suo sottocorpo fondamentale; si chiama endomorfismo di
Frobenius.

7.7. NUMERI COMPLESSI. La costruzione dei numeri complessi parte dall’osservazione che il
corpo dei numeri reali non ¢ “algebricamente chiuso”: ossia esistono delle equazioni polinomiali a
coefficienti in R che non ammettono soluzioni in R; I'esempio pitt famoso ¢ X2 = —1 (infatti se un
numero ¢ un quadrato, non puo essere negativo nell’ordine di R). D’altra parte si pud cercare di
costruire un corpo contenente R e in cui quell’equazione abbia soluzione; per esempio chiamando %
un numero (immaginario!) tale che i2 = —1, possiamo considerare I'insieme di tutte le espressioni
del tipo a + b ove a e b sono elementi di R. Allora se vogliamo definire una somma ed un prodotto
tra scritture di questo tipo, che rispettino le regole distributiva ed associativa, siamo costretti a porre
(a+1ib) + (a' +ib') = (a+a’) + i(b+b") e anche (a + ib)(a’ + ib') = (aa’—bb") + i(ab'+a'b) (“infatti”
(a +ib)(a' + ib') = aa’ + aib’ + iba’ + i*bb' = aa’ + iab’ + ia’b — bb'). Risulta allora in effetti che
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I’insieme cosi definito ¢ un corpo con zero dato da 0+ 40, unita data da 1+ 0, in cui opposto di a +ib
¢ —a—ib = (—a)+i(—b). Per ogni elemento non nullo a4+ ib, un calcolo diretto mostra che I’elemento
o zﬁ ¢ il suo inverso. La verifica delle altre proprieta & essenzialmente ovvia.

Di solito si procede in modo piu formale, e meno comprensibile, dando la definizione seguente:

7.7.1. DEFINIZIONE (NUMERI COMPLESSI). Il corpo C dei numeri complessi ¢ I'insieme R?
dotato delle seguenti operazioni:
(S) (a,b) + (a,b') = (a+a’, b+b);
(P) (a,b)(a’,b") = (aa’—bb,ab’ +a'b).
Queste operazioni soddisfano agli assiomi affinché C sia un corpo; in particolare lo zero é (0,0),
lidentita ¢ (1,0), opposto di (a,b) & (—a,—b), inverso di (a,b) & (%W,—lﬁ—ibg) Si osserva poi
che 'elemento (0,1) ha come quadrato 'opposto dell’identita (e quindi C non pud essere un corpo
ordinato: se 1 é positivo, —1 & negativo e non puo essere un quadrato).

Si osserva infine che la funzione R — C che manda a in (a,0) ¢ una funzione iniettiva che identifica
R a un sottinsieme di C (anche per le operazioni), detto parte reale di C. Invece la funzione R — C che
manda b in (0,b) é una funzione iniettiva, ma rispetta solo la somma, e non il prodotto; I'immagine si
chiama parte puramente immaginaria di C.

7.7.2. Scrivendo ¢ = (0,1) e per ogni numero reale a = (a,0), vediamo che (a,b) = (a,0) +
(0,b) = (a,0)+(0,1)(b,0) = a+1ib, e quindi riconosciamo la costruzione pil intuitiva prima introdotta.
Di solito i numeri complessi si indicano con lettere tipo z,u, v, w, e se z = a + b, il numero reale a si
dice la parte reale di z e si indica con R(z), mentre il numero reale b si indica con §(z) e si chiama la
parte immaginaria di z. Quindi z = R(z) 4+ ¢3(z) per ogni z € C.
7.7.3. CONIUGAZIONE. Se z € un numero complesso, definiamo il suo coniugato Z come
R(z) — iS(z) (cambiamo di segno la parte immaginaria). Abbiamo allora una funzione C — C che ¢
un automorfismo di corpo; cioe & una biiezione dotata delle seguenti proprieta:
(C1) rispetta le operazioni di somma (2 + 2/ = Z + 2/)
(C2) e di prodotto (22" = z2/).
Notiamo inoltre che:
(C3) gli elementi fissi della coniugazione (cioe gli elementi mandati in se stessi) sono tutti e soli i numeri
reali: z = Z se e solo se z € R;
(C4) la coniugazione ¢ una involuzione (Z = z per ogni z), e quindi ¢ la sua propria inversa.
7.7.4. Le relazioni tra parti reali e immaginarie, e coniugio per un numero complesso z sono
riassunte nelle seguenti formule:

w|

R+ RG)=
7=R() —iS(z) () =%

7.7.5. NORMA (O MODULO) DI NUMERI COMPLESSI. Per ogni numero complesso z definiamo
la sua norma (talvolta detta anche modulo) |z| come la radice quadrata positiva del prodotto 2z =
R(2)? + 3(2)?, che risulta un numero reale. Abbiamo allora una funzione C — R soddisfacente alle
seguenti proprieta:

(N1) positivita: |z| > 0 per ogni z € C e |z| = 0 se e solo se z = 0;
(N2) moltiplicativita: |z2'| = |z] |2/];
(N3) subaddittivita: |z + 2’| < |z] + |Z/| (quando vale 'uguaglianza?).

Si osservi anche dalla formula |z|> = 2Z segue che

1 z R(z) —iS(z)

S 2 T R(2)? 4 S(2)?2
come gia prima osservato per ogni z # 0. Inoltre abbiamo anche (disuguaglianze sul quadrilatero)
(N4) [J2] = [2]| < |2 — '}
(N5) |2+ 2 + |2 — 2'[* = 2(|2* + []?).
Naturalmente, se x € R abbiamo (z € C e) |x| = |z| (valore assoluto in senso reale, e norma in
senso complesso coincidono, motivo per cui si puo ragionevolmente usare lo stesso simbolo).
7.7.6. ARGOMENTO E VERSORE. I numeri complessi z di norma 1 si dicono unitari, e soddisfano
alla condizione R(2)? + $(2)? = 1; quindi esiste un unico reale ¥ € [0,27) tale che R(z) = cos¥ e
$(z) = sind. In generale per ogni numero complesso z non nullo, il numero ver(z) = z/|z| € unitario,

®|
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si dice il versore di z, e il valore ¥ associato si dice argomento di z e si indica con arg(z). Dunque
abbiamo definito una funzione C \ {0} —[0, 27) soddisfacente alle seguenti proprieta: z € R se e solo
se arg(z) € {0,7} (se e solo se ver(z) = x1); arg(zz') = arg(z) + arg(z’) a meno di multipli di 27
(equivalentemente ver(zz') = ver(z)ver(z’)).

7.7.7. FORMA TRIGONOMETRICA. Per ogni numero complesso z, se arg(z) = ¢ e |z| = o,
abbiamo la rappresentazione parametrica di z data da

z = p(cos ¥ + isin 1)

che fa vedere come il numero complesso z sia identificato nel piano reale dalle sue “coordinate polari”
o (distanza dall’origine) e ¥ (angolo di rotazione rispetto all’asse reale positivo).

In questa rappresentazione e particolarmente facile dare una interpretazione geometrica del prodotto
di due numeri complessi; dati infatti z = p(cos ¥ + isin ) e 2z’ = ¢’(cos ¥ + isin¥’), abbiamo che

22" = o(cos ¥ + isindd) o (cos ¥ + isind’)
= 00'((cos ¥ cos ¥’ — sinI sin¥’) + i(cos ¥ sin ¥’ + sin 9 cos¥’))
= 00/ (cos(V9 + ') +isin(¥ +9"))
e dunque il prodotto ¢ il numero complesso che ha come norma il prodotto delle norme, e come
argomento la somma dei due argomenti (modulo 27); in altri termini z viene moltiplicato per la
norma di 2z’ e ruotato dell’argomento di 2’. In particolare diventa facile capire come elevare alla
potenza n-esima un numero complesso: z" e il numero complesso la cui norma e la potenza n-esima
della norma di z, e il cui argomento € n volte I’argomento di z:
se z=o(cos?¥+isin®) allora 2" = p"(cos(nd) + isin(nd)) .

7.7.8. PROBLEMA. Dall’espressione (cos®d + isind)™ = cos(nd) + ¢ sin(nd) ricavare le formule
di n-plicazione dell’angolo, cioé espressioni di cos(n®) e sin(nd) in termini di cos® e/o sin ¥.

7.7.9. FORMULE DI DE MOIVRE. Dall’osservazione precedente, si ottiene subito un metodo per
il calcolo delle radici n-esime di un numero complesso z. Si tratta delle soluzioni dell’equazione X™ = z
in C, che sono sempre n se z # 0, e si ottengono come i numeri complessi di norma la radice n-esima
(reale positiva) della norma di z, e di argomento tale che moltiplicato per n dia (a meno di multipli
di 27) Vargomento di z. In formule (dette di De Moivre): le radici n-esime di z = p(cos® + isin )

sono date da
\[( (19 n 27rk:) s (19 L 27rk;))
olcos| — + — isin| — 4+ —
° n n n n
per i valori interi di k compresi tra 0 ed n—1.

7.7.10. RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA: PIANO DI GAUSS. Rappresentando i numeri com-
plessi come coppie di numeri reali & possibile dare un significato geometrico a tutte le nozioni sopra
introdotte. Inseriamo qui solamente i disegni, su cui invitiamo il lettore a riflettere.

02y = leei(ﬂ+19’)

z=x+iy = o(cosV +isind) = ge™’ ) !

N o= iy

/ { s pid
/1 = arctan(y/x) 2z = pe
i,/ - q/
x i o2 = glet”
rappresentazioni cartesiana
trigonometrica ed esponenziale prodotto

del numeri complessi di numeri complessi

ﬂ

potenze potenze — _ Dpotenze ]
di numeri complessi  di numeri complessi di numeri complessi
di modulo < 1 di modulo = 1 di modulo > 1
20e”
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7.7.11. RADICI COMPLESSE DELL'UNITA. In particolare ’espressione precedente si applica

per il calcolo delle radici n-esime dell’unita, ovvero per le soluzioni dell’equazione X™ = 1 in C.
Dall’interpretazione geometrica prima data dell’elevamento a potenza si capisce subito che si tratta
di numeri complessi unitari che sono i vertici del poligono regolare con n lati inscritto nel cerchio
unitario e un cui vertice sia 1. Esempi:
1) l'unica radice l-aria di 1 & 1;
) le due radici quadrate di 1 sono 1 e —1;

) le tre radici terze di 1 sono 1 e cos 2T + sin 2F (vertici del triangolo equilatero);
4) le quattro radici quarte di 1 sono 1 e +i (vertici del quadrato);

) le cinque radici quinte dell’'unita sono 1, cos %’T =+ sin %’r, cos 4?” =+ sin 4?” (vertici del pentagono
regolare);
(6) le sei radici seste dell'unita sono +1, cos § +sin %, cos 2?” +sin Z& (vertici dell’esagono regolare).

3
y—2m1/3 i
23=1
St

n=23 n=4

Z:€2ﬂz/4:i

7.7.12. PROBLEMA. Considerando che X™ —1 =TII7_; (X — w;), ove w; sono le radici n-esime
dell’unita, mostrare che X7 ;w; = 0, ovvero che la somma di tutte le radici n-esime dell’unita e nulla.
Quali altre formule & possibile ricavare da quell’espressione?

7.7.13. RADICI PRIMITIVE n-ESIME DELL'UNITA. Una radice n-esima z dell’unitd si dice primi-
tiva se z' # 1 per i < n (n & la minima potenza di z che dia 1). Se z & una radice primitiva n-esima
dell’'unitd, allora una sua potenza z* ¢ ancora una radice primitiva n-esima dell’unita se e solo se i &
primo con n (verificare). Di conseguenza per ogni n il numero di radici primitive n-esime dell’unita &
uguale a ®(n) (funzione di Eulero).

7.7.14. RADICI n-ESIME DI —1.

n=2 n=23

7.7.15. RADICI n-ESIME DI 1.

7.7.16. FORMA ESPONENZIALE. La proprieta della funzione argomento rispetto al prodotto di
numeri complessi (che diventa la somma degli argomenti) suggerisce di usare una notazione esponen-
ziale per i numeri complessi di norma uno ponendo

9

e =cos? +isin? .

Questa espressione sard giustificata in un corso di Analisi (studiando gli sviluppi di Taylor delle
funzioni esponenziali e circolari), ma possiamo gia notare come essa renda sensibilmente semplici
alcune formule viste.

Ad esempio ogni numero complesso z si scrive come e, e la sua potenza n-esima si scrive

; ; .. . 1 ,942mk
2" = (pe)" = g"e™”. Analogamente le radici n-esime sono gwe'"n  per k=0,1,...,n—1.
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Le radici n-esime dell’'unita nel corpo complesso si scrivono in notazione esponenziale come et
per k=0,1,...,n—1.

La definizione generale di una funzione esponenziale complessa, essenzialmente decisa dalla no-
tazione introdotta, ¢ la seguente: se z = a + ib allora e* = 7% = % = ¢%(cosb + isinb). Da
cio possiamo anche dedurre la nozione di logaritmo complesso: i numeri complessi w tali che eV = 2
(tali w si dicono i logaritmi complessi di z) sono quelli della forma log ¢ + (¥ + 2k7) per k € Z se
z = pe' # 0. In particolare ogni numero complesso non nullo ha una famiglia numerabile di logaritmi:
cio deriva dal fatto che la funzione esponenziale complessa ha un comportamento periodico riguardo
alla componente immaginaria dell’esponente: e* = e*t*2*™ per ogni k intero.

7.7.17. TEOREMA (FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA).  Ogni polinomio non costante a coeffi-
cienti complessi ammette almeno uno zero in C; e dunque ogni tale polinomio ha esattamente tante
radici in C quant’é il suo grado.

Una dimostrazione di questo risultato basata su metodi analitici reali si puo trovare nel testo
“Algebraic Structures” di S. Lang, ch. VII, §5. Esistono anche dimostrazioni di carattere algebrico,
ma richiedono buone conoscenze: vedi I. Barsotti, “Appunti di Algebra”, lezione 70.

7.7.18. TEOREMA (FONDAMENTALE DELL'ALGEBRA, VERSIONE REALE). Ogni polinomio
non costante a coefficienti reali si fattorizza come prodotto di polinomi reali irriducibili che possono
essere di primo grado oppure di secondo grado (e privi di radici reali, dunque con due radici complesse
coniugate). In particolare ogni polinomio reale di grado dispari ha almeno una radice reale.

DIMOSTRAZIONE. In effetti, se z & una radice complessa del polinomio P(X) a coeflicienti reali,
allora anche il coniugato z ¢ radice dello stesso polinomio (se P(z) = 0, allora 0 = P(z) = P(%z),
poiché P(X) ha coefficienti reali). Dunque le radici complesse non reali si presentano sempre a coppie
coniugate, e danno luogo a un fattore reale (X — 2)(X —z) = X2 — 2R(2)X + |2|? di secondo grado
del polinomio P(X). L’ultima affermazione ¢ una ovvia conseguenza. d

7.7.19. IDENTITA DEI DUE QUADRATI. Dalla proprieta moltiplicativa della norma complessa, si
deriva la seguente regola, detta identita dei due quadrati: il prodotto di due somme di due quadrati
¢ ancora una somma di due quadrati. Infatti:

(a® + ) (a* + %) = (ad’ — bb')? + (ab' + a'b)?

si ottiene esplicitando |2|?|2/|? = |22/|?.

7.7.20. RETTE E CERCHI NEL PIANO COMPLESSO. Insiemisticamente, il corpo C coincide con
R2?, e il lettore conosce gid le espressioni cartesiane di rette e cerchi nel piano reale; & interessante
vedere le analoghe espressioni usando la variabile complessa.

Cominciamo dalle rette: usando le variabili reali X e Y si tratta delle espressioni del tipo aX +
bY + ¢ =0 (a,b,c € R) in cui almeno uno tra a e b non ¢ nullo (cio¢ la coppia (a,b) non & nulla).
Ricordando che 2X = Z + Z e 2iY = Z — Z, otteniamo la forma @Z + aZ + 2c = 0, ove o = a + ib.
Viceversa ogni tale espressione con o € C non nullo e ¢ € R rappresenta una retta del piano.

Per le circonferenze, ¢ piu facile impostare direttamente la condizione usando la variabile comp-
lessa: i punti Z che distano r da 2o sono tutti e soli quelli per cui |Z — z| = r, cioe |Z — z|? = r?,
ovvero (Z — z)(Z —Zo) = r?. Si ottiene una espressione del tipo ZZ —aZ —aZ +c =0 ove @ = 2 ¢ il
centro, e aa — ¢ = r? ¢ il quadrato del raggio. Viceversa ogni tale espressione con a € C e ¢ € R rap-
presenta una circonferenza del piano (eventualmente con raggio immaginario...). L’espressione reale
per le circonferenze di puo ottenere ricordando che Z = X +iY, Z =X —iY e ZZ = X2 +Y?, da
cui si ottiene X2 + Y2 — 2R(a) X — 23(a)Y + ¢ = 0, formula usuale.

Si osservi la stretta parentela tra rette e cerchi, che & ben evidente nelle espressioni in variabile
complessa: cosa descrive I'equazione sZZ —aZ —aZ +c=0con s,c € Re a € C?

7.7.21. TRASFORMAZIONI DI MEBIUS DEL PIANO COMPLESSO. E di particolare interesse, e
riemergera varie volte durante il corso, la nozione di “trasformazione lineare fratta”, o trasformazione

di Mcebius, di C. Si tratta funzioni di variabile complessa definite da ¢(Z) = <t9Z con ad —be # 0. Si

a+bZ
tratta di una funzione definita su C tranne che per Z = —a/b (se b # 0), e a valori in tutto C tranne
il punto d/b (sempre se b # 0). Tra tali sottinsiemi ¢ invertibile, con inversa data da ¢(Z) = %,

che & una funzione dello stesso tipo.
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I pitt semplici esempi di trasformazioni di Moebius sono le traslazioni (p(Z) = ¢+ Z), le omotetie
o dilatazioni (p(Z) = dZ con d # 0), le inversioni (p(Z) = 1/Z). Commutano tra loro?

Si dicono trasformazioni affini le composizioni di traslazioni e dilatazioni, cioe le trasformazioni
non fratte, del tipo ¢(Z) = ¢+ dZ. In effetti ogni trasformazioni di Mcebius si pud scrivere come
composizione di una inversione seguita e preceduta da trasformazioni affini: la generica p(Z) = Zi‘l’g
si ottiene applicando prima ¢1(Z) = a+bZ, poi p2(Z) = 1/Z, e infine ¢3(Z) = a+ Z per opportuni
a, f (quali?). Siccome le trasformazioni affini sono piuttosto facili da capire, per capire leffetto delle
trasformazioni di Mcebius si ¢ ricondotti a studiare 'inversione «(Z) = 1/Z. Si tratta chiaramente di
una biiezione di C\ {0} in s¢, autoinversa (cio¢ coincide con la sua propria inversa), che fissa il circolo
unitario (ma non punto per punto), e scambia l'interno del circolo con esterno (e anzi scambia le
circonferenze centrate in 0 di raggio r con quelle centrate in 0 e di raggio 1/r). La cosa piu interessante
¢ il comportamento sulle rette (e di conseguenza sui cerchi): le rette passanti per l'origine vengono
trasformate in rette passanti per l’origine, mentre le altre rette vengono trasformate in cerchi passanti
per lorigine; viceversa le circonferenze passanti per I'origine vengono trasformate in rette, mentre le
altre circonferenze vengono trasformate in circonferenze.  Verificare queste affermazioni usando le
espressioni prima evidenziate per rette e circonferenze; farsi qualche disegno puo aiutare ’intuizione.

MA 7.8. QUATERNIONI DI HAMILTON. I corpi finora visti erano tutti commutativi. Il primo
esempio di corpo non commutativo ¢ dato dai quaternioni di Hamilton, che andiamo ora ad illustrare.
Vedremo in futuro che essi hanno un importante significato geometrico, poiché interpretano 'insieme
delle rotazioni (attorno a rette) di uno spazio reale di dimensione tre.

7.8.1. DEFINIZIONE (QUATERNIONI).  Consideriamo 'insieme H formato da tutte le espressioni
del tipo a + ib + jc + kd ove a,b, ¢, d sono numeri reali, e i, j, k sono tre simboli (in particolare non
appartengono ad R). Definiamo le seguenti operazioni:

(S) somma: (a+ ib+ je+ kd) + (a’ + b’ + jc + kd') = (a+a’) +i(b+b") + j(c+) + k(d+d');

(P) prodotto: pretendendo che il prodotto sia distributivo rispetto alla somma, associativo, e che tra
numeri reali sia quello di R, ci basta definire i prodotti tra i simboli i, j, k, cosa che facciamo nella
seguente tabella:

i=-1 ij=k ik=—j
ji=—-k jj=-1 jk=i
ki=j kji=—i kk=-1

(per memoria: i quadrati sono tutti —1, i prodotti di due elementi consecutivi nell’ordine ci-

clico i, j, k da I'elemento successivo, i prodotti di due elementi consecutivi nell’ordine inverso da

Popposto dell’elemento mancante).

Gli elementi di H si chiamano i quaternioni, e il corpo H si dice il corpo dei quaternioni di
Hamilton. Invitiamo il lettore a controllare scrupolosamente che dotato delle operazioni sopra definite
I'insieme H ha struttura di corpo (non commutativo) di elemento nullo 0 4 0i + 05 + 0k, di elemento
unita 1 4 07 + 05 + 0k. L’associativita del prodotto, I'esistenza degli inversi per elementi non nulli, la
distributivita sono le proprieta fondamentali non banali da controllare.

7.8.2. QUATERNIONI REALI ED IMMAGINARI. Diciamo quaternioni reali quelli dell’immagine
della funzione R —H che manda z in = + 0¢ + 05 + 0k; si osservi che questa funzione rispetta le
operazioni dei due corpi.

Diciamo invece immaginari i quaternioni che sono mandati a zero dalla funzione H — R che manda
a+ib + jec+ kd in a (detta parte reale del quaternione); si osservi che questa funzione rispetta la
somma, ma non il prodotto dei due corpi.

Ogni quaternione & dunque somma delle sue parti reale ed immaginaria.

7.8.3. CoONIUGATO. Dato un quaternione z = a + ib + jc + kd, definiamo il suo coniugato
Z=a—1ib—jc—kd=a+i(—=b)+ j(—c) + k(—d). Otteniamo cosi una applicazione di H in se che
soddisfa alle seguenti proprieta:

(C1) rispetta la somma: z + 2/ =% + 2/

(C2) Z = z se e solo se z & (puramente) reale; Z = —z se e solo se z ¢ (puramente) immaginario;

(C3) (anti)rispetta il prodotto: 22/ = 'z

(C4) 2z = zz = a® + b + c® + d? & puramente reale per ogni z = a + ib + jc + kd, e si tratta di un
numero positivo (se z # 0).
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(C5) Z = z per ogni z (dunque di tratta di un isomorfismo involutorio).

7.8.4. NORMA (O MODULO) DI QUATERNIONI.  Definiamo la norma di un quaternione come
la radice quadrata (reale positiva) del prodotto zZ. Si tratta allora di una funzione di H in R dotata
delle seguenti proprieta:

(N1) positivita: |z| > 0 per ogni z € C e |z| = 0 se e solo se z = 0;
(N2) moltiplicativita: |z2'| = |z| |Z/|;
(N3) subaddittivita: |z + 2’| < |z| + |#/].
7.8.5. INVERSI. Con le nozioni sopra introdotte, possiamo ora affermare che se z ¢ quaternione

non nullo, allora l'inverso di z ¢ 27! = ZLP

7.8.6. Applicando 'identita 2z :‘ Zz a z = u + v, mostrare che per ogni coppia di quaternioni
abbiamo uv + wv = vu + vu.

7.8.7. IDENTITA DEI QUATTRO QUADRATI. Analogamente a quanto visto nel caso complesso, la
proprieta moltiplicativa della norma per i quaternioni da luogo ad una formula che riguarda le somme
di quattro quadrati: il prodotto di due somme di quattro quadrati ¢ ancora una somma di quattro
quadrati. Precisamente:

(@ + 0+ P+ P)(a? + V2 + % +d7) =
= (aa’ — bV —cc —dd")? + (ab/ +ba’ + cd' —dc')? + (ac + ca’ — db' + bd')? + (ad’ + da’ + bc’ — cb')? .

A titolo di informazione diciamo che identita simili valgono solamente per le somme di uno, due,
quattro e otto quadrati.

7.8.8. PROBLEMA: FATTORIZZAZIONE DI QUATERNIONI. Ogni quaternione (risp. quaternione
unitario) ¢ puod essere scritto come prodotto di quaternioni (risp. quaternioni unitari) piti semplici nei
modi seguenti:

(1) ¢ = (a +iad")(b+ jb')(c+ k') (sugg.: cercare ¢ + kc' tale che g(c + k¢/)~! sia un prodotto del
tipo...);
(2) g=(a+id)(b+ kb )(c+ic) (sugg.: simile a prima).

& 7.9. T NUMERI DI GAUSS. Un esempio particolarmente significativo di anello e del suo corpo
dei quozienti ¢ dato dai numeri di Gauss che ora definiamo.

7.9.1. GLI INTERI DI GAUSS. L’anello degli interi di Gauss € I'insieme Z[i] delle espressioni del
tipo a+1ib con a,b € Z ove i & il “numero immaginario complesso”, con le operazioni definite come nel
caso del corpo complesso. Si osservi che gli unici elementi invertibili in Z[i] sono quelli per cui a? + b2
¢ un intero invertibile, e dunque +1: quindi sono +1 e =i.

Si noti che il numero intero primo 2 si fattorizza in Z[i] nel modo seguente 2 = (1 + ¢)(1 — i); come
pure 5 = (24 )(2 — 7).

7.9.2. IL cOrRPO DI GAUsS. Il corpo delle frazioni di Z[i] si indica con Q[i] ed ¢ formato dalle
espressioni del tipo a+ib con a,b € Q (e si tratta di un sottocorpo del corpo C dei numeri complessi).

7.9.3. L’anello Z[i] e il corpo Q[i] non sono ordinabili: perché?

# 7.10. ESTENSIONI REALI QUADRATICHE DEI RAZIONALI. Consideriamo le espressioni del tipo
a+bv2 con a,b € Q; esse formano un insieme indicato con Q[v/2] che si puo identificare con un
sottinsieme di R (ma & pericoloso: si puo fare in due modi). Con le usuali posizioni possiamo dare a
Q[v2] la struttura di corpo (in effetti sottocorpo del corpo reale); analogamente al caso di Gauss e
del corpo complesso possiamo definire per ogni a + by/2 il suo coniugato a — by/2; allora il prodotto
(a +bv2)(a — by/2) = a® — 2b® & un numero razionale nullo se e solo se a = b = 0 (cioe solo per
I’elemento nullo); questo equivale al fatto che v/2 non & un numero razionale, che si dimostra per
assurdo usando la proprieta di fattorizzazione unica in Z: se v/2 = a/b con a,b € Z allora 2b* = a?
(uguaglianza di numeri interi in cui il primo 2 comparirebbe nella fattorizzazione un numero dispari
di volte a sinistra, e un numero pari a destra).

7.10.1. 1l corpo Q[v/2] non ha un ordine canonico. Vi sono due automorfismi che sono 'identita
su Q (quali?).

7.10.2. 1l corpo Q[v/2] & corpo dei quozienti di un opportuno anello Z[v/2].

7.10.3. Lo stesso tipo di costruzione si puo fare “aggiungendo a QQ” la radice quadrata di un
elemento (che non sia quadrato in Q).
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8. Polinomi.

I polinomi (almeno in una variabile) sono un oggetto di studio ben noto; daremo qui una
definizione rigorosa, e metteremo in evidenza le tecniche piu importanti legate a questa nozione.

8.1. DEFINIZIONE (POLINOMI). Dato un anello A (di solito useremo un corpo), ’anello
A[X] dei polinomi in una variabile a coefficienti in A & il sottinsieme di AN dato dalle funzioni quasi
ovunque nulle (cioé che hanno valore 0 tranne che per un numero finito di indici) dotato delle seguenti
operazioni:

(S) (a;) + (b;) = (¢;) ove ¢; = a; + b; (somma coordinata per coordinata),

(P) (ai) - (b;) = (pi) ove p; = >, }—; ajbi (prodotto alla kronecker),

ove abbiamo indicato con (a;) = (ag,a1,...,0n,...) un polinomio generico (gli a; sono quasi tutti
nulli, e si dicono i coefficienti del polinomio). Si verifica allora che si tratta di un anello (commutativo
se A é commutativo), con elemento nullo la funzione nulla, elemento unita la funzione che vale 1 (di
A) in 0 e nulla altrove.

8.1.1. RAPPRESENTAZIONE USUALE. Detto e; I'elemento di A[X] che vale 1 in i e zero altrove, e
scrivendo semplicemente a per I’elemento che vale a € A in posto 0 e zero altrove, allora ogni elemento
di A[X] si scrive come somma finita (a;) = D,y aie; con a; € A (finita significa che solo un numero
finito degli a; non & nullo). Ora, scrivendo X* invece di e; si ottiene la usuale rappresentazione dei
polinomi in una indeterminata  _;  a; X ¢, che giustifica la definizione del prodotto, poiché & obbligata
dalle proprieta distributiva ed associativa.

8.1.2. FUNZIONI POLINOMIALI. Poiché ogni polinomio puo essere “valutato” in un qualsiasi
elemento dell’anello dei coefficienti, esso determina una funzione A — A, che viene detta funzione
polinomiale. L’insieme P(A) delle funzioni polinomiali di A in s¢ & definito come il sottinsieme di A4
dato dalle funzioni f : A— A per le quali esiste un polinomio P con f(a) = P(a) per ogni a € A.
Si verifica subito che P(A) & sottoanello di A“ (che si considera qui come anello con le operazioni di
somma e prodotto “coordinata per coordinata”, come per AZ per ogni insieme Z; in particolare non
usiamo, non ancora, la composizione di funzioni), e che abbiamo una funzione di anelli A[X]— P(A),
che abbiamo sopra descritto; questa funzione in generale non e iniettiva.

Consideriamo infatti il caso A = F,, (corpo con p elementi). Allora F,[X] ¢ un insieme infinito,
mentre le funzioni polinomiali (che sono un sottinsieme delle funzioni di I, in se) sono finite. Quali
sono i polinomi che sono nulli come funzioni polinomiali? Quando due polinomi danno luogo alla
stessa funzione polinomiale?

8.1.3. PRINCIPIO DI IDENTITA DEI POLINOMI. Dalla definizione che abbiamo dato ¢ chiaro che
due polinomi sono uguali se e solo se per ogni indice 7 i coefficienti i-esimi coincidono (questo si dice
di solito principio di identita dei polinomi, e spesso si enuncia anche dicendo che un polinomio & nullo
se e solo se tutti i suoi coefficienti sono nulli).

Invece che due polinomi assumano gli stessi valori su ogni elemento dell’anello dei coefficienti
garantisce solo che essi determinano la stessa funzione polinomiale, non che siano lo stesso polinimio;
tuttavia nel caso di domini di cardinalita infinita vale anche che due polinomi che siano uguali come
funzioni polinomiali coincidono in quanto polinomi.

8.1.4. FUNZIONI CANONICHE. Vi ¢ un morfismo canonico di anelli A— A[X] che ad a € A
associa il polinomio a di grado zero. Si tratta di un morfismo iniettivo, poiché ha un inverso sinistro
dato dalla “valutazione in zero” A[X]— A che associa ad ogni polinomio P(X) l'elemento P(0) € A
(in effetti il termine noto).

8.1.5. INTEGRITA. Si verifica facilmente che A[X] ¢ integro se A & integro. Infatti basta mostrare
che PQ # 0 se P # 0 # Q; siano a; il coefficiente direttore di P (coefficiente non nullo con massimo
indice i di P), e b; il coefficiente direttore di @) (coefficiente non nullo con massimo indice j di @):
allora il coefficiente di indice ¢ + j di PQ ¢ a;b; # 0 e dunque PQ # 0.

D’ora in poi supporremo sempre A anello integro. In questo caso & chiaro che gli unici invertibili
di A[X] sono gli elementi invertibili di A.

8.2. DEFINIZIONE (GRADO). Si definisce grado di un polinomio non nullo P = (a;), e si
indica con deg(P), il massimo indice n tale che a,, # 0 (e tale a,, si dice coefficiente direttore di P;
il polinomio si dice monico se il coefficiente direttore ¢ 1). Per definizione poniamo deg(0) = —oo La
funzione deg : A[X] —NU {—oco} gode delle seguenti proprieta:
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(G1) deg(P) = —o0 se e solo se P = 0; deg(P) =0 se e solo se P € A;

(G2) deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}, e vale I'uguaglianza se e solo se deg(P) # deg(Q) oppure
deg(P) = deg(Q) e i coefficienti direttori non sono uno l'opposto dell’altro; dunque vale la dis-
uguaglianza stretta se e solo se deg(P) = deg(Q) e i coefficienti direttori sono uno l’'opposto
dell’altro;

(G3) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q) (e vale 'uguaglianza se A ¢é integro).

8.3. TEOREMA (DIVISIONE CON RESTO). Sia C' un corpo e C[X] I'anello dei polinomi su
C'. Per ogni coppia di polinomi M(X) e N(X) # 0 esiste una unica coppia di polinomi Q(X) e
R(X) (detti il quoziente ed il resto della divisione del dividendo M(X) per il divisore N(X)) con
deg R(X) < deg N(X) se R(X) # 0 tale che M(X) = Q(X)N(X) + R(X).

DIMOSTRAZIONE (ALGORITMO DI DIVISIONE). Si procede per induzione sul grado di M (X). Se
deg M (X) < deg N(X) allora Q(X) =0 e R(X) = N(X) danno il risultato. Se invece deg M (X) >
deg N(X), siano m,n i coefficienti direttori di M(X) e N(X) rispettivamente; allora il polinomio
M'(X) = M(X)—mn~ ' Xdes M(X)—deg N(X) N'( X) ha grado strettamente minore di quello di M(X), e
per ipotesi induttiva esistono Q'(X) ed R'(X) tali che M'(X) = Q'(X)N(X)+R'(X) con deg R'(X) <
deg N(X) se R'(X) # 0. Allora basta porre Q(X) = mn~tXdeg M(X)=deg N(X) N (X) + Q'(X) ed
R(X) = R'(X) per ottenere il risultato voluto. O

Si osservi che il procedimento induttivo descritto € il ben noto algoritmo per il calcolo della
divisione con resto tra polinomi.

8.3.1. Potremmo togliere 'ipotesi che i polinomi abbiano coefficienti in un corpo, imponendo che
il secondo polinomio sia monico (o che il coefficiente dominante sia invertibile, che & 'unica richiesta
per la dimostrazione).

8.3.2. IDEALI PRINCIPALI. Dall’esistenza della divisione possiamo dedurre che gli ideali di un
anello di polinomi su un corpo sono tutti principali; infatti basta considerare di un ideale I non nullo
gli elementi di grado minimo: uno qualsiasi di essi genera I'ideale. Sia infatti P(X) un tale elemento di
grado minimo e F(X) un polinomio dell’ideale; dalla divisione F(X) = Q(X)P(X)+ R(X) deduciamo
che R(X) appartiene allideale, e non potendo avere grado minore di quello di P(X), dev’essere
R(X) =0, e dunque F(X) un multiplo di P(X).

8.3.3. RuFFINI. Dal procedimento di divisione con resto di un polinomio P(X) per un polinomio
del tipo X — ¢ ci dice che P(X) & divisibile per X — ¢ se e solo se il polinomio stesso si annulla in c,
cioe P(c) = 0. Infatti P(c) & il resto della divisione di P(X) per X — c.

8.3.4. Di conseguenza il numero di zeri di un polinomio a coefficienti in un dominio non puo
superare il grado del polinomio stesso.

8.4. DEFINIZIONE (MCD, mcm).  Dati due polinomi P e @ in C[X] definiamo massimo comun
divisore MCD(P, @), spesso denotato (P, () semplicemente, qualsiasi polinomio D che divide sia P
che @ e tale che ogni divisore comune di P e ) divida anche D. Un massimo comun divisore é definito
a meno di moltiplicazione per un elemento invertibile, dunque per un elemento non nullo di C.

Analogamente si definisce minimo comune multiplo, denotato mem(P, @), come un minimo (per
la divisibilita) dei multipli comuni di P e ). Anche un minimo comune multiplo & definito a meno di
moltiplicazione per un elemento invertibile.

8.4.1. GENERALIZZAZIONE A n POLINOMI. Definizioni analoghe di massimo comun divisore e
minimo comune multiplo si possono dare per ogni insieme finito Py, Ps, ..., P, di polinomi.

8.5. TEOREMA (MCD). Un massimo comun divisore D tra tra due polinomi P e @ é ogni
generatore dell’ideale generato da P e @ (il pitt piccolo ideale contenente sia P che Q)); esistono due
polinomi H, K tali che D = HP + KQ, e D & un polinomio di grado minimo che si puo scrivere in
questa forma.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'insieme I dei polinomi della forma MP + N@Q al variare di
M, N € C[X]. Sitratta chiaramente di un ideale di C[X], quindi si tratta dei multipli di un polinomio
D che e di grado minimo in /. Poiché P,Q € I, abbiamo che D divide sia P che @, e dunque & un
divisore comune. Inoltre per definizione esistono due polinomi H, K tali che D = HP + K(@Q. Sia ora
D' un divisore comune di P e @, diciamo P = P'D" e Q = Q'D’; allora abbiamo D = HP + KQ =
D=HPD +KQ'D' =(HP' + KQ')D', da cui si vede che D’ divide D. O
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8.5.1. Dal teorema segue che due polinomi P e ) sono primi tra loro se e solo se esistono
polinomi H, K tali che HP + K@ = 1.

8.5.2. 1l teorema e l'osservazione precedente possono estendersi al caso di un numero finito
di polinomi; un massimo comun divisore tra i polinomi P;, Ps,..., P, €& ogni polinomio di grado
minimo che si scriva nella forma Hi P, + Ho P, + - -+ + H, P, con gli H; polinomi. Inoltre essi sono
coprimi (cioe il loro massimo comun divisore ¢ 1) se e solo se esistono dei polinomi H; tali che
H\P+HyPy+---+ H,P, =1.

8.6. ALGORITMO DI EUCLIDE. Anche per i polinomi possiamo dare un procedimento di calcolo
del MCD analogamente a quanto fatto per gli interi, basandoci su un procedimento di divisioni iterate.
Si riscriva per bene l'algoritmo, verificando che tutto funzioni.

8.7. TEOREMA (IRRIDUCIBILI, FATTORIZZAZIONE). Un polinomio di grado positivo (non
nullo) si dice irriducibile se non si puo scrivere come prodotto di due polinomi di gradi strettamente
positivi. Ogni polinomio di grado positivo si scrive in modo essenzialmente unico come prodotto di
irriducibili (essenzialmente significa a meno dell’ordine dei fattori e di moltiplicazione dei fattori per
invertibili).

DIMOSTRAZIONE. Si puo fare usando la seconda forma dell’induzione; infatti la proprieta e ovvia
per i polinomi di grado 1, che sono tutti irridicibili. Se ora F' & un polinomio di grado maggiore di 1 e
non irriducibile, esso si esprime come prodotto GH di due polinomi di gradi positivi, ciascuno minore
a quello di F'; dunque per ipotesi induttiva essi ammettono una fattorizzazione come nell’enunciato,
e di conseguenza anche F (facendo il prodotto delle fattorizzazioni).

Per dimostrare I'unicita della fattorizzazione basta applicare a due distinte fattorizzazioni di uno
stesso polinomio il seguente risultato: se P é un polinomio irriducibile, e P divide un prodotto FG,
allora P divide almeno uno dei due fattori; quindi per induzione: se P divide un prodotto di polinomi,
allora P divide almeno uno dei fattori.

Supponiamo infatti che P non divida F, e proviamo che divide G; siccome F' e P sono comprimi
abbiamo 1 = FH + PK per opportuni polinomi H, K. Moltiplicando per G otteniamo G = FGH +
PGK, e poiché FG = PL (per ipotesi P divide FG) risulta G = PLH + PGK = P(LH + GK), e
dunque P divide G, come si voleva. (]

& 8.8. CORPO DELLE FUNZIONI RAZIONALI. Per ogni corpo C, indichiamo con C'(X) e chiamiamo
corpo delle funzioni razionali (in X a coefficienti in C) il corpo delle frazioni dell’anello integro C[X].

Gli elementi di C(X) sono allora quozienti Sgg con Q(X) # 0, soggetti alle usuali operazioni di

somma e prodotto.

MM 8.9. ANALOGIA POLINOMI (SU UN CORPO)-INTERLI: DOMINI EUCLIDEI, PRINCIPALI, FAT-
TORIALI. Il lettore avra notato una certa aria di ripetizione studiando interi e polinomi. Questo e
dovuto (oltre al copia-incolla-modifica fatto in TEX dall’estensore di queste note) ad una analogia
assai profonda tra i due casi, che cerchiamo di illustrare qui di seguito.

8.9.1. DEFINIZIONE (DOMINI EUCLIDEI).  Un dominio integro A si dice euclideo se esiste una
funzione § : A\ {0} — N detta grado dotata delle seguenti proprieta:
(E1) 6(a) < 6(ab) per ogni a,b € A;
(E2) per ogni a,b € A esistono q e r tali che a = bq+ 1 e §(r) < §(b) se r # 0 (algoritmo di divisione
euclidea: q si dice quoziente e r resto).

8.9.2. Osserviamo subito che per ogni a € A abbiamo §(1) < d(a) (segue da (E1)); dunque
0(1) € N & il minimo valore assunto da d, e (eventualmente sottraendolo alla funzione stessa) possiamo
supporre che sia §(1) = 0.

8.9.3. E quasi immediato osservare che un elemento a € A & invertibile se e solo se §(a) = §(1).
Infatti se a & invertibile abbiamo 6(a) < §(aa™t) = 6(1) (altra disuguaglianza vale per ogni a, come
s’¢ gia detto); viceversa, nella divisione 1 = ag+ 7 non puo essere (r) < d(a) se d(a) = 6(1), e dunque
r =0, e allora a ¢ invertibile con inverso q.

8.9.4. Possiamo fare una osservazione piu sottile: un elemento a € A ¢ invertibile se e solo
se esiste b € A tale che 6(b) = d(ab) (e allora cid vale per ogni b € A, non nullo). Infatti se a &
invertibile abbiamo §(b) < d(ab) < 6(a~tab) = §(b); viceversa, nella divisione b = (ab)q + 7 non puo
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essere 0(r) < d(ab) = §(b) poiché avremmo anche §(b) < d(b(1 — ag) = d(r), e dunque r = 0, e allora
da b = abq deduciamo che a ¢ invertibile con inverso q.

8.9.5. L’osservazione precedente si pud anche scrivere nella forma: un elemento a € A non ¢
invertibile se e solo se per ogni b € A si ha §(b) < d(ab).

8.9.6. DEFINIZIONE (DOMINI PRINCIPALI). Un dominio integro A si dice principale se ogni
suo ideale é principale, cioe generato da un elemento.

8.9.7. TEOREMA. I domini euclidei sono principali.

DIMOSTRAZIONE. Sia I un ideale non banale, e sia a un suo elemento tale che d(a) sia minimo tra
i valori della funzione grado sugli elementi di I (essendo N ben ordinato, §(I) ha minimo). Mostriamo
che I ¢ l'ideale generato da a. Siccome a € I, basta mostrare che ogni elemento b € I & multiplo di a.
Consideriamo la divisione con resto b = ga + r; poiché a,b € I (e dunque ga € I) abbiamo r € I, e
poiché §(r) < d(a) dev’essere r = 0. Dunque b = ga ¢ multiplo di a. O

8.9.8. I domini principali hanno la proprieta che ogni catena crescente di ideali propri diventa
stazionaria, cioe ad un certo punto diventa costante: basta infatti considerare un generatore dell’ideale
dato dalla unione degli ideali della catena; poiché esso appartiene all’unione, deve appartenere ad uno
degli ideali, e a quel punto la catena diventa stazionaria.

8.9.9. DEFINIZIONE (DOMINI FATTORIALI).  Un dominio integro A si dice fattoriale se ogni suo
elemento non nullo si puo scrivere in modo essenzialmente unico come prodotto di elementi irriducibili;
N . . . m . e T n N )
cioé se ogni elemento a si scrive come prodotto [ [,”, p; di elementi irriducibili, e se Hj:1 g; € un’altra
tale scrittura, allora n = m e a meno di riordinare gli indici abbiamo che p; = wu;q; con u; € A
invertibili (cioé p; e ¢; sono associati).

8.9.10. TEOREMA. I domini principali sono fattoriali.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che dati due elementi a e b di un dominio A, risulta che a divide
b se e solo se l'ideale generato da a contiene l'ideale generato da b. Inoltre l'ideale generato da un
elemento ¢ massimale se e solo se I’elemento stesso e irriducibile.

Consideriamo allora un elemento a e 'ideale da esso generato; esiste un ideale massimale che lo
contiene, e dunque un elemento irriducibile p; tale che a = pja;; ripetiamo il procedimento per a;
ottenendo a; = paas con ps irriducibile, e cosi via. Gli elementi a,a;,as, ... generano degli ideali che
sono via via piu grandi. Poiché abbiamo visto che per i domini principali le catene di ideali propri
sono stazionarie, ad un certo punto troviamo un ideale massimale, e quindi una decomposizione di a
in un prodotto di irriducibili. O

8.9.11. Nessuna delle implicazioni opposte & vera: esistono domini fattoriali ma non principali
(ad esempio i domini di polinomi in pili variabili su un dominio fattoriale), ed esistono domini principali
ma non euclidei (un esempio & l’anello Z[@], ma non ¢ facile discuterlo, vedi 777).

8.9.12. I numeri interi (con la funzione del valore assoluto), i polinomi in una variabile a
coefficienti in un corpo (con la funzione del grado), gli interi di Gauss (con la funzione data dalla
norma come numeri complessi) sono domini euclidei, e dunque principali e fattoriali.

MM 8.10. Vi sono importanti risultati che riguardano i polinomi a coefficienti in un dominio
fattoriale.

8.10.1. Consideriamo il corpo dei quozienti C' di A e vogliamo confrontare la fattorizzazione di
polinomi in A[X] e in C[X]. Ricordiamo che un polinomio in A[X] si dice primitivo se l'insieme dei
suoi coefficienti ha 1 come massimo comun divisore.

8.10.2. LEMMA (DI GAUSS).  Sia A un dominio fattoriale.

(a) il prodotto di due polinomi primitivi & primitivo;

(b) siano P(X) e F(X) polinomi in A[X], e supponiamo F(X) primitivo; se P(X) = F(X)G(X) in
C[X] allora anche G(X) € A[X];

(¢) se P(X) é polinomio irriducibile in A[X] allora & irriducibile anche in C[X|; equivalentemente se
un polinomio in A[X] si fattorizza come prodotto di polinomi di grado positivo in C[X], allora si
fattorizza anche in A[X].

DIMOSTRAZIONE. Vedi I. Barsotti, “Appunti di Algebra”, lez. 60. (]
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8.10.3. POLINOMI A COEFFICIENTI INTERI. In particolare per polinomi in Z[X], abbiamo che
se a € Z ¢ uno zero del polinomio (cio¢ X — a divide il polinomio) allora @ divide il temine noto del
polinomio. Se ¢ € Q & uno zero del polinomio (cio¢ X — ¢ divide il polinomio) allora espresso ¢ = a/b
con a,b € Z coprimi, abbiamo che bX — a divide il polinomio stesso, e inoltre a divide il temine noto
del polinomio e b divide il termine dominante

8.10.4. CRITERIO DI EISENSTEIN. Sia F(X) =", a; X" un polinomio a coefficienti interi; se
un numero primo p divide tutti i coefficienti tranne a,,, ma p? non divide ag allora F(X) & irriducibile.

N

8.10.5. Fattorizzazione di X? + 1 con p primo. E ben noto che
XP—1=(X-1)(XP 14 XP2 4. b X+1) e  XPHl=(X+1D)(XP 1 -XP24...—X+1)

e tramite il criterio di Eisenstein possiamo concludere che i fattori nelle parentesi a destra sono
irriducibili: per il primo conviene osservare che un polinomio P(X) ¢ irriducibile se e solo se per
qualche (e allora per ogni) elemento a dell’anello si ha che P(X — a) & irriducibile (nel caso specifico
conviene sostituire X con X + 1). Il secondo caso si puod trattare similmente, oppure osservando che
un polinomio P(X) ¢ irriducibile se e solo se il polinomio P(—X) lo &.

8.10.6. TEOREMA. Se A ¢é un dominio fattoriale, anche A[X] é dominio fattoriale.

DiMOSTRAZIONE. Vedi I. Barsotti, “Appunti di Algebra”, lez. 61. U

8.10.7. Per induzione sul numero di variabili, potremmo allora dimostrare che ogni anello di
polinomi con un numero finito di variabili su un anello fattoriale € esso stesso un anello fattoriale.
Con un facile argomento di riduzione al caso finito potremmo allora vedere che qualunque anello di
polinomi con un insieme arbitrario di variabili su un dominio fattoriale ¢ fattoriale (uso il condizionale
perché non abbiamo veramente definito questi anelli, se non nel caso di una variabile, ma il lettore
puo pensarci da solo).

8.11. RICERCA DELLE RADICI DEI POLINOMI. E un ben noto problema quello di “cercare le
radici di un polinomio”. Si tratta per un polinomio F(X) € A[X] di trovare i valori a € A tali che
F(a) = 0, ovvero tali che X — a divide F(X). Nel caso di polinomi a coefficienti reali o complessi
questo problema é stato risolto per i polinomi di grado minore o uguale a quattro da alcuni matematici
italiani (Del Ferro, Tartaglia, Cardano, Ferrari) del sedicesimo secolo, mostrando esistenza di formule
o procedimenti che tramite operazioni algebriche ed estrazioni di radici producono i valori cercati.
Nel diciannovesimo secolo, il matematico francese Galois mostro che non possono esistere formule
risolutive per radicali per le equazioni generali di grado superiore al quarto; questo fondamentale
risultato e i metodi per dimostrarlo sono oggetto di un corso avanzato (Teoria di Galois). Questi
risultati erano gia in parte noti a Ruffini e Abel.

Ricorderemo qui le soluzioni classiche, e penseremo a polinomi a coefficienti nei corpi reale o
complesso; si puo generalizzare quello che diremo a corpi la cui caratteristica sia maggiore del grado
del polinomio di cui si cercano le radici.

8.11.1. POLINOMI DI PRIMO GRADO. Un generico polinomio di primo grado ¢ aX +b con a # 0.
In tal caso I'unica radice del polinomio & z = —g.

8.11.2. POLINOMI DI SECONDO GRADO. Un generico polinomio di secondo grado &€ a X2 +bX +c¢
con a # 0. Un ben noto procedimento di “completamento del quadrato” porta alle formule risolutive
gia studiate; I'idea e di riscrivere il polinomio in una forma tale che la parte contente l'incognita X
sia un quadrato perfetto:

4a(aX? +bX +c) = 4> X? + 4abX + 4ac = 4a*X? + 4abX +b* — b* + dac = (2aX + b)* — b* + 4dac
da cui si deduce che le radici del polinomio si ottengono quando 2aX + b = +v/b? — 4ac, e sono

come ben noto. La quantitd A = b2 —4ac si dice discriminante del polinomio di secondo grado; nel caso
in cui questi abbia coefficienti reali, il discriminante permette di capire la configurazione delle radici:
vi sono due radici reali, una sola radice (necessariamente reale, detta “radice doppia”) o due radici
complesse (necessariamente una coniugata dell’altra) a seconda che il suo discriminante sia positivo,
nullo o negativo.
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Un metodo alternativo di procedere consiste nella “sostituzione di variabile” X =Y — % che
permette di eliminare il termine di primo grado:

b\2 b b2 c
aY——) b(Y——) c:a<Y2—— 7)
( 2a + 2a + 4a? + a
che evidenzia le radici y1,2 = £4/ % - <= iivbzzf‘w e da cui si arriva subito alle formule usuali.
Ricordiamo infine le ben note relazioni tra radici x1, xo e coefficienti a, b, ¢, che si ricavano subito

dalla fattorizzazione aX? + bX + ¢ = a(X — z1)(X — x2):

C
r1+ 9 = —— € 1Ly = — .
a a

8.11.3. POLINOMI DI TERZO GRADO. Un generico polinomio di terzo grado ¢ a X3 +bX2+cX +d
con a # 0. Usando la “sostituzione di variabile” X =Y — % che permette di eliminare il termine di
secondo grado abbiamo:

a(Y— 3—ba)d +b(Y— 3—1)&)2 +c(Y— 3%) +d= a(y3+ 3‘1;;252},_1_ 27a2d—2$7)s§c+2b3)

e siamo ridotti a cercare le radici di un polinomio del tipo Y3 +pY +¢. Il modo piit veloce di procedere

ora consiste nella misteriosa sostituzione di Vieta Y = W — % che da
(W= 2) p(W— ) eg=wi— Ly
3w 3w 27TW3

che ponendo T' = W? e moltiplicando per T ci riporta ad un polinomio di secondo grado T2 +¢T — ’2’;
Dalle formule risolutive otteniamo che

_ 2 p? -
LRV g e
1.2 2 2 4 o7

Estraendo le radici cubiche di t; e t3, potremo trovare sei valori per Y, ma ciascuno ripetuto due
volte; dunque possiamo trovare i tre valori cercati per X.
Per arrivare alle classiche formule di Cardano, osserviamo che se w ¢ una radice cubica di ¢y,

allora w’ = —3% & radice cubica di t5; infatti

2 3
T 1 _ PTiNT
T om 3 T T or o= T T 97 a2 a2 . p3, 2
21w gy ey 2T E-(T+5)

Allora possiamo scrivere le radici come

!
Y1,2,3 = W1,2,3 + Wy 93

dove w; sono le radici cubiche di t1, e w; & la corrispondente radice cubica di ¢y tale che w;w} = —
(perché?).

WS

Il termine A = %—kg—; = (4)2+(%)? ¢ detto discriminante della equazione di terzo grado (qualcuno
chiama discriminante il termine D = —108A = —4p>—27¢?); nel caso che I'equazione abbia coefficienti
reali esso permette di distinguere diverse configurazioni delle radici. Se A & negativo, allora vi sono
tre radici reali distinte; se A & positivo allora vi & una radice reale e due radici complesse coniugate;
se A & zero vi sono radici multiple (un’unica radice se p = ¢ = 0 oppure due altrimenti). Non vi sono
errori di stampa nelle righe precedenti: il caso di tre radici reali di trova con A < 0, e conviene fare
qualche disegno con le radici cubiche complesse per capire le asserzioni fatte; in effetti per calcolare
le radici reali bisogna fare calcoli con i numeri complessi.

Terminiamo con le relazioni tra radici x1, xo, x3 e coefficienti a, b, ¢, d, che si ricavano subito dalla
fattorizzazione aX® + bX2% + cX +d = a(X — 21)(X — 22)(X — 23):

c d
1+ X2 +x3 = fg s 1% + T1T3 + Tox3 = a e T1XT2X3 = fg .
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Puo essere di qualche interesse ricordare come Tartaglia comunico a Cardano il procedimento per
trovare una radice reale di una equazione di terzo grado: non avendo una simbologia algebrica mo-
derna, utilizza dei versi (con intento mnemonico) e una terminologia “geometrica’”:

Quando che ’l cubo con le cose appresso Se (vuoi risolvere) x3 + px =
Se agguaglia a qualche numero discreto: =q

Trovami dui altri, differenti in esso; trova u,v tali che u —v =g¢q
Dapoi terrai, questo per consueto, e

Che ’l loro produtto, sempre sia equale uY =

Al terzo cubo delle cose netto; = (p/3)3.

El residuo poi suo generale, Allora

Delli lor lati cubi, ben sottratti Su— v =

Varra la tua cosa principale. =x

(a fianco abbiamo “tradotto” in termini pitt moderni; quali soluzioni trova veramente Tartaglia?). I
versi di Tartaglia continuavano poi per trattare altri casi (all’epoca pare che i coefficienti potessero
essere solo positivi, per evitare eresie):

In el secondo, de cotesti atti;

Quando che ’l cubo, restasse lui solo,
Tu osserverai quest’altri contratti,

Del numer farai due tal part’ a volo,
Che I’ una, in 1’ altra, si produca schietto,
El terzo cubo delle cose in stolo;

Delle quali pot, per commun precetto,
Terrai li lati cubi, insieme gionti,

El cotal somma, sara il tuo concetto;
El terzo, poi de questi nostri conti,

Se solve col secondo, se ben guardi

Che per natura son quasi congionti,
Questi trovai, et non con passi tardi
Nel mille cinquecent’ e quattro e trenta;
Con fondamenti ben saldi, e gagliardi;
Nella Citta del mar ’intorno centa.

(lasciamo al lettore il compito di tradurre, nel caso fosse interessato).

8.11.4. POLINOMI DI QUARTO GRADO. Un generico polinomio di quarto grado ¢ aX* 4 bX?3 +
cX?+dX + e con a # 0. Usando la solita “sostituzione di variabile” X =Y — ﬁ che permette di
eliminare il termine di terzo grado abbiamo:

Y by blY by’ Y by aly b =
a( 4a) * ( 4a) +C( 4a> * ( 4a>+e_
4 dac— 3b? 16ad — 8abc + 2b° 256a%e — 64a?bd + 16ab*c — 3b*
- a(Y + Y+ + )
4a? 16a® 256a*
e siamo ridotti a cercare le radici di un polinomio del tipo Y* + pY2 + qY + 7. Il metodo di Ferrari
consiste ora nell’introdurre un termine U in modo tale che il polinomio si scriva come differenza di due
quadrati, e di conseguenza si fattorizzi in polinomi di grado minore di cui si sanno trovare le radici;
abbiamo, completando il quadrato contenente Y4 e pY? che

U 2 U2 U 2
Y4+pY2+qY+r=(Y2+g—§> _(UYQ_QY+T+%+%_T)

e lespressione nella seconda parentesi ¢ un quadrato perfetto se il discriminante (come polinomio di
secondo grado in Y) si annulla; quindi basta che u sia una radice del polinomio

U2 pU p2
2 U oYU Pt N 3 2 (2 2
q 4U( 1 + 1 + 1 r) U® —pU (p* —4r)U +¢q

che e di terzo grado in U e che percio sappiamo trattare con il metodo di Cardano. Se ora w € una
radice, il polinomio nelle Y si scrive

2 2 U q p u q
v4 Y2 Y :(YQ B,g) _ (Y,i> :(Y2 Y Bfffi)(yzf Y+< - — 7)
prTaat Toma) U T ST T, T,
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se v € una radice quadrata di u. Siamo quindi ridotti a due polinomi di secondo grado nella Y, e le
quattro radici che otteniamo sono le radici volute del polinomio di quarto grado.
Terminiamo con le relazioni tra radici x1, x2, x3, x4 e coefficienti a, b, ¢, d, e, che si ricavano subito

dalla fattorizzazione aX?* + bX? + cX? +dX +e=a(X — 21)(X — 22)(X — 23)(X — 14):
X1+ To+ a3+ 24 = —a

c
T1T2 + T1T3 + T1X4 + TaX3 + ToXy + T3Tg4 = —
a

d
T1T2x3 + T1X2T4 + 1T304 + TaX3T4 = ——
a

€
T1X2X3TLy4 — — .
a

9. Esercizi.

9.1. Esercizi su Insiemi, Funzioni e Relazioni.

9.1.1. Quanti insiemi distinti si possono formare usando le operazioni di unione, intersezione e
complementare a partire da 2 fissati insiemi A e B? Scriverli tutti. E a partire da 3 insiemi? E da 47

9.1.2. Sviluppare le espressioni (AU B) N (CUD) e (AN B)U (C N D). Cosa succede se in
particolare B = D?

9.1.3. Mostrare che I'insieme [(A x B) (si intenda: coppie non appartenenti ad A x B) & unione
disgiunta dei tre insiemi (CA) x B, (CA) x (CB) e A x (CB).

9.1.4. Mostrare che I'insieme (A x A)~\ (B x C) & unione dei due insiemi (AN B) x A, Ax (ANC),
ed & unione disgiunta dei tre insiemi (AN B) x (ANC), (ANB)x (A~NC)e (ANB) x (ANC).
Trovare una descrizione simile per l'insieme (A x B) \ (C x D).

9.1.5. Scrivere esplicitamente gli elementi dei seguenti insiemi: (&), P(L()), P (P (P(2))),
P (P (2 (2(2))))-

9.1.6. Mostrare che A C B se e solo se #(A) C Z(B).

9.1.7. Determinare le relazioni tra gli insiemi seguenti:
(a) P(AUB) e Z(A)U X(B); (b) Z(ANDB) e Z(A)N X (B); (c) 2(CA) e Co2(A).
9.1.8. Esplorare le relazioni tra le operazioni di differenza insiemistica e di potenza: esprimere
P(ANB)e (A A B).
9.1.9. Per un fissato insieme X si considerino le funzioni Z(X) — Z(X) seguenti:
(a) up : A— AU B per un fissato B C X
(b) ic: A— ANC per un fissato C' C X;
(¢) le composizioni up o i¢ € ic o up;
(d) A X N\ A
per ognuna si dicano le proprieta di iniettivita, suriettivita ecc., se ne indichino eventualmente le
inverse, si studi il loro rapporto con la relazione di inclusione e con le operazioni insiemistiche.

9.1.10. Determinare le relazioni tra i seguenti insiemi (di funzioni):

(a) (AUB)® e A° U BY; (b) ABUC) ¢ AB x AC,
() (AN B)® e AN BY; (d) ABBNC) ¢ AB U AC;
(e) (Ax B)Y e A° x B, (f) ABXC) (AC)B ¢ (AB)C,

9.1.11. Si determini se le funzioni N— N definite da fi(n) = n + 3 e fa(n) = n? + 1 sono
iniettive o suriettive ed eventualmente se ne trovino delle inverse destre o sinistre. Stesso problema
considerandole come funzioni Z — Z.

9.1.12. Per le seguenti funzioni f; : N— N, si calcolino le due composizioni possibili e si verifichi
se esse commutano tra loro oppure no; si studino inoltre le loro proprieta (iniettivita, suriettivita,

ecc.): fi(n) =n+1, fa(n) =2n, f3(n) =n+3, fi(n) =n? fs(n) =n?+n.
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Stesso problema, ma considerando le funzioni f; : Z — Z. Che cosa cambia?
9.1.13. Per le funzioni dell’esercizio precedente, descrivere le funzioni immagine inversa e diretta.

9.1.14. Determinare proprieta e composizioni della funzione f : N— N che manda n in n/2 se n
e pari, e in 0 altrimenti, e della funzione g : N— N che manda n in 2n.

9.1.15. Dare un esempio di funzione f : A— B tale che esistano due insiemi X, X’ C A con
XNX' =g ma f(X)N f(X') #2.

9.1.16. Per una funzione f : A — B, dimostrare che f ¢ iniettiva (risp. suriettiva, biiettiva) se e
solo se f. lo &. Dimostrare inoltre che se f ¢ iniettiva (risp. suriettiva, biiettiva) allora f* & suriettiva
(risp. iniettiva, biiettiva). Valgono i viceversa?

9.1.17. In generale, per una funzione f : A— B e per ogni X C A si ¢ visto che f*f,(X) D X;
mostrare che f & iniettiva se e solo se vale l'uguaglianza per ogni X C A (basta per qualche X7).

Analogamente per ogni Y C B si ¢ visto che f.f*(Y) C Y; mostrare che f ¢ suriettiva se e solo
se vale 'uguaglianza per ogni Y C B (basta per qualche Y?).

9.1.18. Dare esempi per illustrare che in generale per una funzione f : A— B e per X C A non
vi sono rapporti tra f(A N X) e B~ f(X).

9.1.19. Sia f : A— B una funzione; come si comportano le immagini dirette ed inverse in
relazione alle operazioni di differenza insiemistica? Descrivere f(X ~\ X") e f(X A X') per X, X' C A,
e f*Y\Y)e f* Y oY )per VY’ CB.

In particolare mostrare che f & iniettiva se e solo se f(ANX) = f(A) \ f(X) per ogni X, o anche
seesolosee f(AA X)=DB A f(X) per ogni X.

9.1.20. Per una funzione qualsiasi f : A — B, caratterizzare gli insiemi X C A tali che f* f.(X) =
X e gliinsiemi Y C B tali che f,f*(Y) =Y. E vero che f* e f, sono una inversa dell’altra se ristrette
a questi sottinsiemi di Z(A) e #(B)?

9.1.21. Si considerino le tre applicazioni seguenti: p; : A x A— A che manda (aj,as2) in a;
(prima proiezione), ps : A X A— A che manda (aj,as) in ay (seconda proiezione), d : A— A x A
che manda a in (a,a) (diagonale). Si verifichino le eventuali proprieta di iniettivita e suriettivita; si
calcolino tutte le possibili combinazioni e si dica quali proprieta & possibile dedurre da esse.

9.1.22. Proprieta delle applicazioni ps : A X B— A e pp : A x B— B che mandano (a,b) in a
e b rispettivamente: per ogni insieme C' e per ogni coppia di funzioni a : C— A e § : C'— B esiste
una unica funzione f : C'— A x B tale che ps o f = a e pg o f = 8. Questo stabilisce una biiezione
canonica tra A x BY e (A x B)“.

9.1.23. Dati due insiemi A e B, definiamo unione disgiunta e indichiamo con A LI B 'insieme
(A x {1}) U (B x {2}). Si verifichi che ¢’¢ una biiezione canonica tra AU B e B L A.

Le due funzioni iy : A— AU B eip: B— AU B che mandano a in (a,1) e b in (b, 2) rispettiva-
mente, godono della seguente proprieta: per ogni insieme C' e per ogni coppia di funzionia: A—C e
0B : B — C esiste una unica funzione f: AU B — C tale che foig =ae foig = (. Questo stabilisce
una biiezione canonica tra C4 x CB e CAYB,

Si mostri che esiste una funzione canonica AU B — AU B, che & sempre suriettiva ed ¢ iniettiva
se e solose AN B = 0.

9.1.24. Sia R C A x B una relazione tra A e B; mostrare che essa € grafico di una funzione di A
in B se e solo se la funzione py : R— A che manda (a,b) in a & biiettiva. Quando R & grafico di una
funzione di B in A?

9.1.25. Studiare la stabilita delle proprieta di una relazione (essere grafico, essere simmetrica,
riflessiva, transitiva, antisimmetrica, ecc.) passando alla relazione trasposta.

9.1.26. Nel piano della geometria euclidea elementare, si consideri sull’insieme delle rette la
relazione di parallelismo. Mostrare che si tratta di una relazione di equivalenza (se ogni retta viene
considerata parallela a se stessal) e se ne descrivano le classi di equivalenza.

9.1.27. Nel piano della geometria euclidea elementare, si consideri sull’insieme delle rette la
relazione di incidenza (due rette sono in relazione se e solo se si intersecano). Di che proprieta gode
questa relazione? Sistudi la relazione di equivalenza generata e se ne descrivano le classi di equivalenza.
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9.1.28. Nello spazio della geometria euclidea elementare, si consideri sull’insieme delle rette (risp.
dei piani) la relazione di parallelismo (essere parallele per due rette significa stare su uno stesso piano
e i essere parallele). Mostrare che si tratta di una relazione di equivalenza (se ogni retta, risp. piano,
viene considerata parallela a se stessa) e se ne descrivano le classi di equivalenza.

9.1.29. Nello spazio della geometria euclidea elementare, si consideri sull’insieme delle rette (risp.
dei piani) la relazione di incidenza (due rette, risp. piani, sono in relazione se e solo se si intersecano).
Di che proprieta gode questa relazione? Si studi la relazione di equivalenza generata e se ne descrivano
le classi di equivalenza.

9.1.30. Nell'insieme Z definiamo che a ~ b se e solo se a — b & un numero pari (divisibile per 2).
Si tratta di una relazione di equivalenza? Eventualmente quali sono le classi di equivalenza?

9.1.31. Nell’insieme Z definiamo che a ~ b se e solo se a — b & un numero dispari (non divisibile
per 2). Si tratta di una relazione di equivalenza? Eventualmente qual’e la relazione di equivalenza
generata, e quali sono le sue classi di equivalenza?

9.1.32. Nell'insieme N dei numeri naturali definiamo la relazione n|m (letto “n divide m”) se m
¢ un multiplo di n, ovvero se m = pn per qualche p € N. Si tratta di una relazione d’ordine? E totale?
Vi sono elementi primo e ultimo? Come sono fatti i sottinsiemi totalmente ordinati per la divisibilita?

9.1.33. Nell’insieme Z dei numeri interi definiamo la relazione n|m (letto “n divide m”) se m
€ un multiplo di n, ovvero se m = pn per qualche p € Z. Mostrare che si tratta di una relazione
riflessiva e transitiva. Si tratta di una relazione d’ordine? Considerare ’equivalenza n ~ m se e solo
se n|m e m|n; descrivere 'insieme Z/ ~ e Pordine indotto dalla divisibilita.

9.1.34. Dire quali delle seguenti funzioni f; : N— N sono ordinate, sia per 'ordine <, sia per il
preordine di divisibilitd |: fi(n) =n + 1, fa(n) = 2n, f3(n) =n+ 3, fa(n) =n?, fs(n) =n?+n.

9.2. Esercizi su Cardinali, Naturali, Combinatorica.

9.2.1. Dati tre cardinali «, § e =y, mostrare che
(a) (aB)Y =a?p;
() 0¥ = (o)) = (a)""
(c) se a < Ballora a+7 < B+, ay < By, a7 < B, 7° < 7.

9.2.2. Per ogni due insiemi finiti A e B, mostrare che |[AN B|+|ANB| = |A|,echese BC A
allora |A \ B| = |A| — |B|. E per insiemi infiniti?

9.2.3. Siano A e B due insiemi. E vero o falso che |A| + |B| = |A| implica |B| = 07 E vero o
falso che |A| - |B| = |A| implica |B| = 1?7 Dare esempi e controesempi.

9.2.4. Mostrare le seguenti relazioni:

(a) |Z] = |NJ;

(b) |Q| = IN;

(¢) |R] = 1[0,1]| = [(0,1)] (con le notazioni usuali: [0,1] e (0,1) sono gli intervalli dei numeri reali
compresi tra 0 e 1, inclusi gli estremi o esclusi gli estremi);

(@) R > N;

9.2.5. Si confrontino le cardinalita dei seguenti insiemi:

) NN/ insieme delle funzioni di N in s&;

) linsieme delle funzioni di N in N~ {0};

b) insieme delle funzioni (strettamente) crescenti di N in se

) insieme delle funzioni decrescenti di N in seé

) insieme delle funzioni di N in sé che siano “quasi sempre nulle”, cio¢ che hanno valori diversi da

zero solo per un numero finito di elementi;

(e) insieme delle funzioni di N in s& che siano addittive (ciog le funzioni f tali che f(n 4+ n') =
f(n)+ f(n') per ogni n,n’ € N);

(f) insieme delle funzioni di N in s¢ che siano moltiplicative (cio¢ le funzioni f tali che f(nn') =
f(n)f(n') per ogni n,n’ € N).
9.2.6. Verificare la formula di inclusione-esclusione per 3, 4, n insiemi (induzione).

9.2.7. Dimostrare le formule seguenti riguardo ai coefficienti binomiali:
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o) =2 ()

Se possibile, se ne dia una interpretazione combinatorica.
9.2.8. Studiare la funzione ricorsivamente definita da s(1) =1 e s(n+ 1) = s(n) + (—1)"n.

9.2.9. Studiare la funzione ricorsivamente definita da f(n,k) = f(n — Lk)f(n — 1,k —1) e
f(n,0) =s, f(n,n) = s per ogni n € N.

9.2.10. Studiare gli sviluppi del trinomio (x+y-+2z)™ per ogni n € N, analogamente a quanto fatto
per il binomio; in particolare definire dei coefficienti trinomiali e discutere le loro relazioni ricorsive.

9.2.11. Calcolare la somma dei primi n numeri naturali dispari e la somma dei primi n numeri
naturali pari per ogni n. Dare una dimostrazione per induzione del proprio risultato.

9.2.12. Determinare, e dimostrare per induzione la correttezza del proprio risultato, le somme
) Yoi,(—1)% per ogni n naturale.
) i (—1)%? per ogni n naturale.
) >-i, 2% per ogni n naturale.
) Yoi (—=1)2 per ogni n naturale.
9.2.13. Mostrare che Y. ;i4! = (n+1)! — 1 per ogni n € N.

n

9.2.14. Mostrare che Y ;_ (1 +a*) =n+ al per ogni n € N~ {0} e per ogni a € R~ {1}.

9.2.15. DISUGUAGLIANZE DI BERNOULLI.

(a) Dimostrare che per ogni n € N e ogni # € R con x > —1 si ha (1 4+ )" > 1+ nx (e vale
l'uguaglianza se e solo se x = 0 oppure n € {0, 1};

(b) Dimostrare che per ogni n € N e ogni z € R con = >z > —1si ha —— > (1 +z)".

l—nx =

9.2.16. Dimostrare che per ogni n € N abbiamo
I+a)-14a,)=214a1 4+ +ay

se a; € R hanno tutti lo stesso segno e sono tutti maggiori di —1.

9.2.17. CONFRONTO DELLE MEDIE ARITMETICA E GEOMETRICA. Per ogni n € N positivo
e ogni famiglia aq,...a, di reali positivi, la media aritmetica ¢ m = %Z?zl a;, mentre la media
geometrica & g = ([[}, a;)*/™. Mostrare che m > g (e vale I'uguaglianza se e solo se tutti gli a; sono

uguali). Conviene dimostrare che
n 1 n n
o< (1 300)
=1 i=1

procedendo per induzione, e ragionando nel passo induttivo nel modo seguente: se uno degli a;, diciamo
I’ultimo, coincide con la media aritmetica, allora ci si riconduce subito all’ipotesi induttiva; altrimenti
vi saranno un a;, diciamo 'ultimo, che ¢ superiore alla media aritmetica (sia a,+1 = M + ¢ con ¢
positivo), e un altro a;, diciamo il penultimo, che ¢ inferiore alla media aritmetica (sia a,, = M —d
con d positivo): si sostituisca a, 1 con M, e a, con M + ¢ —d...

9.2.18. Per un poligono piano, si dicono diagonali i segmenti che uniscono due vertici non
adiacenti; quante diagonali ha un poligono con n vertici?

9.2.19. Dati n punti nel piano, a tre a tre non allineati, quanti triangoli distinti ¢ possibile
formare? E se fossero punti nello spazio?

9.2.20. Quante parole con meno di 5 caratteri si possono formare con alfabeti di due lettere, di
tre lettere, di quattro lettere, di cinque lettere, e in generale di n lettere?
Quante di queste parole non hanno lettere consecutive uguali?

9.2.21. In quanti modi si possono distribuire 18 palline uguali in 5 cassetti diversi? E facendo
in modo che nessun cassetto rimanga vuoto? E facendo in modo che due siano vuoti? E facendo in
modo che due fissati siano vuoti?
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9.2.22. In quanti modi si possono distribuire 5 palline uguali in 18 cassetti diversi? E facendo
in modo che ogni cassetto abbia al piti una pallina?

9.2.23. Nove persone cenano seduti ad un tavolo circolare; in quanti modi diversi si possono
disporre? E se fossero su una panchina? Se ci fossero 3 coppie di gemelli identici, quante disposizioni
potrebbe distinguere un osservatore?

9.2.24. Quanti sono i numeri di n cifre (nella notazione decimale) divisibili per cinque?

9.2.25. Quanti sono i numeri di n cifre (nella notazione decimale), ognuna non nulla, tale che
ogni cifra sia non minore della seguente?

9.2.26. Quanti sono i numeri di 9 cifre (nella notazione decimale) contenenti tre volte la cifra 1,
due volte ciascuna le cifre 3, 5, 77

9.2.27. Quanti sono i numeri dispari di tre cifre distinte (nella notazione decimale)? E di quattro?
E di n?

9.2.28. Scrivere tutti gli elementi di G4 e tutti i possibili quozienti di questo gruppo.
9.2.29. Scrivere tutti gli elementi di G3 e tutti i possibili quozienti di questo gruppo.
9.2.30. Scrivere tutti gli elementi di G4 e tutti i possibili quozienti di questo gruppo.

9.2.31. Studiare decomposizione in cicli, in scambi e segno delle seguenti permutazioni:

@ (525875 %)

5 4 1
(b)<12345678)_
8 1 3 6 5 7 4 2)
(C)(123456789>_
2 3 456 78 9 1)
(d)<123456789>.
58 9 2 1 43 6 7

9.2.32. Mostrare che per ogni o € &,, esiste un intero m < n! tale che ¢ sia la permutazione
identica. I vero o falso che esiste un intero m < n! tale che ¢™ sia uno scambio? E vero o falso che
esiste un intero m < n! tale che ¢™ sia una permutazione appartenente ad 2,7

%9.2.33. LEMMA DEI MATRIMONI. Dati due insiemi M e F, e una funzione p : M — Z(F),
esiste una applicazione iniettiva f : M — F tale che f(m) € p(m) per ogni m € M se e solo se per
ogni H C M si ha [{J,,cyp(m)| > |H|.

9.3. Esercizi su Interi, Divisione, MCD.

9.3.1. Eseguire le divisioni con resto tra le seguenti coppie di interi:
(a) 1965 e 23; (b) 1985 e 29; (c) 2004 e 109.

9.3.2. Calcolare il MCD tra le seguenti coppie di interi, e i coefficienti della loro combinazione
che lo calcolano:

(a) 300 e 325;  (b) 198 € 288;  (c) 576 e 840. (d) 630 e 132;  (e) 285 e 126.

9.3.3. Se a = gb+r ¢ la divisione con resto di a per b con a, b positivi, scrivere quoziente e resto
delle divisioni di a per —b, di —a per b e di —a per —b.

9.3.4. Mostrare che MCD(ac, bc) = cMCD(a, b).

9.3.5. Mostrare che MCD(a, b+ za) = MCD(a, b) se z € Z. Usare questo risultato per giustificare
I’algoritmo di Euclide di calcolo del massimo comun divisore.

9.3.6. Mostrare che MCD(a, bc) divide, e in generale non coincide, con il prodotto MCD(a, b))MCD(a, c).
Mostrare che MCD(a, bc¢) = MCD(a, b))MCD(a, ¢) se MCD(b,¢) = 1 (cioe se b e ¢ sono coprimi).

9.3.7. Siano a = gb+r e a’ = ¢'b+ 1’ le divisioni con resto di a e a’ per b. Cosa possiamo dire
delle divisioni con resto di ad’, a + a’, a — a’ per b?

9.3.8. Siano a = gb+1r e b = ¢’c + r le divisioni con resto di a per b e di b per ¢. Cosa possiamo
dire della divisione con resto di a per c?
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9.3.9. Date le due divisioni con resto a = gb+ 7 di a per b e b= q’a+ 7' di b per a, che relazioni
vi sono tra q,q¢’,r, 7’7

9.3.10. Scrivere le tavole di somma e moltiplicazione di Z/nZ per n = 2,3,4,5,6,7,8,9. Trovare
i divisori di zero, i nilpotenti, gli unipotenti, gli invertibili.

E vero che in Z/nZ un elemento ¢ o invertibile o divisore di zero?

2 come funzione di Z

9.3.11. Studiare iniettivita e suriettivita della funzione che manda z in x
in sé e come funzione di Z/nZ in sé per n = 2,3,4,5,6.

9.3.12. Idem per la funzione che manda z in 3.
9.3.13. Dati a,b € N, si studi la funzione f(q) : Z x Z— Z definita da f(q)(2,y) = ax + by.

9.3.14. RAPPRESENTAZIONE POSIZIONALE IN BASE QUALSIASI. Sia b un qualunque numero
intero maggiore di 1. Dato un numero intero, esso si puo rappresentare come sequenza di cifre comprese
tra 0 e b—1 nel modo seguente: la sequenza a,a,_1 - - - a2aiag rappresenta il numero a,b”+a,_1b" 1+
-+ azb® +arb+ag (se b = 10, allora si tratta della rappresentazione posizionale in base 10). Dato un
numero naturale, come trovare la sua rappresentazione posizionale in base b? [Scrivere un algoritmo,
usando ripetutamente la divisione euclidea con resto, per trovare successivamente le cifre ag, a1, ...,
ap).

Di solito per indicare che una sequenza a,a,_1 - - - ajaqg di cifre rappresenta un numero in base b,
si scrive la base al pedice del numero: (a,a,—1---ajag)p

9.3.15. Come mai noi usiamo la base 10?7 Che base userebbero le scimmie? E i cartoni animati?

9.3.16. Scrivere nelle basi 2, 3, 4, 8, 16 i seguenti numeri scritti in base 10: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 256,
3,9, 27, 81, 243 (per le basi b > 10 si usano come cifre successive a 9 le lettere maiuscole dell’alfabeto
nell’ordine alfabetico; per esempio in base 16 le cifre sono 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,4,B,C, D, E | F).

9.3.17. Esprimere in base 10 i seguenti numeri naturali espressi nella base indicata a pedice:
1010104, 100g, 101g, 115g, 10016, 10116, 11414, A1A16, A2C1, F AC16.

9.3.18. Dare dei criteri per decidere se un numero intero scritto in base 10 & divisibile per 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 11, 13.

9.3.19. Ricordare la “regola del 9” per il controllo delle moltiplicazioni (e delle somme), e
giustificarla in termini di congruenza modulo 9.

9.3.20. Scrivere una regola stenoaritmetica per moltiplicare tra loro numeri interi scritti in base
decimale la cui ultima cifra & 5; in particolare, per fare il quadrato di un tale numero.

9.3.21. Sia p un fissato numero primo. Per ogni numero intero non nullo n, definiamo 'ordine in
p nel modo seguente: ordy,(n) = a se p® divide n, e p**! non divide n (dunque @ il massimo esponente
a tale che p® divide n). Abbiamo allora una funzione ord, : Z ~ {0} — N; mostrare che soddisfa alle
seguenti proprieta:
(a) ordpy(n) =0 se e solo se p non divide n;
(b) ordy(nm) = ord,(n) + ordy,(m) (moltiplicativita);
(¢c) ordy(n +m) > min(ord,(n),ord,(m)) (quando vale I'uguaglianza? quando la disuguaglianza
stretta?);
(d) se m divide n allora ord,(m) < ord,(n) (vale il viceversa?).
ord, ¢ funzione suriettiva? iniettiva?

9.3.22. Calcolare ords e ords dei seguenti interi: 15, 16, 27, 69, 125, 330.

9.3.23. Siap un fissato numero primo. Per un intero positivo n, calcolare ord, (p™), ord, (p!),ord,(p™!),
ordy(n!) [usare le cifre in base p], ord,(()).

9.3.24. Mostrare che per ogni coppia di numeri interi x e y abbiamo che (z+y)P = zP+yP (mod p)
(si osservi che i coefficienti binomiali (’Z’) sono divisibili per p se p & primo e i # 0, p).

Dedurne per induzione il piccolo teorema di Fermat: per ogni intero a, abbiamo che aP =
a (mod p).

9.3.25. In una scatola ci sono scorpioni, ragni e centopiedi; in totale si contano 282 zampe. Dire
se e possibile, ed eventualmente determinare quale puo essere il contenuto della scatola.

9.3.26. Dire se esistono, ed eventualmente trovarli, interi x,y, z tali che 6z + 28y + 15z = 1.
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9.3.27. Risolvere la congruenza 16z = 1000 (mod 27).

. . . . [ 2z=2(mod 7)
9.3.28. Discutere il seguente sistema di congruenze: {x — 3 (mod 6)
=5 (mod 28)

9.3.29. Discutere il seguente sistema di congruenze: { 10z = 35 (mod 125)

9.3.30. Disponendo di francobolli da 36 e da 45 centesimi, & possibile affrancare un pacco per 2
euro e 34 centesimi? Eventualmente come approssimarlo con la perdita minore? E per un pacco di 3
euro e 51 centesimi?

9.4. Esercizi su Complessi e Polinomi.

9.4.1. Calcolare 271, w™!, zw, zw™!, 27w, 22, 23, 24, le radici quadrate di z e le radici cubiche

di z per le seguenti coppie:
(a) z=1+1i,w=2—14
b)) z=1—1i,w=1+ 23
(¢) z=2e"/3 w = 3e™/4
(d) z=cos§ +isinf, w=1
(e) z=cos¥+isind, w= =i

9.4.2. Si studino le proprieta di iniettivita, suriettivita, eventuali inverse destre e sinistre per le
seguenti funzioni C — C:
(1) fi(z) =22 +1;
(2) f2(2) = (= +1)%
(3) f3(2) =2 —7%
(4) fa(2) = z/|z] se z # 0, f4(0) = 0.
(5) f5(2) = 2/zse z# 0, f5(0) = 0.
Per ogni w € C, si determini la sua controimmagine per ciascuna delle funzioni date.

9.4.3. Si consideri I'insieme {2 | n € N} per un fissato z € C; trovare condizioni necessarie e
sufficienti affinché:
(a) linsieme sia finito;
b) linsieme ammetta una infinita di elementi tra loro allineati;
¢) Dinsieme sia tutto contenuto nel cerchio unitario;
d) linsieme sia tutto esterno al cerchio unitario.

9.4.4. Come l'esercizio precedente per I'insieme delle radici n-esime di z al variare di n.

9.4.5. Definiamo S' = {z € C | |z| = 1} (circolo unitario o circonferenza unitaria) e R(1) = {z €
C | 2™ = 1 per qualche n € N} (radici dell'unita). Mostrare che R(1) C S* e che I'inclusione & stretta.
Come si caratterizzano gli elementi di R(1) in termini dell’argomento? Determinare le cardinalita di
R(1) e di S'.

9.4.6. E vero che tra due punti di S! si trova sempre qualche punto di R(1) (nel senso della
geometria di S! nel piano di Gauss)?

9.4.7. Scrivere (e disegnare sul piano di Gauss) le radici n-esime di —i, 1 +4, 1 — ¢ per n =
2,3,4,5,6.

9.4.8. Determinare cos(5t), cos(8t), sin(6t), sin(9¢) in termini delle funzioni trigonometriche di
argomento ¢ (e loro potenze).

9.4.9. Calcolare sin®t, sin* ¢, cos® ¢, cos® ¢ in termini delle funzioni trigonometriche di argomento
t (e multipli di t).

9.4.10. Dimostrare le formule sul parallelogramma per i numeri complessi, e spiegarne l'interpretazione
geometrica.

9.4.11. Dare l'interpretazione geometrica nel piano di Gauss della inversione dei numeri comp-
lessi: se z = pe'” allora 2~ = p~te™",

9.4.12. Dare l'interpretazione geometrica nel piano di Gauss del passaggio all’opposto dei numeri
complessi: se z = pe® allora —z = ge("W+7m),
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9.4.13. Dare rappresentazioni grafiche nel piano di Gauss per la differenza e la divisione tra
numeri complessi.

9.4.14. Rappresentare nel piano di Gauss tutti i logaritmi complessi di e e di ie. Per un qualsiasi
z = pe" disegnare nel piano di Gauss la famiglia dei suoi logaritmi.

9.4.15. Se |z| = 1, & vero che le radici n esime di z si ottengono ruotando opportunamente (e di
quanto?) le radici n-esime dell’unita?

9.4.16. Calcolare le lunghezze [, (risp. L) dei lati dei poligoni regolari di n lati inscritti (risp.
circoscritti) nella circonferenza unitaria. Quanto valgono i limiti nl,, e nL, quando n “va all’infinito”?

9.4.17. Mostrare che la funzione S' x R~o— C \ {0} che manda (&, p) nel prodotto £p & una
biiezione. Scrivere la funzione inversa.

9.4.18. Inversione del cerchio: studiare le funzioni di C\ {0} in s& ottenute mandando z in 1/z e
1/z. E vero che entrambe rispettano il circolo unitario (in che senso?)? E vero che invertono interno
ed esterno del circolo unitario? Determinare I'immagine delle “rette verticali”.

9.4.19. 11 semipiano di Poincaré & definito da P = {z € C | $(z) > 0} (numeri complessi la cui
parte immaginaria & positiva). Il disco unitda & D = {z € C | |z| < 1} (numeri complessi di modulo
strettamente inferiore a 1). Mostrare che la funzione f(z) = Z_i ¢ una biiezione P — D.

Determinare I'immagine della semicirconferenza di centro origine e raggio 1; e della semiretta
verticale passante per 1’origine.

Mostrare che i tratti di circonferenze di centro il punto —i sono mandati in tratti di circonferenze

di centro il punto 1.

9.4.20. Siano a,b,c,d numeri reali tali che ad — bc = 1. Consideriamo la funzione (detta
trasformazione lineare fratta) s : P — P (P & il semipiano di Poincaré) data da s(z) = ‘cljis
Mostrare che $(s(z)) = %, cosicché in effetti s & definita da P a P.

Mostrare che s puo essere scritta come composizione di funzione dei seguenti tre tipi: traslazione
reale (z — z 4+ u con u € R), omotetie reali (z — vz con v € R, v > 0), controinversioni (z — —1).

Descrivere le figure formate da s(z) se z descrive le semicirconferenze con centro sull’asse reale,
oppure le semirette ortogonali all’asse reale.

9.4.21. Fattorizzare in Q[X] i seguenti polinomi:
) 6X% —11X3 — X2 — 4;
b) 2X3 +12X2 + 13X + 15;
c) 6X°+11X* - X3 +5X —6;
d) X0 +3X%+4X*+3X3 —15X2 — 16X + 20;
) 2X60 4+ X5 —9X4 - 6X3 —5X2% —7X +6;
9.4.22. Eseguire la divisione tra i seguenti polinomi:
a) 4X3+X%e X + 1+
b) 2X* —3X3+4X?2-5X +6e X?—-3X +1
c) X*—2X34+4X?2 -6X+8e X —1
9.4.23. Determinare il MCD tra i seguenti polinomi:

(@) X0 —7X*+8X% —7X +7e3X®—-7X3+3X% -7
() X° +X*—-X3-3X?-3X-1leX*-2X3-X2_-2X -1
() X*e (1-X)~

9.4.24. Mostrare che il MCD tra X™ —1e X" —1¢& X% — 1 ove d & il MCD tra m ed n. Cioe
(X™m—1,X"—1)=X0mn) 1,

9.4.25. Determinare un polinomio di grado n che abbia n radici fissate; esplicitare i rapporti tra
i coefficienti del polinomio e le radici assegnate (relazioni di Vieta).

9.4.26. FORMULA DI INTERPOLAZIONE DI LAGRANGE. Determinare un polinomio di grado
n che in ag,ay,...,a, € C (tutti distinti) valga rispettivamente bg,b1,...,b, € C. Si tratta di

I1. (X —aj)
F(X) = E:‘L:O bi HJ_:,(ai—aj)'

9.4.27. Discutere la fattorizzazione in C[X], in R[X] e Q[X] dei polinomi X"+ 1 per ogni n € N;
lo stesso per X" — 1.
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Capitolo I

Spazi Vettoriali

Questo capitolo presenta lo strumento fondamentale per lo sviluppo dei concetti geometrici in
termini moderni, che & quello di Spazio Vettoriale. Uno spazio vettoriale & un insieme dotato di
alcune strutture algebriche che modellano la nostra esperienza di “muoversi tra i punti di uno spazio
geometrico”. In realta gia i primi esempi che ne faremo evidenzieranno che la struttura algebrica
di spazio vettoriale ha applicazioni molto pitt ampie, ed ¢ attualmente usato in ogni ramo della
Matematica.

D’ora in poi parleremo solo di corpi commutativi, e useremo il termine corpo per intendere corpo
commutativo (forse nella terminologia italiana si parla di campi), a meno che non sia specificato
altrimenti.

1. Definizione ed esempi fondamentali.

1.1. DEFINIZIONE (SPAZIO VETTORIALE SU UN CORPO). Uno spazio vettoriale su un corpo

C' (i cui elementi sono chiamati scalari, in questo contesto) ¢é il dato di un insieme V' (i cui elementi
sono detti vettori) dotato di due operazioni:
(S) somma di vettori: VxV —V: (v,w) — v+ w;
(P) prodotto per gli scalari: C x V—V : (a,v) — auv;
soggette ai seguenti assiomi:
(S) V con 'operazione di somma é un gruppo commutativo (o abeliano); cioé:
S1) esiste un elemento neutro 0 € V tale chev+0=v=04+v (Yo € V);
S2) l'operazione ¢ associativa, u + (v +w) = (u+v) +w Vu,v,w € V);
S3) l'operazione ¢ commutativa, v+w =w+v (Vo,w € V);
S4) ogni elemento ha opposto, (Vv)(Fw)v +w =0=w + v;
(P) Ioperazione di moltiplicazione per gli scalari soddisfa alle seguenti proprieta:

(P1) unitaria: lv=v (Vv € V);

(P2) associativa: a(fv) = (af)v (Va,5 € C,)Yv € V);
(P3) lineare sugli scalari: (o + f)v =av + pv Vo, € C,Yv € V);
(P4) lineare sui vettori: a(v+ w) = av + aw Vo € C,Yv,w € V).

(
(
(
(

Si osservi che nella definizione abbiamo usato gli stessi simboli con significati diversi: per esempio
il simbolo + denota sia la somma in V che la somma in C, il simbolo 0 denota sia lo zero di V' (che
potremmo chiamare Oy, se ci fossero possibilita di equivoco), sia lo zero di C' (che potremmo chiamare
0¢). Capitera spesso di incorrere in questi abusi di linguaggio allo scopo di rendere meno pedante il
testo; il lettore & invitato a riflettere e distinguere in ogni formula gli eventuali abusi.

A partire dalla definizione si puo trarre una piccola messe di risultati algebrici, quali per esempio:

1.1.1. UNICITA DELLO ZERO. L’elemento O dello spazio vettoriale V' ¢ unico; se infatti ve ne
fossero due con la proprieta (S1), diciamo 0 e 0/, avremmo 0 =0+ 0" = 0’.

1.1.2. UNICITA DELL’OPPOSTO. Per ogni v € V, ’elemento w tale che v +w = 0 & unico; infatti,
se ce ne fossero due, w e w', avremmo w =w+0=w+ (v+w') = (w+v)+w' =0+ v =w'.

1.1.3. PRODOTTI CON ZERO. Per ogni v € V' abbiamo Ov = Oy (per esempio aggiungendo —0v
alla uguaglianza 0v = (0 4+ 0)v = Ov + Ov). Per ogni a € C abbiamo a0y = Oy (similmente).

1.1.4. RELAZIONE TRA OPPOSTO E —1. Per ogni v € V, 'opposto & l'elemento (—1)v; infatti
v+ (—=1)v = (1 — 1)v = 0v = 0. Di solito quindi scriveremo —v per indicare ’opposto di v.

1.1.5. OPPOSTO DELL’OPPOSTO. Risulta —(—v) = v; infatti (—v) +v = 0. Oppure —(—v) =
(=) (=1)v =w.
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1.1.6. LEGGI DI CANCELLAZIONE. Dalla uguaglianza v + w = u + w si deduce v = wu; infatti
basta sommare ad entrambi i lati dell’'uguaglianza 1'opposto di w. Da av = au con a € C, o # 0
abbiamo v = u; infatti basta moltiplicare entrambi i membri per 'inverso di « in C. Da av = v con
a,f€Cev#0sihaa=p (perché?).

1.1.7. LEGGE DI ANNULLAMENTO. Vale av = 0 se e solo se & = 0 oppure v = 0. Come si
possono dedurre le leggi di cancellazione da quella di annullamento?

Non insisteremo ulteriormente su questi piccoli risultati ed altri analoghi, che verranno d’ora in
poi tacitamente usati.

1.2. EsEMPI FONDAMENTALI. Diamo di seguito alcuni fondamentali esempi di spazi vettoriali;
sono tutti estremamente importanti e verranno costantemente usati, quindi invitiamo il lettore ad uno
studio accurato di questi casi.

1.2.1. SPAZI VETTORIALI STANDARD. L’insieme delle n-uple

1
{( : ) cx; €Cperi=1,...,n}

si indica con V,,(C) o semplicemente C™ e si dice lo spazio vettoriale standard (di dimensione n) sul
corpo C. La somma dei suoi elementi si definisce “componente per componente”, cioe

T Y1 x1+Y1
sex:<g>ey:<g>allorax+y:< : )
Ty Yn wn-;-yn

e il prodotto per gli scalari si definisce analogamente

Ty Xy
se r = : e o € C allora ax = :
I.n ai.En

Si verifica subito che le condizioni della definizione sono tutte soddisfatte; in particolare lo zero di
V. (C) & la n-upla con tutte le componenti nulle (lo zero di C).

1.2.2. PoriNoMI. L’insieme dei polinomi in una variabile X e coefficienti in C si indica con
C[X] ed & dotato dalle usuali operazioni di una struttura di spazio vettoriale su C: somma e prodotto
per gli scalari sono definiti da

se P(X Z X e QX Z@X allora P(X) + Q(X) = Z (o + Bi) X

=0 =0 1=0

n
se P(X) = ZaiXi e a € C allora aP(X) = ZaaiXi
i=0 j
(ove si intende a; = 0se i > ne ; = 0se ¢ > m). Si verificano subito le proprieta richieste.
Ricordiamo che nell’insieme dei polinomi ¢ definito anche un prodotto tra polinomi e una operazione
di composizione, ma per il momento non ce ne occuperemo.
Ricordiamo anche che si dice grado di un polinomio il massimo esponente della variabile che ha
coefficiente non nullo: se P(X) = Y7 ;X" allora deg P(X) = max{i : o; # 0}.
Si osservi che deg(P(X) + Q(X)) < max(deg P(X),degQ(X)) e vale I'uguale se deg P(X) #
deg Q(X) (oppure se i polinomi hanno lo stesso grado e coefficienti del termine direttore non opposti).

1.2.3. POLINOMI TRONCATI. Il sottinsieme di C[X] formato dai polinomi di grado minore o
uguale ad un fissato numero naturale n, dotato delle usuali operazioni di somma e prodotto per gli
scalari, forma uno spazio vettoriale su C' che verra indicato con C[X]<y,.

1.2.4. SERIE FORMALI. L’insieme delle serie in una variabile X e coefficienti in C' si indica con
C[[X]] ed & dotato dalle usuali operazioni di una struttura di spazio vettoriale su C: somma e prodotto
per gli scalari sono definiti esattamente come nel caso dei polinomi (le serie formali sono espressioni
del tipo P(X) = Y72y ;X" con i coefficienti ; € C, ma le operazioni sono definite sempre usando
somma e prodotto del corpo C). I polinomi sono le serie formali per cui i coefficienti sono “quasi tutti
nulli”, che significa tutti nulli tranne che per un numero finito di indici.
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1.2.5. FunzioNI REALI. Consideriamo 'insieme delle funzioni reali di variabile reale. Anche in
questo caso possiamo definire una struttura di spazio vettoriale nel modo seguente:

se fiR>Reg:R—Rallora f+¢g:R—Redatada (f+g)(z) = f(z) + g(z)

se frR—->ReacRalloraaf : R—R e data da (af)(z) = af(z) .
Di nuovo notiamo che 'insieme in questione & dotato di una struttura algebrica piu ricca (ha anche
operazioni di prodotto di funzioni e di composizione di funzioni), ma per il momento non ce ne
occuperemo.
I sottinsiemi di questo spazio vettoriale dati dalle funzioni continue, derivabili, differenziabili fino
ad un fissato ordine, periodiche di un fissato periodo, sono altrettanti esempi di spazi vettoriali reali.

1.2.6. FUNZIONI A VALORI IN UN CORPO. Piu generalmente, consideriamo l'insieme delle funzioni
da un fissato insieme X in C (corpo). Anche in questo caso possiamo definire una struttura di spazio
vettoriale, sfruttando le operazioni di C', nel modo seguente:

se f: X—>Ceg:X—Callora f+g: X—Ceédatada (f+g)(x) = f(z)+ g(x)

se f: X—=CeacRalloraaf: X—C ¢datada (af)(z) =af(z) .
Di nuovo notiamo che 'insieme in questione & dotato di una struttura algebrica piu ricca (ha anche
Poperazioni di prodotto di funzioni), ma per il momento non ce ne occuperemo.
Quali esempi precedenti sono casi particolari di questo?
Si generalizzi, parlando delle funzioni a valori in uno spazio vettoriale.

1.2.7. NUMERI COMPLESSI COME SPAZIO VETTORIALE REALE. Il corpo C dei numeri complessi
puo essere visto come spazio vettoriale su R tramite le usuali operazioni di somma di numeri complessi
e prodotto di numeri reali con numeri complessi.

1.3. SPAZI PRODOTTO. Siano V e W spazi vettoriali sullo stesso corpo C; il prodotto cartesiano
V x W (linsieme delle coppie ordinate (v,w) con v € V e w € W) viene dotato della seguente
struttura di spazio vettoriale su C, definita “componente per componente”: somma (v, w)+ (v, w') =
(v+v,w+w") e prodotto per scalari a(v, w) = (aw, aw). L'elemento neutro di V' x W risulta subito
essere (0,0).

L’osservazione si generalizza ad un numero finito di spazi. Notare che gli spazi vettoriali standard
sono esattamente il prodotto del corpo C' con sé stesso n volte.

2. Sottospazi e quozienti.

2.1. DEFINIZIONE (SOTTOSPAZI).  Un sottinsieme W di uno spazio vettoriale V' sul corpo C
si dice un C-sottospazio vettoriale (o solo sottospazio, se non ci sono ambiguita) se le operazioni di V
inducono una struttura di spazio vettoriale su W.

2.1.1. ESEMPIO (SOTTOSPAZIO NULLO). Il piu piccolo sottospazio di V' & 'insieme {0} conte-
nente solo lo zero. Spesso scriveremo semplicemente 0 per indicare anche il sottospazio nullo {0}.

2.1.2. Esempio. Il piu grande sottospazio di V' e l'insieme V stesso.

2.1.3. ESEMPIO. Osservando gli esempi fondamentali, si vede che C[X]«,, € sottospazio di C[X],
che a sua volta ¢ sottospazio di C[[X]]; lo spazio delle funzioni reali differenziabili ¢ sottospazio di
quello delle funzioni continue, che & sottospazio dello spazio di tutte le funzioni reali.

2.1.4. Esempio. L’insieme delle funzioni X — C' che valgono 0 in tutto un fissato sottinsieme
Y C X ¢é un sottospazio dello spazio delle funzioni di X in C; invece I'insieme delle funzioni che
valgono costantemente 1 su Y non e un sottospazio.

2.2. PROPOSIZIONE (CRITERI PER SOTTOSPAZI).  Per un sottinsieme W di uno spazio vettoriale
V', i fatti seguenti sono equivalenti:
(1) W é sottospazio vettoriale di V;
(2) valgono le seguenti asserzioni:
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(i) 0 € W (contiene lo zero);
(#3) se u,v € W allora u+v € W (& chiuso rispetto alla somma);
(7i1) seu € W e a € C allora au € W (é chiuso rispetto al prodotto per gli scalari);
(3) valgono le seguenti asserzioni:
(i) W # & (non é vuoto);
(i) se u,v € W e a, 8 € C allora au+ v € W (contiene tutte le combinazioni lineari di ogni
coppia di elementi).

DIMOSTRAZIONE. Sembra facile, ma invitiamo il lettore a capire bene “che cosa” bisogna di-
mostrare, esplicitando le implicazioni (1) implica (2) e (3), e le opposte (2) implica (1) e (3) implica
(1), come pure le due implicazioni dirette tra (2) e (3). O

2.3. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (COMBINAZIONI LINEARI). Data una famiglia di vettori
v; € V (i € I insieme qualsiasi), per ogni famiglia di scalari «; € C quasi tutti nulli (cioé ; = 0
tranne che per un numero finito di indici i € I), definiamo combinazione lineare (finita) dei v; con
coefficienti a; la somma > 1 Q505

Possiamo dire allora che un sottinsieme di uno spazio vettoriale é un sottospazio se e solo se &

chiuso per combinazioni lineari finite (si osservi che per I = & ¢ “obbligatorio” definire che il valore
della combinazione lineare ¢ 0 € V).

2.4. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (SOTTOSPAZIO GENERATO).  Se S é un sottinsieme qualsiasi
di V, indichiamo con (S) il piti piccolo sottospazio vettoriale di V contenente S. Esso ammette le due
descrizioni seguenti:
(1) (S) é I'intersezione di tutti i sottospazi vettoriali di V' contenenti S;
(2) (S) é I'insieme di tutte le combinazioni lineari (finite) di elementi di S a coefficienti in C.

DIMOSTRAZIONE.  La descrizione (1) ¢ essenzialmente tautologica; 1'unica cosa da notare &
che l'intersezione di un numero arbitrario, non necessariamente finito, di sottospazi & un sottospazio.
Diciamo poi S’ I'insieme descritto in (2); certo S’ & un sottospazio (verificarlo), e S’ D S, da cui
S’ D (S). Viceversa se W & qualunque sottospazio contenente S, allora W 2 S’, e passando alla
intersezione di tutti questi sottospazi abbiamo (S) D S’. Da cui segue S’ = (S). O

2.4.1. ESEMPIO (SOTTOSPAZIO NULLO). (@) = {0}, cio¢ I'insieme vuoto genera il sottospazio
nullo di V, come pure (0) = {0}.

2.4.2. ESEMPIO (RETTE). Lo spazio vettoriale generato da un vettore non nullo v & l'insieme
di tutti i multipli scalari di v, cioe (v) = {lv: A € C}, e si dice una retta di V.

2.4.3. ESEMPIO (PIANI). Lo spazio vettoriale generato da due vettori non nulli v e w & I'insieme
di tutte le combinazioni lineari di v e w, cioe (v, w) = { v+ pw : A\, € C}. Se i due vettori non sono
proporzionali (cio¢ uno non & un multiplo dell’altro) si dice un piano di V. Cosa succede invece se w
& multiplo di v?

2.4.4. NOTA. In generale abbiamo le seguenti proprieta:

)

) se S1 C Sy allora (S1) C (Sa);

) ((5)) = (5);

) (S1) N {S2) 2 (S1 N S3) (I'uguaglianza in generale & falsa);

) (S1) U (S3) C (S1US3) (I'uguaglianza in generale & falsa per un motivo ovvio, vedi sotto).

2.5. INTERSEZIONE E SOMMA DI SOTTOSPAZI. Sia V uno spazio vettoriale su C e siano Uy, U,
due suoi sottospazi. Allora:

(1) Pintersezione insiemistica U; N Uz & un sottospazio vettoriale di V; & il pin grande sottospazio di
V' contenuto sia in Uy che in Us.

(2) l'unione insiemistica U; U Uy in generale non & un sottospazio vettoriale di V; farsi dei con-
troesempi, e poi caratterizzare in generale i casi “fortunati”: l'unione di due sottospazi & un
sottospazio se e solo se uno dei due ¢ contenuto nell’altro;

(3) in generale definiamo la somma U; 4+ Us come il sottospazio generato dall’unione insiemistica di
Ui ed Uy, cioe Uy + Uy = (Uy UUs). Si tratta del pin piccolo sottospazio di V' contenente sia Uy
che Us.
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Le considerazioni e le definizioni precedenti si possono estendere ad un numero finito di sottospazi.
2.5.1. NoTA. In generale abbiamo <Sl> + <S2> = <Sl ] S2> = <<Sl> U <S2>>

2.5.2. MANCATA DISTRIBUTIVITA. Si osservi che le due operazioni di intersezione e somma,
non si comportano in modo distributivo (come fanno per esempio intersezione e unione insiemistiche);
precisamente, per ogni tre sottospazi Uy, Us, Us abbiamo:

(1) (U1 NUz)+Us < (U + Us) N (Uz + Us) e di solito la disuguaglianza & stretta (esempi?);
(2) (U1 +Uz)NUs = (U NUs) + (Uz NU3) e di solito la disuguaglianza ¢ stretta (esempi?).
In che casi valgono invece le uguaglianze?

2.6. SOMME DIRETTE, SOTTOSPAZI COMPLEMENTARI. Se U; +Us =V e Uy NU; = 0 si dice
che U; e Us sono complementari e si scrive V' = Uy @ Us. Piu in generale diremo che due sottospazi
di V sono in somma diretta se la loro intersezione ¢ nulla, e scriveremo Uy + Us = Uy @ Us (anche se
la somma non ¢ V).

2.6.1. PROBLEMA. Due sottospazi vettoriali U e W di V' sono complementari, cioe V = U d W,
sia v un vettore non appartenente a U U W (cioé non appartenente né a U né a W). Calcolare la
dimensione dei sottospazi U + (v), W + (v) e della loro intersezione. Accorgersi poi che: se v = u+w,
con u € U e w € W, allora l'intersezione contiene sia u che w.

2.7. SOMME DIRETTE DI PIU SOTTOSPAZI. Se Vi,...,V, sono sottospazi di V, diremo che essi
sono in somma diretta, e scriveremo Vi + ---+ V, = Vi & ... + ®V,., estendendo per induzione la
definizione precedente. Si faccia attenzione a questo: Vi,..., V. sono in somma diretta se e solo se

per ogni i si ha che V; ha intersezione nulla con la somma degli altri V; (j # i).

2.8. SPAZI QUOZIENTE. Sia W un sottospazio vettoriale di V'; allora la relazione “u ~ v se e solo
se u—v € W” definisce una relazione di equivalenza in V' che rispetta la struttura di spazio vettoriale,
di modo che l'insieme quoziente V/W := V/~ ha una struttura canonica di spazio vettoriale indotta
da quella di V. Gli elementi di V/W sono indicati di solito come [v] oppure v4+W. Quindi le operazioni
si scrivono [v] + [v'] = [v+ ¢] (somma di classi) e a[v] = [av] (prodotto di una classe per uno scalare)
e sono ben definite, ovvero non dipendono dai rappresentanti v e v’ usati per le classi.

3. Dipendenza e indipendenza lineari. Generatori.

3.1. DEFINIZIONE (INSIEMI LINEARMENTE (IN)DIPENDENTTI). Sia S C V un sottinsieme di
uno spazio vettoriale; S si dice linearmente indipendente (o libero) se per ogni combinazione lineare
Y seg Qs (in cui quasi tutti gli g siano nulli) si ha che: ) ¢ ass=0 implica a;=0 per ogni s. In
caso contrario (esistono combinazioni lineari finite non banali che danno il vettore nullo) S si dice un
insieme linearmente dipendente.

3.1.1. EseMPIO. Un insieme costituito da un solo vettore ¢ linearmente dipendente se e solo se
quel vettore ¢ il vettore nullo. Un insieme contenente il vettore nullo & sempre linearmente dipendente;
ovvero un insieme linearmente indipendente non puo contenere il vettore nullo.

3.1.2. EsempIO. Un insieme costituito da due vettori e linearmente dipendente se e solo se uno
dei due & multiplo dell’altro.

3.1.3. EsEMPIO. Quando un insieme costituito da tre vettori e linearmente dipendente?

3.1.4. EsEmMPIO. Un sottinsieme finito vy, ..., v, € linearmente indipendente se e solo se ognumo
dei vettori v; non appartiene al sottospazio (v1,...,v;_1) generato dai precedenti

3.1.5. ESEMPIO. Sottoinsiemi di insiemi linearmente indipendenti sono ancora linearmente in-
dipendenti. Sovrainsiemi di insiemi linearmente dipendenti sono ancora linearmente dipendenti.

3.2. PROBLEMA (PROPRIETA FONDAMENTALE). Un sottinsieme S ¢é linearmente indipendente
se e solo se per ogni s € S si ha s ¢ (S~ {s}) (verificarlo bene).

3.3. DEFINIZIONE (INSIEMI GENERATORI).  L’insieme S si dice un insieme di generatori per V
se (S) =V, ovvero se ogni elemento v € V' si puo scrivere come combinazione lineare v=7_ g ass di
elementi di S (con gli as quasi tutti nulli).
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3.3.1. EsEmMPIO. Ovviamente V genera sé stesso, ma noi siamo interessati a trovare sistemi
di generatori il piu piccoli possibile per uno spazio vettoriale. In particolare ci interessiamo a spazi
finitamente generati, cioé che ammettono un insieme finito di generatori.

3.3.2. ESEMPIO. Sovrainsiemi di insiemi generatori sono ancora generatori.

4. Basi e dimensione.

4.1. DEFINIZIONE-TEOREMA (SISTEMI DI GENERATORI INDIPENDENTI). I fatti seguenti sono
equivalenti:
(1) S é un sistema di generatori linearmente indipendente;
(2) S é un insieme massimale di vettori linearmente indipendenti;
(3) S ¢ un insieme minimale di generatori per V;
(qui massimale e minimale si intende rispetto all’ordine dato dalle inclusioni come sottinsiemi di V).
Ogni tale insieme S si dice una base di V.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che (1) implica sia (2) (se si aggiunge un vettore ad un insieme di
generatori, ovviamente si ottiene un insieme linearmente dipendente) che (3) (se si toglie un vettore
ad un sistema linearmente indipendente, non pud pil essere un insieme di generatori).

Mostriamo che (2) implica (1): se S non fosse generatore, si potrebbe trovare v € ¥V ma non in
(S) e allora S U {v} sarebbe linearmente indipendente contenente S, contro la massimalita di S.

Mostriamo che (3) implica (1): se S non fosse libero, si potrebbe trovare v € S con v € (S~ {v})
e allora S \ {v} sarebbe insieme generatore contenuto in S, contro la minimalita di S. (]

4.2. DEFINIZIONE-TEOREMA (BASI E DIMENSIONE). Tutte le basi di V sono di una fissata

cardinalita, dipendente solo da V e da C, che si chiama la dimensione di V su C e si indica con
dimc V.

4.3. TEOREMA (ESISTENZA DI BASI).  Ogni spazio vettoriale ammette (almeno) una base. Pit
precisamente:
(1) ogni insieme linearmente indipendente si pud completare ad una base;
(2) ogni insieme generatore contiene almeno una base dello spazio.

Questi due risultati si possono dimostrare in modo elementare per gli spazi finitamente generati,
mentre si deve ricorrere al Lemma di Zorn nel caso di spazi vettoriali di dimensione arbitraria (non
necessariamente finita).

4.4. DIMOSTRAZIONE PER SPAZI DI DIMENSIONE FINITA. Supponiamo che V sia finitamente
generato, ovvero ammetta un sistema di generatori formato da un numero finito di vettori.

4.4.1. LEMMA (DELLO SCAMBIO).  Dati un insieme linearmente indipendente S = {s1,..., sk}
con k elementi e un insieme generatore G = {g1,...,gn} con h elementi di V, si ha k < h.

DIMOSTRAZIONE. La strategia della dimostrazione consiste nel sostituire opportuni elementi
di G con elementi di S, ottenendo sempre insiemi di generatori. Alla fine avremo inserito tutti gli
elementi di S al posto di (altrettanti) elementi di G, da cui la conclusione che la cardinalita di S
doveva essere minore o uguale a quella di G. Vediamo in dettaglio.

Essendo G un insieme generatore, abbiamo che s; = 2?21 a;g; ove i coeflicienti a; non sono
tutti nulli; eventualmente cambiando la numerazione possiamo supporre a; # 0. Allora l'insieme
G1={s1,92,-..,9n} € ancora un sistema di generatori (perché? da notare che bisogna usare a; # 0,
e dunque a; ammette un inverso in C).

Quindi possiamo procedere e scrivere s = b1s; + 2?22 bjg; ove i coefficienti b; con j # 1 non
sono tutti nulli (altrimenti s; e so formerebbero un insieme dipendente) e possiamo supporre by # 0.

Allora l'insieme Gy = {s1, $2,93,-..,9r} € ancora un sistema di generatori (perché?).
Continuando in questo modo troviamo dopo k passi un insieme G = {$1, 82, ;- -, Sky Gk+1s--->Gh }
da cui segue che k < h. O

4.4.2. DIMOSTRAZIONE (DEI TEOREMI). Che tutte le basi abbiano la stessa cardinalita (numero
di elementi) segue subito dal lemma (le basi sono sia insiemi linearmente indipendenti, sia sistemi
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di generatori, quindi due basi possono svolgere sia il ruolo di S che quello di G, dimostrando le due

disuguaglianze). Passiamo al teorema di esistenza:

(1) Dimostriamo un risultato pit preciso (lemma di completamento): dato un insieme linearmente
indipendente S e un fissato sistema (finito) di generatori G di V, si pud completare S a una base
di V' aggiungendovi opportuni elementi di G.

Se (S) 2 G abbiamo finito. Altrimenti si comincia scegliendo un elemento ¢g; di G che non
appartenga al sottospazio (S); allora S; = SU{g1} € ancora linearmente indipendente (perché?).
Di nuovo, se (S1) 2 G abbiamo finito, altrimenti si sceglie un elemento gs di G che non appartenga
al sottospazio (S1); allora Sy = S7 U {g2} & ancora linearmente indipendente (perché?).
Procedendo cosi, dopo un numero finito p di passi si ha che (S,) D G, e dunque S, ¢ un insieme
(linearmente indipendente e) generatore.

(2) Consideriamo un insieme generatore G e procediamo scegliendo via via vari elementi da G in
modo da formare insiemi linearmente indipendenti, finché & possibile; dopo un numero finito di
passi dobbiamo ottenere una base dello spazio. Partiamo scegliendo g1 # 0 in G e poniamo
S1 ={g1}. Se (S1) 2 G abbiamo finito, altrimenti scegliamo g in G ma non in (S7) e poniamo
Sy = 51 U{g2} (che & un insieme linearmente indipendente, perché?). Al passo p-esimo avremo
un insieme S, linearmente indipendente con p elementi; se (S,) 2 G abbiamo finito, altrimenti
scegliamo gp+1 € G non in (S,) e poniamo S,11 = S, U{gp+1} (che ancora ¢ insieme linearmente
indipendente). Dopo un numero di passi pari alla dimensione dello spazio, abbiamo estratto da
G un insieme (linearmente indipendente e) generatore.

Nota che se I'insieme di generatori fosse stato finito, si sarebbe potuto procedere anche al contrario:
eliminando via via gli elementi linearmente dipendenti, fino ad ottenere un insieme di generatori
indipendenti: descrivere bene il procedimento. O

4.4.3. PROBLEMA. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita, e sia W un suo sottospazio.
Mostrare che dimg V' = dimg W implica che V = W.

Pit in generale, siano W; e W5 sottospazi vettoriali di dimensione finita di uno spazio vettoriale
V' (di dimensione arbitraria). Se Wi C W e dimg Wy = dime Wa allora Wy = Wh.

MM 4.5. DIMOSTRAZIONE PER SPAZI DI DIMENSIONE ARBITRARIA. Conviene dare un risultato in
un contesto un po’ piu generale, che si applica, oltre che alla discussione per gli spazi vettoriali, anche
ad altri contesti in cui una “relazione di dipendenza” con certe proprieta si presenti (ad esempio la
“dipendenza algebrica”: un numero reale si dice algebrico se esso e radice di un polinomio a coefficienti
interi o, equivalentemente, razionali).

I risultati e i metodi qui sviluppati non saranno usati nel sequito, e sono piuttosto difficili; quindi
consigliamo di saltare direttamente alla prossima sezione, almeno in prima lettura.

4.5.1. DEFINIZIONE (RELAZIONI DI DIPENDENZA).  Sia A un insieme; una relazione a < X tra
elementi e sottinsiemi di A si dice di dipendenza se valgono i seguenti assiomi:
D1) sex € X allorax < X;
D2)sez<YeY <X (ie. y< X perogniy€Y) alloraz < X;
D3) seu < XU{v} eu £ X allorav < XU{u};
D4) se u < X allora esiste una parte finita X' di X tale che u < X'.

4.5.2. DIPENDENZA LINEARE E DIPENDENZA ALGEBRICA. Verificare che le seguenti due definizioni

danno luogo a relazioni di dipendenza:

(a) sia V uno spazio vettoriale; per ogni v € V e X sottoinsieme di V' definiamo “v < X se e solo se
v E(X)7;

(b) sia K un corpo ed H un corpo contenente K; per ogni @ € H e ogni X sottoinsieme di H
definiamo “a < X se e solo se « & zero di un polinomio a coefficienti in K[X], o equivalentemente
K(X) (minimo sottocorpo di H contenente K e X)”.

4.5.3. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (INSIEMI GENERATI, GENERATORI). Definiamo per ogni
sottinsieme X di A I'insieme degli elementi dipendenti (X) = {u € Alu < X}. Per ogni X eY risulta
allora che:

(1) X C(X);
(2) se X CY allora (X) C (Y);
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(3) (X)) = (X);
(4) (XUY) = ((X)UY) (ma (XNY') in generale & strettamente contenuto in ((X)N(Y)) = (X)N(Y)).
Un sottinsieme X si dice insieme di generatori, o insieme generatore, per A se (X) = A.

4.5.4. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (INSIEMI CHIUSI). Diciamo che un insieme e chiuso per

la relazione se (X) = X (dunque se e solo se (X) C X, cioé se u < X implica u € X ). Allora:

(1) ogni (X) é chiuso per la relazione;

(2) se due insiemi sono chiusi per la relazione, anche la loro intersezione lo & (ma ’unione no, in
generale);

(3) (@) é il minimo e A il massimo tra I chiusi per la relazione.

(4) La classe dei sottinsiemi di A chiusi per la relazione é un reticolo (non distributivo) con minimo
e massimo sotto le operazioni di inf data da X NY = X NY esup datada X VY = (X UY).

Due insiemi X eY chiusi per la relazione si dicono sghembi se X ANY = (@).

4.5.5. DIPENDENZA LINEARE E DIPENDENZA ALGEBRICA. Gli insiemi chiusi per la relazione di
dipendenza lineare sono i sottospazi vettoriali di V'; gli insiemi chiusi per la relazione di dipendenza
algebrica sono i sovracorpi di K contenuti in H e algebricamente chiusi in H.

4.5.6. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (INSIEMI IRRIDUCIBILI). Un sottinsieme X si dice ir-

riducibile se per ogni x € X si ha x ¢ X \ {«}, riducibile altrimenti. In particolare:

(1) il sottinsieme vuoto @ ¢é irriducibile; un singoletto {x} é riducibile sse x < &, sse x € ().

(2) Se X ¢ irriducibile, e X U {u} ¢é riducibile, allora u < X.

(3) un insieme X é irriducibile se e solo se ogni suo sottinsieme finito lo é (equivalentemente, X &
riducibile se e solo se contiene un insieme finito riducibile).

(4) Se X ¢ irriducibile e u < X allora la classe {Z C X|u < Z} ha elemento minimo per 'inclusione
che ¢ un sottinsieme finito.

4.5.7. DIPENDENZA LINEARE E DIPENDENZA ALGEBRICA. Gli insiemi irriducibili per la relazione
di dipendenza lineare sono i sottoinsiemi linearmente indipendenti di V'; gli insiemi irriducibili per la
relazione di dipendenza algebrica sono i sottoinsiemi (formati da elementi di H) trascendenti su K.

4.5.8. DEFINIZIONE-TEOREMA (BASI).  Un insieme irriducibile di generatori per A si dice una
base di A (per la relazione di dipendenza). Sia Y un insieme di generatori per A; allora
(1) Y contiene (almeno) una base di A;
(2) se X ¢ un sottinsieme irriducibile contenuto in Y, allora X é contenuto in qualche base di A
contenuta in Y.
(3) Due qualsiasi basi di A sono equipotenti.

DIMOSTRAZIONE. Vedi Barsotti “Appunti di Algebra” lez. 36 (per questi risultati si usa il
lemma di Zorn). O

4.5.9. DIPENDENZA LINEARE E DIPENDENZA ALGEBRICA. Di conseguenza esistono basi per ogni
spazio vettoriale V, e la loro cardinalita ¢ costante; ed esistono basi di trascendenza di H su K, vale a
dire insiemi X di trascendenti indipendenti su K tali che H & algebrico su K(X), e la loro cardinalita
¢ costante.

5. Coordinate.

5.1. DEFINIZIONE (COORDINATE DEI VETTORI IN UNA FISSATA BASE). Sia V' uno spazio
vettoriale su C' di dimensione n, e sia ¥ = (v1,...,v,) una base ordinata di V. Allora per ogniv € V
restano determinati unicamente gli scalari o; € C tali che v = ZZ a;v;; la n-upla (a1, ..., a,) si dice
n-upla delle coordinate di v nella base ¥'. Di solito abuseremo della terminologia dicendo “base”
invece di “base ordinata”, se sara chiaro dal contesto.

5.1.1. ESEMPIO. Si osservi che le coordinate di un vettore dipendono dalla base scelta per lo
spazio vettoriale. Esistono vettori che hanno sempre le stesse coordinate in qualunque base? Fissato
un vettore v, esiste sempre una base dello spazio in cui quel vettore ha coordinate (1,0,...,0)?
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5.1.2. PROBLEMA. Si osservi che vale una proprieta piu forte di quella usata nella definizione:
un insieme (v1,...,v,) € una base di V' se e solo se ogni vettore v € V si puo scrivere in un unico
modo come combinazione lineare dei vettori di quell’insieme.

5.2. ESeEMPI. Ritorniamo agli esempi fondamentali di spazi vettoriali.

5.2.1. SPAZI VETTORIALI STANDARD. Si dice base canonica di C"™ I'insieme ordinato

1 0 0
; | °
E=(e1,---,ep)ove ex=| |,ea= "], . .;en=1":
: : 0
0 0 1

ovvero e; € la n-upla che ha 1 come i-sima componente e 0 altrove. In particolare lo spazio vettoriale
standard C™ ha dimensione n. In questa base, le coordinate di un vettore v sono esattamente le sue
componenti numeriche; infatti se v = (v1,...,v,)

v =wv1€1 + -+ vpe, .

Detto u =e; + - - - + e, (vettore le cui coordinate in base canonica sono tutte 1), verificare che anche
I'insieme

F=(u—eg, -, u—ep)
€ una base ordinata di C"; trovare le coordinate di u in questa base, e pili generalmente trovare le
coordinate nella base .# del vettore di coordinate (z1,...,x,) nella base &.

5.2.2. Porinowml. Il principio di uguaglianza tra polinomi (due polinomi sono uguali se e solo se
i coefficienti di potenze omologhe della variabile sono uguali; ovvero un polinomio ¢ nullo se e solo se
tutti i suoi coefficienti sono nulli) dice che I'insieme

2 ={1,X,X%, X3 ..., X" ..}

¢ un insieme linearmente indipendente, ed in effetti & una base per lo spazio vetoriale C[X] dei
polinomi; dunque si tratta di uno spazio vettoriale di dimensione infinita (numerabile). In questa
base, le coordinate di un polinomio sono esattamente i suoi coefficienti.

Si consideri I'insieme

Y = {L,1+X, 14X+ X% 14X+ X7+X5, > X"}
1=0

e si dimostri che si tratta di una base per lo spazio dei polinomi; si esprimano in questa base le
coordinate di un polinomio P(X) = Y"1 j &, X™ in funzione dei suoi coefficienti a,.

5.2.3. POLINOMI TRONCATI. Una base per lo spazio C[X]«,, dei polinomi troncati all’ordine n
e l'insieme

I ={1,X, X% X3 ... X"}

da cui si deduce che questo spazio ha dimensione n + 1.

Esistono basi di C[X]«,, fatte di polinomi di grado (tutti) esattamente n? Se si, scriverne almeno
due, ed esprimere in termini di quelle basi le coordinate di un generico polinomio troncato.

E vero che in ogni base deve esistere almeno un polinomio di grado n? E di grado i per i < n?

(INTERPOLAZIONE DI LAGRANGE) Dati Ag, A1, ..., A\, € C distinti, esistono fo(X), f1(X),..., fa(X) €

C[X] di grado esattamente n, che costituiscono una base di C[X]¢,, tali che f;(A;) = ;. Infatti
basta usare f;(X) =[], f%/}f] Come verificarne I'indipendenza?

Si osservi inoltre che la somma degli f;(X) da 1, mentre la somma dei A; f;(X) da X: Y, fi(X) =1
e Yy . Aifi(X) = X. Da questo ¢ immediato dedurre per ogni f(X) € C[X]<, la scrittura come
combinazione lineare f(X) = )", ¢; fi(X); infatti si trova ¢; = f(\;).

5.2.4. SERIE FORMALI. Poiché le serie formali contengono un sottospazio di dimensione infinita
(quello dei polinomi), si tratta di uno spazio di dimensioni infinita, e in realta pitt che numerabile. Per
studiare questo tipo di spazi vettoriali bisogna considerarne anche altre strutture (quelle topologiche
in particolare).

5.2.5. FUNZzIONI REALI. Lo spazio delle funzioni continue di R in sé contiene il sottospazio delle
funzioni polinomiali; quindi necessariamente ¢ di dimensione infinita. In effetti la sua dimensione &
piu che numerabile, e scriverne una base ¢ al di fuori delle nostre attuali possibilita.
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5.2.6. FUNZIONI A VALORI IN UN CORPO. Lo spazio delle funzioni di un insieme X in C e di
dimensione finita se e solo se X & un insieme finito, ed in tal caso ¢ pari al numero di elementi di X
(scrivere esplicitamente una base). Altrimenti, se X ¢ infinito, questo spazio contiene un sottospazio
(dato dalle funzioni che si annullano su “quasi ogni” elemento di X) che & di dimensione infinita, pari
alla cardinalita di X.

In generale, I'insieme delle funzioni di X (insieme finito) a valori in V' (spazio vettoriale), con la
naturale struttura di spazio vettoriale, ha dimensione |X|dim¢ V.

5.2.7. SPAZI VETTORIALI REALI E COMPLESSI. Il corpo C dei numeri complessi ha dimensione
2 come spazio vettoriale su R; infatti 'insieme {1,4} & una base di C su R: ogni numero complesso z
si scrive unicamente come somma a + ib con a,b € R.

Anche Pinsieme {1 + 4,1 —4} ¢ base di C su R; dimostrarlo e calcolare le coordinate del numero
complesso z = a + b in questa nuova base.

Consideriamo ora uno spazio vettoriale V su C, di dimensione n e base ¥ = {v1,...,v,}. Allora
V & uno spazio vettoriale su R (restringendo il prodotto per gli scalari ai numeri reali), di base
V' = {v1,iv1...,0,,90,}, e dunque di dimensione 2n su R (verificare). Dunque per ogni spazio

vettoriale complesso V, si ha dimg V = 2dimc V.

5.2.8. SPAZI PRODOTTO. Se V & spazio vettoriale su C di dimensione n con base ¥ =
{v1,...,v,}, € W & spazio vettoriale su C' di dimensione m con base # = {wi,...,wy,}, allora
lo spazio prodotto V' x W ha come base l'insieme delle coppie

{(v;,0):i=1,...,n} U{(0,w;) : j=1,....m}

e dunque ha dimensione n + m (verificare). In generale dima(V x W) = dime V 4 dime W, cioe lo
spazio prodotto ha dimensione pari alla somma delle dimensioni degli spazi dati.
Generalizzare 1’esempio al prodotto di un numero finito di spazi vettoriali sullo stesso corpo C.

5.2.9. SPAZI QUOZIENTE. Se V & spazio vettoriale su C' di dimensione n e W & sottospazio
vettoriale di V' di dimensione m (necessariamente m < n), verificare che lo spazio quoziente V/W
ha dimensione n — m (si cominci scegliendo una base per W e completandola ad una base di V; le
classi degli elementi che si sono dovuti aggiungere costituiranno una base dello spazio quoziente). In
generale dime (V/W) = dime V —dime W, ciog lo spazio quoziente ha dimensione pari alla differenza
delle dimensioni dello spazio ambiente e del suo sottospazio.

5.3. DESCRIZIONE DI SOTTOSPAZI. Visono essenzialmente tre modi per descrivere i sottospazi W
di un fissato spazio vettoriale V'; 'unico visto finora essenzialmente e tramite generatori, possibilmente
linearmente indipendenti:

5.3.1. DESCRIZIONE TRAMITE GENERATORI. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n, e W
un suo sottospazio di dimensione m. Allora W ammette una base formata da esattamente m vettori,
siano wi, . .., Wy, € si puod descivere come W = (wy, ..., wy,), ovvero come U'insieme di tutti i vettori
w di V' che si scrivono come combinazione

W= QLW + W + -+ + AW,

con i coefficienti oy, g, ..., ay, in C:
m .
W:{ E ) 1Ck7;’wi |Ck7;€C, V’L}
=

Nel caso di spazi vettoriali di dimensione finita, fissata una base di V' e considerando le relative
coordinate, abbiamo altri due possibili descrizioni del sottospazio W:

5.3.2. DESCRIZIONE TRAMITE EQUAZIONI PARAMETRICHE. Siano

w11 w12 W1,m

w21 w2 2 W2, m
) b )
w1 W, W m
le coordinate dei vettori wy, ..., w,, nella base scelta di V; allora possiamo descivere il sottospazio W
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come l'insieme dei vettori w di V' le cui coordinate nella base scelta si scrivono
T = Qw11 + Wi+ ...+ QpWim

To = w21 + QW2 2 +...+ QW2 m

Tp = Q1Wp,1 + QW2 + ... + AWy m

al variare dei coefficienti ay, as, ..., a,, € C. Queste espressioni si dicono equazioni parametriche per
W, e gli a; si dicono i parametri.

Dato un tale sistema di equazioni parametriche, € immediato ritrovare un sistema di generatori
per W, che risulta una base se il numero di parametri era pari alla dimensione di W.

5.3.3. DESCRIZIONE TRAMITE EQUAZIONI CARTESIANE. Dalle equazioni parametriche si puo
procedere con il metodo di “eliminazione dei parametri”: si ricava un parametro dalla prima equazione
(eventualmente cambiando 'ordine delle equazioni) e lo sostituisce nelle altre; gettando via la prima
equazione si ottiene un sistema con una equazione in meno e un parametro in meno. Ripetendo
il processo per tutti i parametri si ottiene un sistema di m — m equazioni (lineari omogenee) nelle
coordinate x1, xs, ..., x, che descrive la sottovarieta W. Queste si dicono equazioni cartesiane per W.

Dato un tale sistema di equazioni cartesiane (lineari omogenee), si pud risalire ad una descrizione
parametrica, o tramite generatori, del sottospazio “risolvendo il sistema”, ovvero esplicitando quali
sono tutte e sole le n-uple di coordinate che soddisfano a quel sistema.

5.3.4. RELAZIONI TRA NUMERO DI GENERATORI INDIPENDENTI, DI PARAMETRI E DI EQUAZIONI
CARTESIANE. Seguendo bene i passaggi appena fatti si vede che la dimensione di W corrisponde al
numero minimo di generatori necessario per descrivere il sottospazio, e anche al minimo numero di
parametri necessari per le equazioni parametriche. Lo stesso spazio W e invece descritto da equazioni
cartesiane in numero minimo di n — m; questo numero viene spesso indicato come la codimensione di
W in V (dipende da V, W e dal corpo C).

5.3.5. ESEMPI. Se V' & spazio vettoriale di dimensione n, allora:

(0) per descrivere il sottospazio nullo servono 0 generatori, 0 parametri, ovvero n equazioni (indipen-
denti); si ricordi che (@) = (0) = {0}, e che il vuoto & & base del sottospazio nullo.

(1) per descrivere una retta serve un generatore (non nullo), un parametro, ovvero n — 1 equazioni
(indipendenti);

(2) per descrivere un piano servono due generatori (linearmente indipendenti), due parametri, ovvero
n — 2 equazioni (indipendenti);

(3) per descrivere uno spazio (tridimensionale) servono tre generatori (linearmente indipendenti), tre
parametri, ovvero n — 3 equazioni (indipendenti).

Si dice iperpiano invece un sottospazio definito da una equazione cartesiana, per descrivere il quale

servono dunque n — 1 generatori (indipendenti), ovvero un sistema parametrico con n — 1 parametri.

6. Relazione di Grassmann.

6.1. TEOREMA (FORMULA DI GRASSMANN). Siano Uy ed Uy sottospazi vettoriali di V'; vale
la seguente relazione:

dime Uy + dime Us = dimc(Ul + Ug) + dimc(Ul N UQ) .

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo una base % = {wy,...,w,} di Uy N Us, e completiamola ad una
base % = {w1,...,wr,u1,...,us, } di Uy e ad una base % = {wy,...,wy,v1,...,0s,} di Us. Dunque
con gli indici introdotti abbiamo che dime (U NUs) = r, dimg Uy = 7 + s1 e dimg Uy = r + s5. Di
conseguenza basta dimostrare che dime(U; + Us) = r + s1 + $2, e per far questo basta trovare una
base di U; + Uy con esattamente r 4+ s; + so elementi.

Verifichiamo che l'insieme

%1 U%g = {wl,...,wr,ul,...,usl,vl,...,USQ}
(che ha esattamente quel numero di elementi) & una base di Uy + Us. Che sia un insieme di generatori

& quasi ovvio, vista la relazione Uy + Uy = (24 U %), poiché Uy = (%) e Us = (%).
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Resta da verificare che si tratta di un insieme linearmente indipendente. Supponiamo
aqwy + -+ apwy + Grur o+ Bs Usy vt Vs Us, = 0
e vogliamo mostrare che tutti i coefficienti devono essere nulli. Scrivendo
agwy + -+ apwy + Brur + -+ Bs Us, = =101 = 0 = Vs, Vs,

vediamo che si tratta di un vettore in Uy N Uy (guardando il lato sinistro dell’'uguaglianza vi vede
che appartiene a Uj, e guardando il lato destro che appartiene a Us). Allora deduciamo che esistono
coefficienti 41, ..., d, tali che

61w1 + -+ 57‘“’7‘ = —71V1 — * — Vs Usy

OvVVero

drwi + -+ 0pwr + 7101+ Ve, Vs, =0
da cui abbiamo v, = -+ = 7,, = 0 trattandosi di una combinazione di elementi della base % (anche
01 =--- =0, =0, ma non ci interessa). Tornando allora alla prima relazione abbiamo ora

ojwy + - opwe + Brur + -+ Bs ug, =0
da cui infine ay = --- = a, = 1 = --- = (5, = 0 trattandosi di una combinazione di elementi della
base %;. O

6.1.1. ESEMPIO (INTERSEZIONE DI SOTTOSPAZI). Una applicazione particolarmente interessante
della formula di Grassmann ¢ la seguente: se due sottospazi hanno dimensione “abbastanza grande”,
essi devono avere una intersezione non banale (cioe diversa dal solo vettore nullo). Per esempio:

(a) due sottospazi di dimensione 2 in uno spazio di dimensione 3 devono intersecarsi almeno in una
retta;

(b) due sottospazi di dimensione 3 in uno spazio di dimensione 4 devono intersecarsi almeno in un
piano;

(c) in generale, due sottospazi di dimensione m; ed ms in uno spazio di dimensione n devono inter-
secarsi in un sottospazio non banale se m; + mo > n, ed in tal caso la minima dimensione dello

spazio intersezione ¢ my + mso — n.

6.1.2. PROBLEMA (SOMME DIRETTE). Siano U; ed U, sottospazi vettoriali di V, e sia W =
Uy + Us; i seguenti fatti sono equivalenti:

(1 dimc(U1 + UQ) = dim¢ Uy + dimg Uy
(2 U1 n U2 = 0;
W =U; & Uy;

(4) ogni elemento w € W si scrive in modo unico come somma uq + ug con uy € Uy e ug € Us;
(4) se ug +uz =0 con u; € Uy e ug € Us allora u; =0 = us.
Estendere Ienunciato al caso di r spazi in somma diretta (attenzione!).

)
)
(3)
)
)
t

6.1.3. PROBLEMA. Come si puo generalizzare la formula di Grassmann avendo tre o piu sot-
tospazi? In particolare dare un controesempio alla seguente formula (falsa):
dimc(U1 + U2 + Ug) = dimc U1 + dimc U2 + dimc U3+
— dime (U NUy) — dime (U NU3) — dime(Uy N U3)+
+ dimc(U1 NU; N Ug)
(osservare invece che la formula diventa vera sostituendo “sottospazi vettoriali di un fissato spazio,

dimensione, somma di sottospazi, intersezione” con “sottinsiemi finiti di un fissato insieme, cardinalita,
unione, intersezione” rispettivamente: si tratta allora di una delle formule di inclusione-esclusione).

7. Esercizi.
7.1. Nel piano R? consideriamo i vettori v = (}) e w = (7).

(a) mostrare che ogni vettore z = (i; ) del piano si scrive in modo unico come combinazione lineare
x = av + pw (determinare « e § in funzione di z; ed x3);
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(b) disegnare e caratterizzare (tramite equazioni o disequazioni) i sottoinsiemi di R? formati dagli
estremi finali dei vettori del tipo av + fw ove a e (8 sono numeri reali soggetti alle seguenti
condizioni:

(C) a,B€[0,00)
(R) a+p=1
(S) a+pB=1cona,3e|0,1]
(P) a,p€[0,1]
(T) a+B<1cona,fe|0,1]
(X) a+p <1
(c) specificare le relazioni di inclusione tra gli insiemi precedenti.

7.2. Nello spazio R? consideriamo i vettori v = (%) ew= (ZQ% )

(a) mostrare che un vettore z = (%ﬁ) appartiene al piano generato da v e w se e solo se vale la
3
relazione 4x, — 2x5 + x3 = 0;
(b) descrivere i sottoinsiemi analoghi a quelli dell’esercizio precedente.

7.3. Nello spazio R? consideriamo i vettori u = ((1)) v = (%) ew= (—%1 )

(a) verificare che sono linearmente indipendenti e risolvere in «, 3, v la relazione x = au + fv + yw
per un vettore x = (%) generico;

(b) disegnare e caratterizzare (tramite equazioni o disequazioni) i sottoinsiemi di R® formati dagli
estremi finali dei vettori del tipo au+ Bv+~yw ove a, § e v sono numeri reali soggetti alle seguenti
condizioni:

(C) a,B,v € [0,00)
(Pi) a+B+v=1
(Tr) a+p+~v=1con «,f,7€0,1]
(Pa) o, 3,7 €10,1]
(Te) a+pB+~v<1cona,B,vyel0,1]
(X) a+p8+y< 1L
(c) specificare le relazioni di inclusione tra gli insiemi precedenti.

7.4. Verificare che I'insieme dei vettori u = (;), v = (711), w = (701) ez = (;2) di R? & generatore,
),v:(é>,w= (—Ol),ezz (_21) di R3 &
-1 1 Z2

0
w= (11) (sono linearmente indipendenti?), e poi completare quest’insieme ad una base di R4
1

ed estrarne tutte le basi possibili di R2.

7.5. Verificare che l'insieme dei vettori v = (

[=] 1

generatore, ed estrarne tutte le basi possibili di R3.

7.6. Descrivere tramite equazioni il sottospazio di R* generato dai vettori u = <

ONOH

x

7.7. Verificare che i sottinsiemi di R* formati dai vettori x = < s > soddisfacenti alle condizioni
Ty

1 —x4=0=m1+ 2 (sialU) e xg — x4 =0 = 29 + 23 (sia V) sono sottospazi vettoriali, trovarne
la dimensione evidenziando delle basi; calcolare poi I'intersezione trovandone una base. Trovare le
equazioni del pil1 piccolo sottospazio vettoriale di R* contenente sia U che V.

7.8. Siano v e w due vettori non nulli di uno spazio vettoriale V. Sotto quali condizioni i vettori
v e av + Pw sono linearmente indipendenti?

7.9. Consideriamo lo spazio vettoriale reale delle applicazioni continue di R in sé.

(a) vero che l'insieme formato dalle tre funzioni 1 (funzione costante), sin® e cos? ¢ linearmente
dipendente?

(b) si consideri 'insieme {sin(nx) : n € N, n # 0} U {cos(nz) : n € N} e si dimostri che € un insieme
linearmente indipendente;

(c) cosa dire dell’insieme {sin(a+nz):n €N, n#0, a € R}?

7.10. Sia V = K[X]«4 lo spazio vettoriale su K dei polinomi di grado minore o uguale a 4.
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qual ¢ la dimensione di V' su K7

esistono basi di V' i cui elementi siano polinomi di grado 47

esistono basi di V' i cui elementi siano polinomi di grado minore o uguale a 37
esistono basi di V i cui elementi siano polinomi privi di termine noto?

7.11. Si determini se i sottoinsiemi di R? formati dai vettori = (%é) soddisfacenti alle con-
3

dizioni seguenti siano o meno sottospazi di R3:
(a) 21+ 23 = a3
) |21 = |2
) 1+ T2 =3
) X192 + Tols = 0
e) x1+xe—x3+1=0
ya,—a5=0ex; =0
) x1 —xoxz3=0ex1 =0
In ciascuno dei casi, cercare di disegnare 'insieme in questione.

7.12. Calcolare somma, intersezione (evidenziando basi e dimensioni) per i seguenti sottospazi
R4'

=8 =()- ()
o v=(§)- (i) =))- ()

7.13. Sia V = K[X]<4 lo spazio vettoriale su K dei polinomi di grado minore o uguale a 4.
Consideriamo i seguenti sottinsiemi:

Vi={feV:f(X)=f(-X)} e Va={feV:f(X)=—-f(-X)}.

(a) mostrare che Vy e V, sono sottospazi, trovarne delle basi e le dimensioni;
(b) & veroche V=V, ®V,?
(¢c) generalizzare sostituendo 4 con n generico.

7.14. Come lesercizio precedente usando i sottoinsiemi U = {f € V : f(X) = f(1 - X)} e
W={f€V:f(X)=—f(1—X)}

7.15. Qual ¢ la minima dimensione di uno spazio vettoriale V tale che due suoi sottospazi di
dimensione m; ed ms si intersecano solo nel vettore nullo? Dare degli esempi per my,mo = 1,2, 3, 4.

7.16. Qual & la massima dimensione di uno spazio vettoriale V tale che due suoi sottospazi di
dimensione m; ed mgy hanno intersezione sempre non banale? Dare degli esempi per mi,ms = 1,2, 3,4.

7.17. Sia Q(X) = ¢(X —ay)™ -+ (X —a,)™ un polinomio di gradon =Y _;_, m; in V = K[X]
e consideriamo 'insieme

PX)
Vi :{:PX €V con deg P(X <n}
e= g0 P (X)

(a) mostrare che Vg & spazio vettoriale su K di dimensione n;

(b) mostrare che l'insieme {m tji=1,...,m;ei=1,...,r} ¢ una base di Vg su K.

7.18. Siano u, v, w e z quattro vettori in R™ tali che i loro estremi siano i quattro punti consecutivi
di un parallelogramma.
(a) interpretare la condizione data in termini dei vettori;
(b) mostrare che (v—u) — (w—u)+ (z —u) =0;
(c) verificare che u + (w — u) = v + 4(z — v) e dare Dinterpretazione geometrica dell'uguaglianza.
7.19. Si consideri 'insieme Ry dei numeri reali strettamente positivi, dotato delle seguenti
operazioni: la “somma” di due numeri sia il loro prodotto, il prodotto scalare del reale o« € R per
Ielemento r € R+ sia r®. Dimostrare che R~ con queste operazioni & uno spazio vettoriale reale il
cui vettore nullo ¢ 1. Qual’e la sua dimensione?

7.20. TRASPORTO DI STRUTTURA VIA BIIEZIONI. Se V e spazio vettoriale su C, e ¢ : V— 8
¢ una biiezione insiemistica tra V e un insieme .S, con inversa ¢ : S — V allora le due posizioni
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a-s:=pla(s)) e s+ 8 = @p(w(s) + ¥(s")) (per ogni a € C, s, € S) danno ad S una struttura di
spazio vettoriale su C. Chi e ’elemento neutro? Qual’e la dimensione di S su C?

Esplicitare la costruzione nei casi di exp : R — R+ (funzione esponenziale), arctg : R —] —m, 7|
(funzione arcotangente), 7 : R — R (funzione “moltiplicazione per 7).
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Capitolo 11

Applicazioni Lineari e Matrici

Uno dei punti fondamentali della Matematica ¢ il fatto di considerare ogni qual volta si definisca
un qualche tipo di oggetto anche le funzioni che in qualche senso rispettano la struttura di quel tipo
di oggetti. Se tra due insiemi consideriamo funzioni di qualsiasi tipo, tra insiemi dotati di qualche
struttura algebrica considereremo solo funzioni che rispettano in qualche senso pitt 0 meno forte quelle
strutture. Cosi, tra gruppi consideriamo solo omomorfismi di gruppo, tra anelli solo omomorfismi di
anello, tra corpi solo omomorfismi di corpo, tra spazi vettoriali (su uno stesso corpo) solo applicazioni
lineari - almeno per il momento.

Il punto fondamentale & che il dato di una applicazione lineare tra spazi vettoriali di dimensione
finita & completamente determinato da un insieme finito di dati (le immagini dei vettori di una
base), che si possono organizzare in una “matrice” che descrive completamente 1'applicazione. 1l
calcolo matriciale che ne risulta viene definito in modo che le operazioni tra matrici corrispondano
alle operazioni tra le applicazioni lineari corrispondenti.

L’esigenza di scegliere basi degli spazi vettoriali per poter usare il cacolo matriciale comporta
di dover capire come questo calcolo cambia variando la scelta delle basi; le matrici di cambiamento
di base rispondono a questi problemi. Si tenga presente che la scelta di una base in uno spazio
vettoriale & spesso del tutto arbitraria, mentre i problemi di tipo geometrico e le loro soluzioni devono
essere intrinseci e non devono dipendere da scelte arbitrarie; d’altra parte ¢ chiaro che ogni problema
potra avere una espressione matriciale piti semplice in una base opportunamente scelta. E quindi
fondamentale sapere come cambia ’espressione matriciale di un dato o di un problema variando la
scelta delle basi coinvolte.

1. Applicazioni lineari.

1.1. DEFINIZIONE (APPLICAZIONI LINEARI). Siano V' e W spazi vettoriali su un corpo C.
Una applicazione ¢ : V. — W si dice lineare se soddisfa alle seguenti condizioni:

(L1) o(u+v)=p(u) + pv) Yu,veV);
(L2) ¢(av)=ap(v) (Vv e V,Va e O).
Queste due condizioni sono equivalenti all’'unica condizione

(L) plau + pv) = ap(u) + Bp(v)  (Vu,v €V, Vo, B € C),
o anche alla condizione
(L) plau +v)=ap(u) + p(v) (Vu,v eV, Va € C).

1.1.1. Dalla definizione segue subito che si ha ¢(0) =0 e p(—v) = —p(v).
1.1.2. Sempre dalla definizione troviamo che ¢ (3, ;v;) = >, a;(v;), cioe

plonvr + agva + -+ + apUym) = a1p(v1) + aop(ve) + - - + ame(vm),

per ogni insieme finito di vettori v; e ogni corrispondente insieme di scalari ;. Da questo si deduce
subito che una applicazione lineare ¢ determinata dai valori assunti su una base del dominio: infatti
noti i valori di ¢ su una base di V, si puo trovare il valore dell’applicazione su ogni vettore di
V. Viceversa, una volta assegnati i valori su una base di V, esiste una (unica) applicazione lineare
soddisfacente a quelle condizioni (che si ottiene con la formula sopra scritta), che si dice ottenuta
“estendendo per linearita” le condizioni date.

1.1.3. COMPOSIZIONE DI MORFISMI LINEARI. Date due applicazioni lineari ¢ : V—->W e ¢ :
W — U, segue dalla definizione che la composizione ¢ o ¢ : V — U & ancora una applicazione lineare.
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1.2. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (NUCLEO E IMMAGINE). Sia ¢ : V— W una applicazione
lineare. Il nucleo (kernel) di ¢ é I'antimmagine del vettore nullo
kerp:={v eV | p(v)=0}
e I'immagine di ¢ ¢ I'immagine in senso insiemistico
ime:={w e W | esiste v € V tale che w=¢(v)}

Nucleo e immagine si ¢ sono sottospazi vettoriali di V' e W rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE. Verifica immediata. O

1.3. TEOREMA (FORMULA DELLE DIMENSIONI PER APPLICAZIONI LINEARI). Siap:V —>W
una applicazione lineare, e supponiamo V di dimensione finita. Allora vale la relazione

dimg V = dim¢ ker ¢ + dimeim @ .

DIMOSTRAZIONE.  Osserviamo prima di tutto che le tre dimensioni coinvolte nella formula
sono finite (quella di V' per ipotesi, quella di ker ¢ perché si tratta di un sottospazio di V', quella
di im ¢ perché si tratta di un sottospazio vettoriale di W che ¢ generato dall’immagine dei vettori
di una qualsiasi base di V). Ora scegliamo una base di kerp, sia v1,...,v,, e completiamola ad
una base di V, sia v1,...,0,,Vp41,...,0,. Per dimostrare la formula del teorema basta mostrare che
©(Vp41)y -« -, (V) costituiscono una base di im ¢. Mostriamo che sono un sistema di generatori: se
w = v € im g, allora v =" | a;v; e abbiamo

n

w=pv = @(Z Qv;) = Z aip(vi)

i=r+1
da cui la conclusione voluta. Mostriamo che formano un sistema linearmente indipendente: se
> @i = 0 allora abbiamo ) 7" ., a;v; € ker g, e usando che kerp & generato da vy, ..., v,
. n ™ . . o .
abbiamo ), a;v; =) i a;v;, da cui deduciamo o; = 0 per ogni i = r+1,...,n. O

1.3.1. PROBLEMA. Se ¢ :V — W & lineare, allora immagini di sottospazi di V' sono sottospazi
di W (cioe se V! < V allora p(V’) < W) e antimmagini di sottospazi di W sono sottospazi di V' (cioe
se W' < W allora ¢*(W') < V) contenenti ker ¢.

Dare delle formule per le dimensioni di immagini e antimmagini di sottospazi; da cosa dipendono
essenzialmente? In particolare, per quali V/ < V si ha dim (V') = dim V'?

1.4. TEOREMA (INIETTIVTA E SURIETTIVITA). I seguenti fatti sono equivalenti alla iniettivita

di

(1) kerp =0 (ovvero dimker p = 0);

(2) se S C V é linearmente indipendente allora ¢S C W ¢ linearmente indipendente (equivalente-
mente: se pS C W ¢é linearmente dipendente allora S C V' é linearmente dipendente);

(3) ¢ manda basi di V' in insiemi linearmente indipendenti di W;

(4) ¢ manda basi di V' in basi di im ¢;

(5) ¢ ammette una inversa a sinistra (esiste 1) : W —V tale che ¢ o ¢ = idy ).

Da cio si deduce che, se p é iniettiva, allora dim¢ V' < dime W.

I seguenti fatti sono equivalenti alla suriettivita di p:

(1) imyp = W (ovvero dimim ¢ = dim W se V o W hanno dimensione finita);

(2) ¢ manda basi di V' in insiemi generatori di W;

(3) I'immagine di una base di V' contiene una base di W;

(4) ¢ ammette una inversa a destra (esiste 1 : W —V tale che ¢ o ¢ = idw ).

Da cio si deduce che, se ¢ é suriettiva, allora dimg V > dime W.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

1.5. TEOREMA (ISOMORFISMI). Una applicazione lineare ¢ : V — W si dice un isomorfismo
se esiste una applicazione lineare inversa ¢ : W —V (cioé tale che ¥ o p = idy e p o) = idw ). I
seguenti fatti sono equivalenti a che ¢ sia isomorfismo:
(1) ¢ é biiettiva (come mappa di insiemi; cioé diciamo che l'inversa insiemistica ¢ necessariamente
una applicazione lineare);
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(2) ¢ é iniettiva e suriettiva;

(3) kerop=0ecimp =W;

(4) ¢ manda basi di V' in basi di W.

In particolare, se ¢ € isomorfismo, allora dim¢c V = dimg W.

DIMOSTRAZIONE. B conseguenza del precedente. O

1.6. COROLLARIO (ENDOMORFISMI).  Se dim¢g V=dimc W ¢ finita (per esempio se V. =W ¢
spazio vettoriale di dimensione finita) allora i seguenti fatti sono equivalenti:
(1) o & un isomorfismo;
(2) ¢ ¢ iniettiva;
(2') keryp =0;
(3) » é suriettiva;
(3) imp =W.

DIMOSTRAZIONE. Basta usare la formula delle dimensioni per una applicazione lineare: ker ¢ =
0 (iniettivita) se e solo se dim¢ ker ¢ = 0, se e solo se dimg im e = dime W se e solo se imp = W
(suriettivitd). O

1.6.1. OSSERVAZIONI SULLA FINITEZZA. Si osservi che per il risultato precedente & essenziale
Iipotesi di finitezza delle dimensioni; trovare degli esempi di applicazioni lineari iniettive ma non
suriettive, e suriettive ma non iniettive tra gli endomorfismi di uno spazio vettoriale di dimensione
infinita (lo spazio dei polinomi per esempio: derivazione, integrazione indefinita “senza costante”,
composizioni?).

La situazione va paragonata con quella che si ha considerando mappe di insiemi di un insieme
finito (con un numero finito di elementi) in s¢; anche in quel caso abbiamo che biiettivita, iniettivita,
suriettivita sono nozioni equivalenti. Fatto evidentemente falso per applicazioni di un insieme infinito
in sé (farsi degli esempi). Nel caso di spazi vettoriali finitamente generati, abbiamo che le mappe
lineari sono determinate in effetti dai loro valori su un insieme finito, anche se gli spazi stessi possono
avere infiniti elementi.

1.7.  Ricordiamo che lo spazio vettoriale standard V,,(C) su C di dimensione n ¢ I'insieme
C™ dotato delle operazioni “componente per componente”e che la sua base canonica ¢ data dai vet-
tori e;. Sia V uno spazio vettoriale su C di dimensione finita dimc V' = n e scegliamo una base
¥Y=(v1,...,v,) di V. Questo determina un isomorfismo V,,(C) — V mandando la base canonica di
V. (C) ordinatamente nella base scelta. Dunque la scelta di una base determina un isomorfismo di
un qualsiasi spazio vettoriale di dimensione finita n con lo spazio vettoriale standard V,,(C) di quella
dimensione. Osserviamo pero che questo isomorfismo dipende dalla scelta della base di V, cioé non &
intrinseco.

1.8. EsEmMPI. Diamo alcuni esempi particolarmente importanti di applicazioni lineari.

1.8.1. INCLUSIONI DI SOTTOSPAZI. Se W ¢ un sottospazio di V, allora l'inclusione insiemistica
tw : W —V & una applicazione lineare, con nucleo nullo e immagine esattamente W.

1.8.2. PROIEZIONI SU QUOZIENTI. Se W e un sottospazio di V, allora il morfismo canonico
mw : V. —=V/W che ad ogni vettore associa la sua classe modulo W & una applicazione lineare, con
nucleo W e immagine tutto V/W. Da questo, usando i prossimo teorema si puo ritrovare la formula
per la dimensione dei quozienti: dimg V/W = dim¢ V — dime W.

Si osservi anche che per ogni W’ complementare di W (cioe V=W & W’ ovvero V=W + W’
e WNW'=0), si ha una mappa canonica, lineare e biiettiva W’ — V/W; di nuovo si pud dedurre
dime V/W = dime W’ = dime V' — dime W.

1.8.3. PROIEZIONI. Siano U; e U, sottospazi vettoriali complementari di uno spazio vettoriale
V (dunque V =U; @ Uy, ovvero V = Uy + Uy e Uy N Uz = 0). Allora 'applicazione ﬂgf :V—V che
ad ogni vettore v = uy +ug di V (con uy € Uy e us € Us) associa il vettore uy di dice proiezione su
U; nella direzione di Us. Si tratta di una applicazione lineare di immagine U; e di nucleo Uy (dunque
¢ un isomorfismo se e solo se Uy = 0 e U; =V, nel qual caso si tratta dell’identita). Si osservi che la
composizione della proiezione con sé stessa da ancora la proiezione stessa.
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1.8.4. PROBLEMA. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n sul corpo C' ed p un endomor-
fismo di V tale che p? = p.
(a) Simostri che V =imp @ ker p.
(b) Simostri che esistono una base (v1,...,v,) di V ed un intero 4, 1 < < n+1, tali che p(v;) = v;,
se j<i,ep(vy)=0,sej>1.
(¢) Dedurne che si tratta della proiezione di asse imp e direzione ker p.
Quindi una applicazione lineare di uno spazio vettoriale di dimensione finita in sé é una proiezione se
e solo se coincide con il proprio quadrato.

1.8.5. SIMMETRIE. Nella stessa situazione, I’applicazione Jgf : V—V che ad ogni vettore
v=u1 +us di V (con u; € U e ug € Us) associa il vettore u; — us di dice simmetria di asse U; e di
direzione Us. Si tratta di una applicazione lineare di immagine V e di nucleo 0, dunque & sempre un
isomorfismo; I'applicazione inversa ¢ la stessa simmetria.

1.8.6. PROBLEMA. Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n sul corpo C (di caratteristica
diversa da due) e s un endomorfismo di V tale che s? = idy.

(a) Si mostri che ker s = 0, dunque s ¢ un isomorfismo.
(b) Si mostri che esistono due sottospazi complementari V; e V_ di V tali che s agisce come l'identita

su V4 e la moltiplicazione per —1 su V_.

(c) Simostri che esistono una base (v1,...,v,) di V ed un intero i, 1 < i < n+1, tali che s(v;) = vj,

se j <1, e s(v;) =—vj, se j = i.

(d) Dedurne che si tratta della simmetria di asse V, e direzione V_.
Quindi una applicazione lineare di uno spazio vettoriale di dimensione finita (su un corpo di caratter-
istica # 2) in sé & una simmetria se e solo se é di quadrato identico.

Cosa succede in caratteristica 2?7 In questo caso 2 = 0, 1 = —1, e quindi I'unica simmetria
¢ lidentitad. Per contro possono esistere funzioni lineari non identiche di quadrato identico (per
esempio?).

1.9. TEOREMA (PRIMO TEOREMA DI ISOMORFISMO).  Sia ¢ : V. — W una applicazione lineare.
Allora ¢ induce un isomorfismo @ : V/ker ¢ — im ¢ che rende commutativo il seguente diagramma
di applicazioni lineari:

Vv —2 W

V/kero —— imy
[

ove m e ¢ sono le applicazioni canoniche (commutativo significa che ¢ = 1o @ o).

DIMOSTRAZIONE.  Piul in generale, se V' ¢ un sottospazio di V, ¢ facile osservare che ¢ si
fattorizza tramite il quoziente V/V” (significa che esiste una applicazione lineare V/V' — W tale che
la composizione con la proiezione canonica V — V/V’ sia @) se e solo se (V') = 0, cioe V' C ker .
Da questo segue subito il teorema.

In modo pin dettagliato possiamo procedere cosi: definiamo la funzione @ sulla classe [v] €
V/ker ¢ tramite @[v] = ¢(v) € imp. Questa definizione, che usa il rappresentante v della classe [v],
¢ ben posta (se [v] = [v'] allora (v) = p(v')), e chiaramente da una funzione lineare e biiettiva; vale
inoltre v (v) = vp[v] = tp(v) = p(v) (e anzi questo obbliga la definizione data...). O

1.9.1. Siosservi che la formula delle dimensioni per il morfismo ¢ dice appunto che dime (V/ ker ¢)
dimim ¢.

# 1.10. TEOREMA (SECONDO TEOREMA DI ISOMORFISMO). Il morfismo di inclusione t1 :
W1 — W1 4+ Wy induce un isomorfismo t; : Wy /(W1 NWsy) — (W1 + Wa) /Wo che rende commutativo
il seguente diagramma di applicazioni lineari:

Wi LN Wi+ Wy

N E

Wi /(W N Wa) —— (W + Wa) /W,

L1
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ove T1 e w sono le applicazioni canoniche (commutativo significa che w011 =71 o 7).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che mg 011 : Wy — (W + Wa) /Ws & suriettivo e ker(maouy) =
W1 N Wa; si applica allora il primo teorema di isomorfismo. O

1.10.1. Di solito si esprime questo risultato in modo piu pittoresco dicendo che i quozienti dei
lati opposti del seguente diagramma di inclusioni

Wi + W,

Wi N Wy
sono isomorfi tra loro. Qaule formula delle dimensioni da I'isomorfismo del teorema?

# 1.11. TEOREMA (TERZO TEOREMA DI ISOMORFISMO).  Se abbiamo Wy D Wy sottospazi di
V, il morfismo canonico m : V/Wy — V/W; induce un isomorfismo 7 : (V/Ws) /(W1 /Wa) — V/W
che rende commutativo il seguente diagramma di applicazioni lineari:

vy = V/W,

V/Wy —— (V/W2)/(W1/Ws)

1
ove 1 e T sono le applicazioni canoniche (commutativo significa che T o Ty o my = 71; si noti anche
chem =T o7 ewomg =T71).

DIMOSTRAZIONE. Il morfismo 7 esiste perché Wy C Wy = ker(V — V/W7); & facile vedere che
7 & suriettivo, e che kerm = W; /Wy (canonicamente isomorfo); quindi per l'esistenza e le proprieta
di 7T basta usare il primo teorema di isomorfismo. La commutativita affermata si puo verificare
direttamente. U

1.11.1. Si osservi l'analogia con il calcolo delle frazioni: (a/c)/(b/c) = a/b (donde in nome in
slang di “teorema della matricola”). Naturalmente, si puo esprimere il teorema per tre sottospazi in
catena (Wy 2 Wy 2 Ws). Quale formula per le dimensioni otteniamo dall’isomorfismo del teorema?

1.12. A titolo di divertimento, si provi a dimostrare il teorema della farfalla: nel seguente
diagramma di inclusioni, i quozienti sulle tre frecce verticali sono isomorfi tra loro.

A c
N /

B+(ANC) (AnC)+D

N
B+(AND) ANC (BNC)+D

/N |/ N\

B (BNC)+(AnD) D
N SN/
BNC AND

1.13. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (SPAZI DI MORFISMI). L’insieme di tutte le applicazioni

C-lineari di V in W si indica con Homg(V,W). Esso ha stuttura di spazio vettoriale su C, come
sottospazio di tutte la applicazioni (insiemistiche) di V' in W. L’applicazione di composizione, come
gia detto, rispetta la linearita e dunque da una mappa

Home (V, W) x Home(W, U) — Home(V, U)

che manda la coppia (p,%) in 1) o ¢. L’applicazione di composizione non ¢ lineare, bensi bilineare,
ovvero lineare in ogni variabile: valgono le formule

Yo (arpr +agpr) =aipopr +aspops e (i + Bathe) o = G110+ Parha o
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per Ogﬂj ®,P1, P2 € HomC(V, W)7 ¢7¢17¢2 S HOHlC(W/, U): alaa27ﬂ17ﬂ2 e C.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

1.14. DEFINIZIONE (ALGEBRA DEGLI ENDOMORFISMI.).  In particolare, definiamo End¢ (V) =
Home(V, V) che é un insieme dotato della struttura di algebra associativa (non commutativa) su C
con unita, ovvero di:

(V) una struttura di spazio vettoriale su C;
(A) una operazione di prodotto (composizione) Ende (V) X Ende (V) — Ende (V) verificante le pro-
prieta seguenti:
(A1) esiste un elemento neutro per il prodotto (I'applicazione identica idy tale che ¢ oidy = ¢ =
idy o ¢ per ogni ¢ € Ende(V)),
(A2) il prodotto é associativo ((p o) od = @ o (1 o) per ogni ¢,1, 9 € Ende(V)),
(A3) il prodotto rispetta la struttura di spazio vettoriale, nel senso che risulta bilineare, come gia
specificato.

Anche da questa definizione possiamo trarre molti risultati algebrici puramente formali, quali per
esempio:
1.14.1. PRODOTTO CON LO ZERO. Risulta 0o =0 =1 00 per ogni ¢ e .

1.14.2. ANNULLAMENTO. Se ¢ o = 0 e uno tra ¢ e ¢ & invertibile (ha inverso per la compo-
sizione) allora ’altro & zero.

1.14.3. SVILUPPO DEL BINOMIO. Per definizione si pone ™ = @ o---0¢ (n volte) e ¢ = idy.
Allora vale la formula del binomio per elementi che commutano: se 1) o ¢ = p o 1) allora (¢ + )™ =
Yo (Detyn

1.14.4. In particolare vale (idy + @)™ =S (1) ¢

i=0\i

A& 1.15. SOMME E PRODOTTI (ARBITRARI). Data una famiglia .# di indici, e un insieme di spazi
vettoriali V; al variare di ¢ € ., definiamo la somma diretta Gaief V; e il prodotto diretto Hie + Vi
come gli insiemi formati dalle #-uple (v;);c.s di elementi con v; € V; per ogni ¢, e quasi tutti nulli
(i.e. nulli tranne che per un numero finito di indici) nel caso della somma diretta. Si hanno strutture
canoniche di spazio vettoriale su C' con le operazioni “componente per componente”.

In particolare la somma diretta & un sottospazio vettoriale del prodotto diretto, e se I'insieme di
indici e finito, allora le due nozioni coincidono. Discutere i casi in cui le dimensioni di questi spazi
risultano finite.

Abbiamo dei morfismi canonici di inclusione ¢; : V; — @, , Vi (manda v; nella .#-upla che ha
tutte le componenti nulle tranne la j-esima che vale v;) e di proiezione 7; : [[,. , Vi = V; (manda una
#-upla nella sua j-sima componente) per ogni j. Si verifica subito che m; o ¢; = idy, (da cui si vede
che ¢; ¢ iniettiva e m; ¢ suriettiva), m; o vy =0 se j # 7.

Per ogni spazio vettoriale W su C, vi sono i seguenti isomorfismi di spazi vettoriali su C":

Home (P Vi, W) = [[ Home(Vi,W) e Home (W, [[ Vi) = [] Home(W, Vi)
i€y = = =
dati dalle composizioni con le inclusioni e le proiezioni, rispettivamente. Questi isomorfismi si indicano
spesso con il nome di “proprieta universale” di somma diretta e prodotto rispettivamente: per ogni
spazio vettoriale W e per ogni famiglia di applicazioni lineari da V; in W (risp. da W in V;) esiste
una unica applicazione lineare corrispondente da €, , Vi in W (risp. da W in [[,. , V;).

# 1.16. NUCLEO E QUOZIENTE. Per ogni applicazione lineare ¢ : V — W abbiamo i seguenti
isomorfismi di spazi vettoriali:

Homeg (U, ker ) = {f € Home(U,V) : 9o f =0}

per ogni spazio vettoriale U su C; in altri termini, le applicazioni lineari da U verso ker ¢ sono in
corrispondenza biunivoca con le applicazioni lineari di U verso V' la cui immagine & contenuta in ker ¢.
Analogamente se W & un sottospazio vettoriale di V', allora abbiamo un isomorfismo di spazi
vettoriali
Home (V/W,U) = {f € Hom¢(V,U) : f(W) =0}
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per ogni spazio vettoriale U su C; in altri termini, le applicazioni lineari da V/W verso U sono in
corrispondenza biunivoca con le applicazioni lineari di V' verso U il cui nucleo contiene W, cioe le
applicazioni lineari di V' verso U il cui valore e stabile sulle classi laterali di W.

1.17. MISCELLANEA. Sia W un sottospazio di V.

(1) L’inclusione ¢ : W — V induce una biiezione (che rispetta inclusioni, intersezioni e somme) tra i
sottospazi di W e i sottospazi di V' contenuti in W.

(2) La proiezione 7 : V — V/W induce una biiezione (che rispetta inclusioni, intersezioni e somme?)
tra i sottospazi di V/W e i sottospazi di V' contenenti W. Se U < V, verificare che 7(U) =
(U + W)/W; in particolare, se U < W allora 7#(U) = 0, se U > W allora n(U) = U/W, se
UNW =0 alloran(U)2U,se U+ W =V allora n(U) =V/W.

(3) Se poi W’ & un sottospazio di V' complementare di W, confrontare V' con W x W', e W’ con
V/W. Cosa si puo dire dei rapporti tra Ve W x (V/W)?

(4) SeV=W+W eWnW'=U, allora V/U = (W/U)® (W'/U).

2. Matrici.

2.1. DEFINIZIONE (SPAZIO VETTORIALE DELLE MATRICI).  Per ogni naturale n, sia n 'insieme
{1,2,...,n}. Lo spazio vettoriale My, s (C) (0 M, ,(C)) delle matrici n x m (n righe ed m colonne)
a coefficienti in un corpo C' é lo spazio vettoriale delle funzioni da n x m in C. Una matrice n X m a
valori in un corpo C' si rappresenta con una scrittura:

ail1 - A1m

an,1  *° OGnm
e le operazioni di spazio vettoriale si scrivono nel modo seguente:
(P) prodotto per elementi o € C: se A = (a; ;), allora aA = (aq; ;).
(S) somma: se A= (a;;),B = (b;;) € My ,,(C), allora A+ B = (a;j + b; j) € Mpm(C).
Useremo anche la seguente scrittura “per colonne” e “per righe”:
A
A=(Ag - Am) = |

A)
ove A(;) sono matrici n X 1 e si dicono le colonne di A, e AW sono matrici 1 x m e si dicono le righe
di A

2.2. Si osservi che lo spazio vettoriale M,, ,,,(C) delle matrici n x m ha dimensione nm. La base

canonica e data dalle matrici e; ; le cui entrate sono tutte nulle tranne quella in posizione (i, j) che
vale 1.

2.3. DEFINIZIONE-TEOREMA (PRODOTTO RIGHE PER COLONNE DI MATRICI).  Definiamo un
prodotto di matrici nel modo seguente: se A € M, ,,(C) e B € My, ;(C) (dunque il numero di colonne
di A eguaglia il numero di righe di B) allora

AB = [ ai b = (49Bg) ., . € Mai(C).
j=1 K

Abbiamo cosi definito una applicazione bilineare
Mn,m(c) X Mm,l(c) — n,l(c)

per la quale vale una proprieta di associativita (A1 As)As = Ay (A2 Asz) per ogni matrice Ay € M, ,,(C),
Ag € My 1 (C), A € My 5 (C) (si osservi in particolare che tutti I prodotti scritti hanno senso).

Inoltre per ogni n la matrice quadrata “identita” I,, € M, ,,(C) definita da (6; ;) (ove i simboli di
Kronecker §; ; sono uguali al sei = j e a0 altrimenti) ha la proprietal,, A = A per ogni A € My, ,,(C)
e Bl,, = B per ogni B € M,, ,(C).

DIMOSTRAZIONE. La bilinearita del prodotto di matrici ((1 A1 + asA2)B = a1 A1 B+ as AsB
e A(f1B1 + B2B2) = 1 AB1 + 82 AB3) si verifica subito in base alla definizione.
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Per dimostrare 1'associativita del prodotto e sufficiente mostrare che per ogni i e k si ha 'ugua-
glianza (AgZ)AQ)Ag(k) = Agi)(AzAgj(k)), cio¢ basta mostrarlo per i prodotto del tipo “riga per matrice
per colonna”, e in quel caso si tratta di un facile conto.

La verifica per le proprieta delle matrici identiche ¢ immediata. O

2.3.1. RIGHE E COLONNE. Sotto quali condizioni si pud moltiplicare una riga per una colonna,
e che tipo di matrice & 'eventuale risultato? Sotto quali condizioni si pud moltiplicare una colonna
per una riga, e che tipo di matrice e 'eventuale risultato?

Conviene farsi una immagine chiara delle condizioni per il prodotto di matrici, e del tipo di
risultato che ne esce:

- ) |-0

— -] o — 0

2.3.2. INVERTIBILITA DESTRA E SINISTRA. Una matrice A € M,, ,, si dice invertibile a destra
se esiste una matrice B € M,, , tale che AB = I,,; si dice invertibile a sinistra se esiste una matrice
B € M,, , tale che BA =1,,.

2.3.3. CANCELLAZIONE? ANNULLAMENTO? Se abbiamo AB = AC in generale non si puo
dedurre B = C, a meno che la matrice A risulti invertibile a sinistra; similmente per BA = C'A.

Se abbiamo AB = 0 (matrice nulla) in generale non si pud dedurre che A oppure B siano nulle
(a meno che?); farsi qualche controesempio facile.

2.3.4. NON COMMUTATIVITA. Si osservi che il prodotto di matrici non & commutativo: in primo
luogo, se un prodotto & definito, non € nemmeno detto che il prodotto con l'ordine scambiato sia
definito. Inoltre, se anche i due prodotti fossero entrambi definiti, i risultati potrebbero essere matrici
di taglie diverse. Infine, anche se consideriamo matrici quadrate (n = m), in cui i prodotti sono definiti
e si tratta di matrici nello stesso spazio vettoriale, i due prodotti in generale sono diversi. Farsi degli
esempi.

2.4. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (TRASPOSIZIONE). Sia A € M, ,(C); definiamo A* €
My, (C) tramite: A* := (a; ;)i=1...m . Abbiamo allora per ogni n ad m una applicazione
i=1 n

© 2 My (C) ——— My (O)

con le seguenti proprieta:

(1) (A%)* = A (involutoria; di conseguenza & una biiezione inversa della omonima in senso inverso),

(2) (A+ B)' = A"+ B* e (aA)* = a A" (linearita),

(3) inoltre, se A e B sono matrici moltiplicabili (cioé il numero di colonne di A coincide con il numero
di righe di B), allora anche B* e A* lo sono e vale (AB)' = B'A" (rispetta il prodotto scambiando
Dordine dei fattori). Di solito si dice che il trasposto del prodotto é il prodotto delle trasposte
nell’ordine inverso.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. U

2.4.1.  Si osservi che data una matrice A € M, ,(C), entrambi i prodotti A*A e AA* sono
definiti, e danno luogo a due matrici quadrate, di solito di ordini diversi. Quand’anche A fosse
quadrata, naturalmente, di solito i due prodotti sono diversi.
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2.5. DEFINIZIONE (ALGEBRA DELLE MATRICI QUADRATE D’ORDINE 7). In particolare
le matrici quadrate d’ordine n, ovvero le matrici n X n, a coefficienti in C, formano una algebra
associativa (non commutativa in generale) con elemento neutro per il prodotto (la matrice identica I,,
che ha componenti i simboli di Kronecker 6, ; uguali a 1 se i = j e a 0 altrimenti). Quest’algebra si
indica con M, (C).

2.5.1. MATRICI SCALARI. Consideriamo I"applicazione
scal : C —— M, (C)

che manda ogni a € C nella matrice scal(a) = o, che ha componenti uguali ad « nelle posizioni
con i = j (diagonale principale) e zero altrove. Si tratta di una applicazione lineare e iniettiva che
rispetta identita e prodotti. Le matrici dell’immagine di scal si dicono matrici scalari, formano una
sotto-C-algebra (e in effetti un sottocorpo) dell’algebra della matrici, e ne costituiscono il centro: le
matrici scalari sono tutte e sole le matrici S che commutano con tutte le altre matrici, cioé tali che
AS = SA per ogni A € M,(C).
2.5.2. MATRICI DIAGONALI. Consideriamo ’applicazione
diag : C" —— M, (C)

che manda ogni (ay,...,a,) € C™ nella matrice diag(ay, ..., a,) che ha componente uguale ad a; nelle
posizioni (%,7) (diagonale principale) e zero altrove. Si tratta di una applicazione lineare e iniettiva. Le
matrici dell'immagine di diag si dicono matrici diagonali, e formano una sotto-C-algebra dell’algebra
della matrici. Le matrici scalari sono particolari matrici diagonali (quali?).

2.5.3. MATRICI INVERTIBILI. Una matrice A € M, (C) si dice invertibile se esiste una matrice
B tale che AB =1,, = BA, cio¢ se ¢ invertibile a destra e a sinistra (in tal caso necessariamente le
inverse destra e sinistra coincidono). La matrice B ¢ allora unica e si indica con A~}

2.5.4. Una matrice A si dice unipotente se esiste un naturale m tale che A™ = I,,. Ogni matrice
unipotente ¢ invertibile.

2.5.5. Una matrice A si dice nilpotente se esiste un naturale m tale che A™ = 0,,. Se A &
nilpotente, allora I,, + A & invertibile.

2.5.6. Una matrice A si dice divisore a sinistra di zero se esiste una matrice B # 0, tale che
AB = 0, e divisore a destra di zero se esiste una matrice B # 0,, tale che BA = 0,,. Una matrice
e divisore a sinistra di zero se e solo se & divisore a destra di zero (e quindi si parlera di divisori di
zero senza specificare, ma notare che in generale i divisori di zero a destra e a sinistra per una fissata
matrice sono diversi). Una matrice non nulla o ¢ invertibile o € divisore di zero (e le due possibilita si
escludono).

2.5.7. Una matrice A si dice simmetrica o antisimmetrica a seconda che A® = A oppure
At = —A.

2.6. DEFINIZIONE (RANGO DI MATRICI). Il rango rg(A), talvolta rk(A), di una matrice
A € M, ., (C) é per definizione il massimo numero di colonne linearmente indipendenti.

2.6.1. Si potrebbe definire anche il “rango per righe” di una matrice, come il massimo numero
di righe linearmente indipendenti. In realta coincide con il rango (per colonne), come vedremo sia
come conseguenza della dualita di spazi vettoriali, sia come conseguenza del metodo di riduzione di
Gauss per matrici.

2.6.2. Una matrice ha rango nullo se e solo se ¢ la matrice nulla.

2.6.3. Una matrice A € M, ,»(C) ha rango 1 se e solo se puod essere scritta come prodotto
A=VWconV e M,1(C) e W € M ,,(C) (non nulle).

2.6.4. Una matrice A € M, ,,(C) ha rango r se e solo se r ¢ il minimo intero per cui si puo
scrivere A=VW con V € M,, ,(C) e W € M, ,,(C).

2.6.5. Il rango di una matrice coincide con il massimo ordine di sottomatrici quadrate invertibili.
Per sottomatrice di una matrice data si intende una matrice ottenuta cancellando alcune righe e alcune
colonne dalla matrice data.
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2.7. DEFINIZIONE-TEOREMA (GRUPPO GENERALE LINEARE). Il sottinsieme di M, (C) delle
matrici invertibili si indica con GL(n, C) o GL,,(C), e si tratta di un gruppo (non commutativo) sotto
il prodotto di matrici. In particolare abbiamo
(1) diag(as,...,a,)"" = diag(ay’,...,a;') se a; # 0 per ogni i; scal(a)™' = scal(a™') se a # 0;

]Lr_Ll = H’ru
(2) (A7) ' =4
(3) (AB)™t = B~1A~1, cioé se le matrici A e B sono invertibili, nel qual caso anche AB & invertibile,

P'inversa del prodotto ¢ il prodotto delle inverse nell’ordine inverso;

(4) se A ¢ invertibile, anche A* lo &, e (A')™1 = (A™1); di solito si dice che la trasposta dell’'inversa
¢ I'inversa della trasposta (o che gli operatori di inversione e trasposizione commutano tra loro).

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. O

2.8. APPLICAZIONI LINEARI ASSOCIATE A MATRICI. Data una matrice A € M, ,,(C), possiamo
definire una applicazione lineare @ 4 : C™ — C™, che diremo funzione lineare associata ad A, tramite
wa(v) = Av per ogni v € C™ = My, 1(C) (prodotto di matrici, con risultato in M, 1(C) = C™).
Si vede subito che rg(A) = dimgim (p4), e dimeker(pa) = n — rg(A) (talvolta detto nullita della
matrice A).

2.8.1. Abbiamo definito allora una applicazione
My,m(C) — Home (C™,C™)

che si vede facilmente essere lineare, biiettiva, e quindi un isomorfismo di C-spazi vettoriali. E chiaro
inoltre che due matrici sono moltiplicabili se e solo se le applicazioni associate sono componibili, e in
tal caso risulta che p4 0 v = wap (semplicemente per I'associativita del prodotto tra matrici).

In particolare una matrice ¢ invertibile a sinistra (risp. a destra) se e solo se lo & l'applicazione
lineare associata.

2.8.2.  Nel caso particolare di matrici quadrate (n = m) abbiamo allora un isomorfismo di
C-algebre
M, (C)— End¢e(C™)
(significa che & un isomorfismo lineare che rispetta la struttura di prodotto di matrici e di funzioni
(composizione)), che si restringe ad un isomorfismo di gruppi moltiplicativi

GL,(C) — Aute(C™)

(in particolare, una matrice quadrata ¢ invertibile o divisore di zero, ed ¢ invertibile se solo se lo ¢ a
destra o a sinistra, perché questo & vero per gli endomorfismi).

2.9. MATRICI A BLOCCHI. Risulta spesso utile dividere una matrice in blocchi, che significa
scegliere una partizione dell’insieme delle righe, una partizione dell’insieme delle colonne, e considerare
la matrice data come formata dalle sottomatrici identificate dalle due partizioni scelte.

Spesso si usa partizionare righe e colonne senza “salti”, scegliendo una partizione n = ny+...+n,
per le righe e una m = my + ... 4+ m, per le colonne; i blocchi sono allora formati scegliendo le righe
dany+---+n;+1an;+---+n441, elecolonnedam; +---+m;+1amg+---+mj 1. Sitratta
quindi di scrivere A € M,, ,,(C) come formata “accatastando” le rc sottomatrici A; ; € My, m; (C):

Al,l A1,2 te Al,c

A2,1 A2,2 te A2,c
A= . o .

Ar,l AT,Q o Ar,c

Corrispondentemente, si tratta di scrivere la funzione associata ¢4 : C™ — C™ come costituita
da una collezione di rc funzioni ¢ 4, ; : C™7 — C™, tenendo conto che C™ = P, C™ e C" = H,; C™.

Come esempio di uso delle matrici a blocchi, si scrivano condizioni e regole per moltiplicare “a bloc-
chi” due matrici scritte a blocchi; se ne spieghi il procedimento anche in termini delle funzioni lineari
associate. Queste scritture diventano spesso utili quando uno o piu blocchi sono nulli, semplificando
molto il calcolo: per esempio (4 B) (B &) = (AP AZHEF), oppure (4 &) (B &) = (ARHEF ER),
sotto le opportune condizioni sulle dimensioni dei blocchi (affinché abbiano senso i prodotti scritti!).
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3. Matrici associate ad applicazioni lineari.

3.1. DEFINIZIONE-TEOREMA (MATRICI ASSOCIATE AD APPLICAZIONI LINEARI). Siano V e
W spazi vettoriali su C' di dimensione finita n := dimec V' ed m := dimg W, e siano ¥ = (v1,...,v,)
e W = (wi,...,wy) basi ordinate di V' e W rispettivamente. Allora ad ogni applicazione lineare

¢ : V— W possiamo associare una matrice ay w(p) € My, ,(C) tramite la definizione seguente:

(pv1,...,00n) = (W1, ..., W)y w(p)

(o in modo compatto ¢V = W ay w (@) ove compare il prodotto tra una riga di vettori e una matrice
di scalari, il cui risultato ¢ una riga di vettori) cio¢ le colonne di vy () sono le coordinate nella
base scelta di W delle immagini tramite ¢ dei vettori della base scelta di V. In questo modo abbiamo
definito una applicazione
ay w : Home(V, W) —— M, ,,(C)

che é un isomorfismo di spazi vettoriali (dipendente dalla scelta delle basi ¥ e #').

Per ogni spazio vettoriale V' di dimensione n, 'applicazione identica idy € Homeg(V, V) viene
mandata da oy  nella matrice identica I,, € M, (C) (indipendentemente dalla base ¥ scelta).

DIMOSTRAZIONE. L’unica cosa da verificare ¢ che ay y sia applicazione lineare suriettiva, e

che ker ay » = 0 (entrambe le cose sono facili). O
3.1.1. Le notazioni precedenti, piuttosto compatte, sono estremamente utili, ma conviene
esplicitarle completamente ogni qual volta diano luogo a problemi di comprensione; per esempio,
esplicitiamo la definizione: se abbiamo @v; = a1 ;w1 + az;wa + -+ + am Wy, perogni i =1,2,...,n,
allora la matrice oy % () ha come i-esima colonna i termini aq 4, a2, . .., am . In effetti risulta:
ai ccc Gy v Gip
a1 - Q24 G2p
(U1, @V, oy oUR) = (W1, Way ..o, Wy
Gm,1 ot Amyg ot Omon

(prodotto righe per colonne).

3.1.2. Dal risultato precedente discende subito che lo spazio vettoriale Home (V, W) ha dimen-
sione data dal prodotto delle dimensioni dei due spazi coinvolti: dimy Home(V, W) = dime V dime W.
In effetti si sta dicendo che una applicazione lineare tra V e W ¢ unicamente e completamente deter-
minata da nm scalari (una volta scelte delle basi nei due spazi).

3.1.3. MATRICI DI CAMBIAMENTI DI BASE. In particolare possiamo consideare uno spazio
vettoriale V, due sue basi ¥ e 7" e I'applicazione identica di V' in se. Allora la matrice vy y-(idy ) si
dice matrice di cambiamento di base da ¥ a ¥”’; le sue colonne sono le coordinate nella base ¥’ dei
vettori della base 7.

x1

3.2. AZIONE SULLE COORDINATE. Se v ha coordinate ( :

Tn

) nella base ¥/, allora le coordinate

di ¢(v) nella base di W sono date da

@( : ) Zav,w(@( : )
infatti abbiamo
p) = @((v1,...,0,) < )) = @(v1,...,0n) ( ) = (Wi, ..., W)y (p) < >

da cui la conclusione.

3.3. TEOREMA (COMPOSIZIONE E PRODOTTI). Set : W — U ¢é un’altra applicazione lineare,
e % = (ui,...,u;) una base di U, allora vale 'identita

ay (Vo) =ay g ()ay p(p)

Dip.Mat.P.&A. (Un.Padova) M. Cailotto@2004—



78 Applicazioni Lineari e Matrici 11.3.

(la composizione di applicazioni lineari corrisponde alla moltiplicazione di matrici).

DIMOSTRAZIONE. Segue dai seguenti calcoli:

YoV =Y(pV) = (W ay »(p))
=W )y w(p)
=Uoay W)y y(p) .

Nel secondo passaggio si ¢ usata la linearita di ¢ (gli elementi della matrice ay » (¢) sono scalari).
Se il senso delle uguaglianze precedenti non fosse chiaro, si calcoli per ogni v; € ¥ la sua immagine
tramite 1 o ¢ in termini della base % :

l m

m m m l
Y(p(vi)) = 11)(2 aj,w;) = Z ajip(wy) = a;i(> ] brjur) = Z(Z br,jaj,i)uk

j=1 k=1 k=1 j=1

(ove abbiamo scelto ay () = (a;,i) e cp o () = (bk,;)) e si riconosca il termine di posto k,7 della
matrice ay ¢ (Y o) come prodotto della riga k-esima di a4 () per la i-esima colonna di ary ().
|

3.3.1. EFFETTO DEI CAMBIAMENTI DI BASE. Se ¥’ & un’altra base di V e #' un’altra base
di W, allora la matrice avyr - (p) € legata alla precedente tramite le matrici di cambiamento di base
ayr y(idy) e ap i (idw) dalla formula

ayr oy () = ay o (idw )y  (@)ay v (idy)

Si osservi che le matrici di cambiamento di base sono invertibili e si ha ay y (idy)=ay 4 (idy) ™ .
Nel caso che V = W intendiamo sempre scegliere la stessa base su dominio e codominio, sicché
la formula di cambiamento di base diventa

ayr i (9) = ay yi (idv) oy v (@) v (idy) = ayr oy (idv) gy v (9)ayr y (idy).

3.3.2. L’applicazione ¢ ¢ iniettiva (rispettivamente suriettiva) se e solo se per qualunque scelta
delle basi si ha che la matrice ay » (@) € invertibile a sinistra (rispettivamente a destra).

3.3.3. In particolare nel caso dimgc V = dimec W allora ¢ € un isomorfismo se e solo se per
qualunque scelta delle basi si ha che la matrice ay (@) € invertibile. Dal teorema degli endomorfismi
spazi vettoriali di dimensione finita, deduciamo allora che una matrice quadrata e invertibile se e solo
se ¢ invertibile a destra, ovvero se e solo se ¢ invertibile a sinistra. Scrivere per bene la dimostrazione;
riflettere sulla possibilita di dimostrazioni dirette dello stesso fatto.

3.4. RANGO DI APPLICAZIONI LINEARI E MATRICI Talvolta si usa definire il rango rg(¢) di una
applicazione lineare ¢: & la dimensione della sua immagine im ¢ come spazio vettoriale. Dunque il
rango di una applicazione corrisponde al rango di una qualunque matrice che la rappresennti (indif-
ferentemente alle basi scelte).

3.4.1. Si osservi che una matrice ¢ invertibile a sinistra se e solo se il suo rango coincide con il
numero di colonne, cioe se e solo se le sue colonne formano un sistema linearmente indipendente.

3.4.2. Una matrice A € M,,(C) ha rango strettamante minore di n se e solo se ¢ divisore di zero
nell’algebra M, (C).

3.5. ALGEBRE DI ENDOMORFISMI E ALGEBRE DI MATRICI QUADRATE. Nel caso di endomorfismi
di uno spazio vettoriale V' di dimensione n e per ogni scelta di una base ¥ abbiamo dunque un
isomorfismo di C-algebre

ay v End(V) —— M, (C)

(significa un isomorfismo lineare che rispetta identita e moltiplicazione, ovvero ay v (idy) = L, e
ay,y(po) = ayy(p)ay (V).

Se inoltre ¥’ & un’altra base di V, allora i due isomorfismi ay v e ay/ y differiscono per
Pautomorfismo interno di M, (C') legato alla matrice di cambiamento di base H = oy »/(idy ), cioe al
morfismo che manda una matrice X nella matrice H~' X H. In altri termini abbiamo un diagramma
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commutativo di isomorfismi di C-algebre

End(V) 225 M, (C)

H |

End(V) —— M, (C)
Ot«t//.’r\///
dove 1y (X) = H 'XH.
L’isomorfismo ay y si restringe ad un isomorfismo di gruppi (non abeliani)

ay v Aut(V) —— GL,(C)

tra il gruppo degli automorfismi di V' (mappe lineari invertibili) con 'operazione di composizione, e
il gruppo generale lineare delle matrici invertibili con ’operazione di prodotto.

& 3.6. PROBLEMA: DISUGUAGLIANZE DI FROBENIUS. Date due applicazioni lineari p : U —V e
¥ : V. — W, mostrare che dimim (1) o) > dimim ¢+ dimim ¢ — dim V. Pil precisamente si dimostra
che

dimim (¢ o ¢) = dim(im ¢ + ker¢)) — dim ker ¢ = dim(im ¢ + ker ¢)) + dimim¢ — dim V'
= dimim ¢ — dim(im ¢ N ker ¢)

o anche che
dimim (¢ o ) = dim(im ) — dim(im ¢ N ker 1))

e in particolare dimim (¢ o ¢) = dimim ¢ se e solo se im ¢ Nkert¢ = 0 (conviene anche osservare che
dimim (¢ o p) < dimim ¢).

Dedurne che, date due matrici A € M, ,,(C) e B € M, ;(C), si ha rg(AB) > rg(A4) +rg(B) — n
(e ra(AB) < rg(A)).

3.6.1. Date tre applicazioni lineari ¢ : U=V, ¢ : VoW en: W—-W (“doppia U”, nuova
lettera dell’alfabeto da poco introdotta), mostrare che

dimim (n o o) > dimim (¢ o ¢) + dimim (n o ¢) — dimim ¢

(e dedurne la disuguaglianza precedente; si osservi pero che non ¢ possibile dedurre questa disug-
uaglianza dalla precedente...).

Di conseguenza abbiamo che rg(ABC) > rg(AB) + rg(BC) — rg(B) per ogni tre matrici molti-
plicabili...

3.6.2. Entrambe le disuguaglianze precedenti si possono ottenere usando opportunamente questa
facile osservazione: se ¢ : V — W & applicazione lineare e U < V, consideriamo oy : U — o(U);
siccome ker(p|y) < ker(p), risulta dim U — dim p(U) < dim V' — dim im ¢.

4. Dualita.

4.1. DEFINIZIONE (SPAZIO DUALE). Sia V' uno spazio vettoriale su C' di dimensione finita
n. Definiamo il suo duale come V* := Hom¢(V,C) (applicazioni lineari di V in C), che ha una
struttura naturale di C-spazio vettoriale data da (v*+w*)(v) := v*(v)+w*(v) e (av*)(v) = av*(v)

per v, w* € V* e a € C. Gli elementi di V* si chiamano spesso forme lineari o covettori.

4.2. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (BASI DUALI).  Data una base ¥ = (v1,...,vy,) di V, gli

elementi v} di V* definiti da v} (v;) := 6;; formano una base di V*; ¥* = (v,...,v}) si dice la

base duale di ¥. In particolare dime V* = dime V' (dunque V' e V* sono isomorfi, ma non in modo
canonico).

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che ¥* & un insieme linearmente indipendente: se > ajv} = 0,

allora, calcolando in v; troviamo a; = (3 ajv;)v; = 0 per ogni j = 1,...,n. Dimostriamo che »* ¢
un insieme generatore: se ¢ € V*, consideriamo f; = ¢(v;) € C; allora ¢ = >, fivy. Per verificare
I'uguaglianza basta verificarla per gli elementi della base ¥/, ed & evidente. O
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4.3. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (DUALE DI APPLICAZIONI LINEARI). Sep: V—Wé
una applicazione lineare, allora definiamo ¢* : W* — V* tramite la composizione (di applicazioni
lineari) p*(w*) = w* o ¢, cioé p*(w*)(v) := w*(¢(v)) per ogni v € V (i.e. vo (¢*w*) = (¢v) o w*
(Vv € V, Yw* € W*)). Abbiamo che idj, = idy~, (¢ 0 ¢)* = p* o ¢p*.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio. U

4.3.1. PROPOSIZIONE (MATRICE DELL’APPLICAZIONE DUALE). La matrice di ¢* nelle basi
duali delle basi ¥ diV e # di W & data dalla trasposta della matrice di ¢ in quelle basi: ay« y«(¢*) =
ay ().

DIMOSTRAZIONE. Si verifica con il calcolo diretto (indichiamo con a; ; le entrate di ay » (¢) €
con a; ; le entrate di vy« 4+ (¢*)): da p*(wy) = >, aj, ;v, calcolando in v; otteniamo per il primo
termine ™ (w;)v; = w; (pvj) = w; (3}, akjwk) = ai,;, mentre il secondo termine da (Y, aj ;v5)(vj) =

aj;; si conclude che aj; = ai,;. O

4.4. DEFINIZIONE-TEOREMA (DI (BI)DUALITA). Il morfismo canonico: V. — V** : v — ev(v)
ove ev(v)(v*) := v*(v) = vov* & un isomorfismo di spazi vettoriali (Notare che non c¢’é¢ un isomorfismo
canonico tra 'V e V*). Sotto questa identificazione, per un morfismo ¢ : V. — W, risulta ¢** = ¢,
ovvero abbiamo un diagramma commutativo di isomorfismi

v evy s

% J‘”**

W — W .
evyy
DIMOSTRAZIONE. Trattandosi di spazi di dimensione finita, basta verificare che ker(ev) = 0, e
di tratta della proprieta di non degenerazione (N2) qui sotto. O

Insistiamo sul fatto che non esista un isomorfismo canonico tra V e il suo duale V*; tuttavia
esistono relazioni molto strette tra il reticolo dei sottospazi di V' e quello dei sottospazi di V*, che
cerchiamo ora di esplicitare.

4.5. PROPOSIZIONE (DUALITA).  Esiste una applicazione canonica:
VxV*—C: (v,v") —»vov" :=0v"(v)

che gode delle seguenti proprieta:

(B) bilineare, cioe soddisfa alle condizioni:
(B1) vo (v*+w*)=v o v*4+vow*,
(B2) (v4w)ov*=vov*+w o v*,
(B3) (AW)ov* =Awov*)=vo (Iv*);

(N) non degenere, cioé soddisfa alle condizioni:
(N1) sevov* =0 per ogni v € V allora v* =0,
(N2) sevov* =0 per ogni v* € V* allora v = 0.

DIMOSTRAZIONE.  Facile esercizio, ma si faccia bene attenzione alla proprieta (N2), che &,
almeno apparentemente, molto diversa dalla (N1) (quest’ultima dice semplicemente che una appli-
cazione € nulla se da risultato zero su ogni vettore; invece ’altra dice che un vettore che viene annullato
da ogni forma lineare dev’essere nullo...). O

4.6. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (ORTOGONALITA).  Nozione di ortogonale: per ogni sottin-
sieme S di V (risp. V*) definiamo un sottospazio di V* (risp. V'), detto ortogonale di S,

Li={veV* : s0v" =0 (Vs 9)} (risp. {veV : vos=0(VseS)}).

Proprieta dell’ortogonale:

(O1) se S C T allora T+ C S*;

(02) S+t =(S ) WLt =W se W & un sottospazio; S+++ = §+;
(03) (WHW")L =WLnW' per ogni W e W' sottospazi di V;
(0O4) (WN W't =WL+W'" per ogni W e W' sottospazi di V;
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in particolare il passaggio all’ortogonale induce un antiisomorfismo involutorio tra i reticoli di sot-
tospazi di V e V*; inoltre dimc (W) = n — dime W.

DIMOSTRAZIONE. Esercizio; si tenga presente che basta considerare sottinsiemi S di V' (usando
il teorema di (bi)dualitd) e si osservi che (04) segue da (O3) (molto piu facile da verificare), passando
agli ortogonali. O

4.7. DEFINIZIONE-PROPOSIZIONE (NUCLEO E IMMAGINE DI APPLICAZIONI DUALI). Data
una applicazione lineare ¢ : V — W, allora im (p*) = ker(¢)* e ker(¢*) = im (p)*. In particolare

rg(p*) = rgp.

DIMOSTRAZIONE. Le due asserzioni seguono una dall’altra, e la seconda e facile da verificare:

v* € ker(p*) sse p*(v*) = 0 sse ¢*(v*)(v) = 0 per ogni v € V, e questo significa v*(¢(v)) = 0 per ogni

v €V, cioe v*(v') = 0 per ogni v € im (), e quindi se e solo se v* € im () O

4.7.1. Dall’ultima affermazione segue che per ogni matrice, il rango (per colonne) ed il rango

per righe coincidono (il primo & il rango della applicazione lineare associata a quella matrice, il secondo
coincide con il rango della applicazione duale).

4.7.2.  Si osservi anche che ¢ ¢ iniettiva (risp. suriettiva) se e solo se ¢* & suriettiva (risp.
iniettiva).

4.7.3. TEOREMA (DUALI DI SOTTOSPAZI E QUOZIENTI). Dato un sottospazio W di V,
Iinclusione canonica W — V induce una mappa suriettiva V* — W* di nucleo W, da cui deduciamo
che W* 2 V*/W+. Inoltre risulta (V/W)* = W,

DIMOSTRAZIONE. Il primo risultato e chiaro dal primo teorema di isomorfismo. Per il secondo
basta applicare il primo sostituendo V con V* e W con W=, e poi passare al duale: da (W=+)* =
(V) /(W)L =2 V/W si ottiene W = (W+)** = (V/W)*; oppure osservare che la proiezione 7 :
V — V/W ha come duale una applicazione iniettiva 7* : (V/W)* — V* con im (7*) = ker(m)t = W+
(e applicare il primo teorema di isomorfismo). O

4.8. CONCLUSIONE. Si osservi che la scelta di una base di V' da una identificazione di V' con
M, 1(C), e anche di V* con M; ,(C) (usando la base 1 di C'). In questa identificazione il morfismo
bilineare canonico V* x V — C' si scrive come il prodotto di matrici

My, (C) x M, 1(C) —— M1 1(C)=C".

In un certo senso possiamo dire che lo spazio duale di V & lo spazio vettoriale delle “equazioni di
iperpiani di V” (ogni elemento di V*, in quanto funzione lineare, identifica il suo nucleo, che ¢ un
sottospazio di V: di dimensione n—1 in generale), tenendo conto che il covettore nullo non descrive un
iperpiano ma tutto lo spazio V', e che due covettori descrivono lo stesso iperpiano se e solo se sono non
nulli e proporzionali (cioe linearmente dipendenti, condizione necessaria e sufficiente affinché abbiano
lo stesso nucleo). L’ortogonale di un vettore & allora il sottospazio delle equazioni di iperpiani che
contengono quel vettore; 'ortogonale di un sottospazio di V' & I'insieme delle equazioni di iperpiani di
V' che contengono quel sottospazio.

# 4.9. PROBLEMA. Siano V' e W spazi vettoriali su C' di dimensione finita; mostrare che:
(1) (V xW)* =V* x W* (isomorfismo canonico);
(2) Home(V,W)* = Home(V*, W*) = Home (W, V) (isomorfismi canonici!).

AM 4.10. PROBLEMA. In questa sezione abbiamo parlato solo di spazi vettoriali di dimensione
finita, ma le definizioni potevano esser date per spazi vettoriali arbitrari. Farsi degli esempi per
vedere che quasi tutti i risultati riportati sono falsi per spazi vettoriali di dimensione infinita (si studi
in particolare lo spazio vettoriale duale dello spazio dei polinomi, e lo si identifichi con lo spazio
vettoriale delle serie formali).

5. Esercizi.
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5.1. Esercizi su Applicazioni Lineari.

25+t
5.1.1. Si consideri 'applicazione f di R? in R* definita da f(f) = ( o )
s+2t
(a) Simostri che f ¢ lineare;
(b) si determini ker(f);

(c) si trovi una base di im (f).

5.1.2. Si consideri 'omomorfismo f di R?® in R? definito da f (g) = ("hh.

2r—s
(a) Simostri che f & suriettivo;
(b) si determini ker(f);
) trovare v € R? tale che f~1((})) = v + ker(f);
) mostrare che per ogni (}) € R?, esiste v € R?, tale che f~1((})) = v + ker(f).

5.1.3. Considerare 'operazione di derivazione D = —% come funzione di R[X] in sé, di R[X]<,

in sé, di R[[X]] in sé (per definizione abbiamo D(}>", a; X*) = >, ia; X" !). In ciascuno dei tre casi:
(a) verificare che si tratta di una applicazione R-lineare;

(b) descrivere nucleo e immagine di D, specificando le dimensioni;

(¢) determinare se D ¢ o meno iniettiva, suriettiva, biiettiva;

(d) ripetere 'esercizio sostituendo R con il corpo F, = Z/pZ.

5.1.4. Per ognuna delle seguenti condizioni, definire se possibile un endomorfismo di R? (non
nulli e) che la verifichi:
(a) nucleo e immagine coincidano;
) il nucleo contenga I'immagine;
(¢) il nucleo sia non nullo e contenuto nell’immagine;
(d) nucleo e immagine siano complementari;
(e) il nucleo sia diverso dall’immagine e la somma dei due non sia diretta.
Stesso problema nel caso di endomorfismi di R*.

SIS

5.1.5. Sia V uno spazio vettoriale sul corpo C. Verificare che
(a) se «:V — V & una applicazione lineare, allora {v € V' : a(v) = v} & un sottospazio di V;
(b) se W <V, allora esiste una applicazione lineare §: V — V tale che {v € V : f(v) = v} = W.
5.1.6. Sia V uno spazio vettoriale su R di dimensione 3 e base vy, vs,v3. Sia @) I'applicazione
lineare definita da

o(v1) = (A= Lvy 4+ 2v2 — (A + 1)vs, @(v2) = 2v1 — Mg, p(v3) = —Avy —v2 + (A + 2)v3

al variare di A € R

(a) determinare immagine e nucleo di ¢, al variare di X;

(b) per quali valori di A I'immagine dell’applicazione @y contiene il vettore vy + 2ve + 2037
(¢) P'unione dei nuclei di ¢y al variare di A genera V7

5.1.7. Scrivere le proiezioni su U nella direzione di W, e di W nella direzione di U per i seguenti
due sottospazi di R3: U = ((é) ((1))> e W= ((i)} .

5.1.8. Scrivere le proiezioni su U nella direzione di W, e di W nella direzione di U per i seguenti
1 0 z1+22=0

due sottospazi di R*: U = (((1’) ((1))> e W definito da {

0 1 3 — 14 =0

5.1.9. Si considerino gli R-spazi vettoriali R™ e R"™.
(a) Si mostri che una applicazione di R™ in R ¢ lineare se e solo se & del tipo seguente:

( >'—>A1a1+...+Anan,

an

ove A1,..., A, sono numeri reali fissati, cioé una funzione polinomiale omogenea di grado 1.
ai

Un caso particolare ¢ 'applicazione di R™ in R definita da < :

an

> — aq, ove 1 < ¢ < n; essa si indica

con pr;, e si dice la proiezione i-esima.
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(b) Simostri che un’applicazione f : R™ — R™ & lineare se e solo se sono lineari le applicazioni pr; o f

per ogni i, 1 <7 < n.

5.1.10. Siano U, V spazi vettoriali sul campo C. Siano W, Z sottospazi di U tali che WNZ = 0.
Dimostrare che se f: W — V e g: U — V sono applicazioni lineari, esiste una applicazione lineare
h:U — V tale che hjyy = f e hjz = g. Quando h ¢ unica?

5.1.11. Sia P, lo spazio vettoriale dei polinomi reali di grado < n, e sia D : P, — P, l'usuale
derivazione, D(f) = f’. Si consideri l'applicazione ¢ : P, — P, f — f+xf’.

(a) Verificare che effettivamente f + zf’ € P, se f € P,.
(b) Dimostrare che ¢ & lineare.
(¢) Dimostrare che ¢ & un isomorfismo.

5.1.12. Si consideri 'endomorfismo f, ; di R2 determinato dalle condizioni fap(er) = 2e1 + aey
e fap(e2) = ber + ez, dove {e1,e2} & la base canonica di R2, a, b € R. Dimostrare che il sottospazio
U = (e1 — e2) & fup-stabile (cioe che f, ,(U) CU) seesolosea—b+1=0.

5.1.13. Si considerino i sottoinsiemi B; = {(?) , (%t) , (%)} di R3, per ogni t € R.
(a) Per quali valori di ¢ I'insieme B; ¢ una base di R3 ?

(b) Per quali valori di ¢ esiste un endomorfismo ¢ di R? tale che ¢ (?) = (?>7 © (21t> = (El))),

0 0

e ()= (1)
(¢) Per quali valori di t Pendomorfismo di cui in (b) & unico?

5.1.14. Sia M il campo {a +bv2: a,b € Q}, e sia f : M — M V’applicazione definita mediante
a+bv2—a—bv2, a,beqQ.
(a) Verificare che M & spazio vettoriale su Q di dimensione 2.
(b) Verificare che M ¢ spazio vettoriale su M di dimensione 1.
(¢) Verificare che f ¢ una applicazione Q-lineare.
(d) Verificare che f non & una applicazione M-lineare.

5.1.15. Siano V e W due spazi vettoriali su R.

(a) Siano f un’applicazione lineare di V in W e Gy C V x W il suo grafico. Si mostri che se f &
lineare, allora Gy ¢ un sottospazio vettoriale di V' x W.

(b) Sia G C V x W un sottospazio; si mostri che G = G per un qualche omomorfismo f, se e solo
se lapplicazione my da G in V, definita da (v, w) — v, & un isomorfismo.

(c) Sisupponga che sia G = G per un qualche omomorfismo f. Si mostri che esiste una applicazione
lineare myy da G in W tale che f = my o 77‘;1.

5.1.16. Siano V e W spazi vettoriali su C' con basi vy, vs, v3, V4 € w1, W, w3 rispettivamente.
(a) dire se esiste una applicazione lineare ¢ tale che

(v +vo +v3 +v4) = w1 + wa + w3 p(v1 +v2) = wp — wa
QD(Ul —+ V2 + Ug) = 211)1 + 211.)2 + 2’LU3 cp(vl — ’Ug) = W1 — W2

ed eventualmente se € unica o no; calcolare nucleo e immagine, discutere iniettivita e suriettivita;
(b) mostrare che il sottinsieme {¢ € Endg(V') : ¢ 0¢p = 0} & un sottospazio vettoriale di Endg (V) e
calcolarne la dimensione e una base;
(¢) mostrare che il sottinsieme {¥ € Endg(W) : ¥ o o = 0} & un sottospazio vettoriale di Endg (W) e
calcolarne la dimensione e una base.

5.1.17. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul corpo C, e si indichi con V* lo spazio
vettoriale Home (V, C).
(a) Si mostri che f € V* ¢ suriettivo se e solo se f # 0.
(b) Simostri che se f,g € V* hanno lo stesso nucleo, allora essi sono linearmente dipendenti; in quali
casi e vera I'implicazione inversa?
(¢) Siano f,g € V* linearmente indipendenti; si calcoli dime (ker f Nker g).

5.2. Esercizi su Matrici.

5.2.1. Sia D : C[X]<4 — C[X]<4 l'usuale derivazione tra polinomi;
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(a) scrivere la matrice associata a D nella base canonica 1, X, X2, X3, X4

(b) trovare una base di C[X]«4 fatta di polinomi di grado 4 e scrivere la matrice associata a D in
questa base;

(¢) scrivere la matrice di cambiamento di base tra le due basi precedenti, e verificare la relazione di
cambiamento di base per le due matrici associate a D;

(d) esistono mappe inverse a destra o a sinistra per D? in caso affermativo, scriverne le matrici nelle
due basi date e verificare la relazione con le matrice di D;

(e) ripetere tutto usando D : C[X]<4 — C[X]<s.

5.2.2. Sia f : R?® — R3 I'applicazione lineare definita da f (i;) = (gi&%) .

(a) Scriverne la matrice in base canonica;
(b) scriverne la matrice nella base v1,v2,v3 ove v; € il vettore di coordinate tutte uguali a 1 tranne
la j-esima uguale a 0;
(¢) scrivere la matrice di cambiamento di base e verificare la relazione tra le due matrici di f;
(d) discutere iniettivita e suriettivita di f.
5.2.3. Consideriamo la proiezione p su V nella direzione di W e la proiezione g su W nella
1 1

0 0
direzione di V ove V = ((?) ) <(1)>> e W = ((6) , <8>>sono sottospazi di R*.
0 1 1 1
(a) verificare che R* = V @ W e scrivere le matrici di p e ¢ nella base di R* formata giustapponendo

le basi di V' e di W;

(b) si scrivano le matrici A e B di p e ¢ nella base canonica di R%;

(c) esplicitare le matrici di cambiamento di base e verificare le relazioni tra le matrici precedentemente
trovate;

(d) vero che AB=BA=0?

Consideriamo ora la simmetria s di centro V' e di asse W e la simmetria ¢ di centro W e di asse V' .

(a’) verificare che R* = V @& W e scrivere le matrici di s e t nella base di R? formata giustapponendo
le basi di V e di W;

(b') si scrivano le matrici A e B di s e t nella base canonica di R?;

(¢’) esplicitare le matrici di cambiamento di base e verificare le relazioni tra le matrici precedentemente
trovate;

(d") vero che AB = BA? vero che A? = B? =17

d 1 2 c d
(a) Verificare che si tratta di una applicazione lineare e scriverne la matrice nella base canonica;
(b) trovare una base del nucleo di L;
(¢) L & suriettiva? Trovare la dimensione e una base dell’immagine di L.

5.2.5. Sia ¢ : C[X]|<4 — C[X]<4 la funzione definita da ¢(P) = P + X D(P) ove D ¢& 'usuale

derivazione tra polinomi;

(a) scrivere la matrice associata a ¢ nella base canonica 1, X, X2, X3 X*4;

(b) scrivere la matrice associata a ¢ nella base X4, D(X%), D?(X*), D3(X*%), D*(X*);

(c) scrivere la matrice di cambiamento di base tra le due basi precedenti, e verificare la relazione di
cambiamento di base per le due matrici associate a (;

(d) esistono mappe inverse a destra o a sinistra per ¢? in caso affermativo, scriverne le matrici nelle
due basi date e verificare la relazione con le matrici di .

5.2.4. Sia L : M>(R) — M>(R) I'applicazione definita da L (Z b) = (2 4) <a b) :

5.2.6. Sia A una matrice quadrata d’ordine n nilpotente, cioé esista un intero positivo m tale
che A™ = 0. Mostrare che [, + A & una matrice invertibile. Cosa significa la nilpotenza in termini di
una applicazione lineare rappresentata da quella matrice?

5.2.7. Si diano degli esempi di matrici quadrate dello stesso ordine, non nulle, A e B tali
che AB = 0. E vero che allora necessariamente si ha BA = 0 (giustificare o dare controesempi)?
Interpretare gli esempi in termini di applicazioni lineari rappresentate da quelle matrici.

5.2.8. Dire se ¢ possibile che il prodotto di tre matrici A, B, C, quadrate dello stesso ordine e
non nulle, si annulli (ABC = 0) nei seguenti casi:
(a) A sia invertibile;
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(b) B sia invertibile;
(¢) C sia invertibile
(giustificare la risposta o dare dei controesempi).
5.2.9. Siano A e B due matrici quadrate dello stesso ordine. Dire che rapporti vi sono tra il
fatto che A e B siano invertibili e il fatto che A + B sia invertibile. Spiegare con degli esempi.

5.2.10. E vero che ogni matrice reale quadrata non (necessariamente) invertibile si pud scrivere
come somma di due matrici invertibili?

(a) Caratterizzare gli endomorfismi di R™ che vengono rappresentati sempre dalla stessa matrice in
ogni base (i morfismi ¢ : R™ — R™ tali che ay v (p) = aw » (@) per ogni coppia di basi ¥ e #
di R™).

(b) Caratterizzare I'insieme di tutte le matrici quadrate d’ordine n che commutano con tutte le altre
matrici (le matrici A tali che AB = BA per ogni altra matrice B; quest’insieme si dice il centro
dell’algebra delle matrici).

(¢) Che relazione c’¢ tra i due punti precedenti?

. 2 1 0
5.2.11. Sia A = (1 L o)
) determinare, se esistono, le matrici B € M32(Q) tali che AB = Iy;
(b) determinare, se esistono, le matrici C' € M342(Q) tali che CA = Is;
(c) discutere i punti precedenti in termini di applicazioni lineari, se gia non si & fatto;
(d) descrivere I'insieme di cui al punto (a) in termini dello spazio vettoriale M5x2(Q).
5.2.12. Siano A = (21 =3 ) e C = (392 2 ) esia U= {B € My(R) : ABC =0} ;
(a) mostrare che U ¢ un sottospazio di M3(R);
b) calcolare la dimensione di U su R;

¢) trovare una base di U.

5.2.13. Sia A = (% ?) Consideriamo l'applicazione f : M3(R) — Ms52(R) data da f(M) = AM.

(a) Mostrare che f ¢ lineare e calcolare dimensioni e basi di nucleo e immagine.
(b) Scrivere la matrice di f nelle basi canoniche di dominio e codominio.
(c) Dire se esistono inverse destre e/o sinistre per f, e nel caso determinarle tutte.

5.2.14. Consideriamo 'applicazione ¢ : R[X]<s — R[Y]<s che manda un polinomio p(X) nel
polinomio p(p(X)) =Yp(1+Y).
(a) Mostrare che @ & lineare e calcolare dimensioni e basi di nucleo e immagine.
(b) Scrivere la matrice di ¢ nelle basi canoniche di dominio e codominio.
(¢) Dire se esistono inverse destre e/o sinistre per ¢, e nel caso determinarle tutte.

5.2.15. Siano A € M>(Q) e B € M3(Q); si consideri 'applicazione 7 : May3(Q) — May3(Q)
definita da 7(X) = AX B.
(a) Simostri che 7 ¢ lineare;
(b) si mostri che 7 ¢ invertibile se e solo se A e B sono invertibili;
(c) si scriva una base di 7 nella base canonica con 'ordine lessicografico;
(d) stimare le dimensioni di nucleo e immagine di 7 in funzione dei ranghi di A e B.

SIS

5.2.16. Si considerino gli spazi vettoriali V e W su R con le rispettive basi ¥ = (v1, ve, vs,v4) €
W - (U/17’LU2,'UJ3).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare ¢ : V. — W che soddisfa alle seguenti condizioni

o(v1 + v2) = 2w + wy + 3ws, p(ve + v3) = 2wy + 2wy + Sws,
o(v1 + ve + v3) = 4wy + 2wy + 6ws, p(ve + v3 + v4) = 4wy + wy + 4ws;

e se ne scriva la matrice rispetto alle basi date.

(b) Si mostri che il sottoinsieme A = {¢) € Homg(V, V) : ¢ot = 0} & un sottospazio dello spazio vet-
toriale Homg (V, V) e se ne calcoli la dimensione. Sia ay v : Homg(V, V) — My(R) 'applicazione
che ad ogni endomorfismo di V' associa la sua matrice, rispetto alla base ¥. Si determini una
base per il sottospazio immagine di A.

(c¢) Si mostri che il sottoinsieme B = {¢ € Homg(W, W) : ¥ o ¢ = 0} ¢ un sottospazio dello spazio
vettoriale Homg (W, W) e se ne calcoli la dimensione. Sia oy » : Homg(W,W) — M;3(R)
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I’applicazione che ad ogni endomorfismo di W associa la sua matrice, rispetto alla base 7.
Si determini una base per il sottospazio immagine di B.

(d) Si consideri il sottinsieme C' = {(¢,9) € Homg(V, V') x Homg (W, W) : Yogpot) = 0} del prodotto
cartesiano Homg (V, V) x Homg (W, W), e si mostri che A x B & contenuto in C. E vero o falso
che A x B =C? E vero o falso che C' sia un sottospazio di Homg(V, V') x Homg (W, W)?

5.2.17. Si considerino gli spazi vettoriali V e W su R con le rispettive basi ¥ = (v1, ve, vs,v4) €
W = (w1, w2, ws3).
(a) Si dica se esistono applicazioni lineari ¢ : V' — W che soddisfano alle seguenti condizioni

p(v1 + ve + v3) = 2wy + 4wy + 2ws, p(v1 + v3) = 2wy + 3wy + ws,
o(v1 4+ v2) = wy + 2wy + w3, ¢(ve +v3) = w1 + 3wa + 2ws;

ed eventualmente si decrive questo insieme come sottoinsieme dello spazio vettoriale Homg (V, W).

(a) Sia ay w : Homg(V, W) — M4x3(R) 'applicazione che ad ogni morfismo di V' in W associa la
sua matrice, rispetto alle basi ¥ e #'. Si descriva I'insieme precedente in termini dello spazio
vettoriale Myy3(R).

5.2.18. Si considerino gli spazi vettoriali V e W su R con le rispettive basi ¥ = (v1, ve, vs,v4) €
W = (wl,wg,wg).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare ¢ : V' — W che soddisfa alle seguenti condizioni

o(v1 4+ vo + v3 + v4) = w1 + wo + w3, o(v1 4 vg) = w1 — 2w,
@(v1 4 v2 + v3) = 2wy + 2wy + 2ws, p(v1 —v2) = wy — 2ws;

e se ne scriva la matrice rispetto alle basi date.

(b) Si dica se il sottoinsieme A = {¢p € Homg(V,V) : ¢ 01 = @} & un sottospazio dello spazio
vettoriale Homg (V, V), e in ogni caso se ne dia una descrizione esplicita.

(c) Sia ay v : Homg(V,V)— My (R) Papplicazione che ad ogni endomorfismo di V' associa la sua
matrice, rispetto alla base ¥. Si descriva I'immagine di A in termini dello spazio vettoriale
My(R).

5.2.19. Siano A e B due matrici quadrate di ordine m ed n rispettivamente a coefficienti in C;
consideriamo i seguenti insiemi:

A ={X € Mpyn(C): AX =0}, B={XEMpn(C): XB=0}, % ={X€EMuxn(C): AXB=0}.

(a) Verificare che sono tre sottospazi di My, x,(C) e stabilire le ovvie relazioni di inclusione;
) calcolare le dimensioni dei tre sottospazi in funzione dei ranghi di A e B;
) studiare o/ N %;
) & vero che & + % = €7

5.2.20. Sia V = M;3.3(R) con la solita struttura di spazio vettoriale su R. Si consideri

l'applicazione tr : V' — R definita da tr(A) = a11 + a2 + ass, per ogni A = (a;;) € V.

(a) Si mostri che tr & un’applicazione R-lineare, se ne scriva la matrice nelle basi canoniche, e si
calcoli la dimensione del suo nucleo;

(b) Si mostri che per ogni A, B € V risulta tr(AB) = tr(BA);

(c) Siindichicon & = (e;; : 4,5 = 1,2, 3) la base canonica di V; si calcoli la dimensione del sottospazio
di V' generato dalle matrici e;5e,5 — e,5e;; al variare di e;; e e,s in &;

(d) Si calcoli la dimensione del sottospazio di V' generato da tutte le matrici del tipo AB — BA al
variare di A, B in V.

(b
(c
(d
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Capitolo 111

Sistemi Lineari

In questo capitolo presentiamo le definizioni ed i risultati fondamentali della teoria dei sistemi
di equazioni lineari. Pur trattandosi d’un problema puramente “algebrico”, e la sua interpretazione
in termini geometrici che permette la migliore comprensione dei risultati importanti, ed ¢ in termini
della geometria degli spazi vettorali (ed affini) che le dimostrazioni risultano piu chiare.

Il primo paragrafo presenta la teoria generale, che puo essere riassunta nel teorema di Rouché-
Capelli per i sistemi lineari generali, e nella regola di Cramer per sistemi lineari quadrati invertibili.

Il secondo paragrafo presenta il metodo di riduzione di Gauss per la risoluzione di un sistema
lineare, ed ancora si enfatizzano i legami tra il calcolo algebrico (matriciale) e la geometria degli spazi
vettoriali.

Nota terminologica: in questo capitolo si parlera di “sottospazi affini” o di “sottovarieta lineari
affint” di uno spazio vettoriale standard. Questi termini saranno definiti piu in generale per gli spazi
affini in un futuro capitolo. Per ora si deve intendere questo: un sottospazio affine (o equivalentemente
una sottovarieta lineare affine) é una qualsiasi classe laterale di un sotltospazio vettoriale, cioe un
sottinsieme L di K™ del tipo v+ W = {v +w|lw € W} conv € K™ e W un sottospazio vettoriale di
K™. Si tratta dei “traslati” di sottospazi vettoriali; talvolta il vettore v, o meglio il suo “estremo”; si
dice “punto di passaggio” di L e il sottospazio W si dice “direzione” o “giacitura” di L. In questo
contesto linsieme K™ viene indicato anche con il simbolo A(K™) oppure A™(K) (e si legge “spazio
affine associato a K™”, oppure “spazio affine di dimensione n su K7”).

1. Sistemi Lineari.

Sia K un corpo fissato.

1.1. DEFINIZIONE.  Un sistema lineare di m equazioni ed n incognite (e a coefficienti in K ) é
una lista di m equazioni nelle incognite X1, ..., X,,

a1,1 X1 +a12Xe + -+ a1 n Xn=b1
a1 X1 +az2Xo + -+ ag n Xp=bo

am,le + am,ZXQ +- am,an:bm

ovea;;,b; € K (perognii=1,...,mej=1,...,n)sidicono i coefficienti del sistema; in particolare
ib; (per ognii=1,...,m) si dicono i termini noti del sistema. II sistema si dice omogeneo se tutti i
termini noti sono nulli, e si dice quadrato se m=n.

1.1.1. SCRITTURA MATRICIALE. Un sistema come sopra si rappresenta in forma matriciale come

ai1 a2 o Qlp X1 b1
a1 Q22 '+ G2q X by
am,1 am,2 ot Qmyn Xn bm
e in forma piu compatta con
AX=b

ove A = (a; ;) € My, n(K) (matrici mxn a coefficienti in K), X=(X1,Xs,...,X,) e b= (b;) € K™
(vettore dello spazio vettoriale standard K™).

La matrice A si dice la matrice incompleta del sistema o matrice dei coefficienti, la matrice
(A b) € My, ny1(C), che si ottiene aggiungendo alla matrice incompleta la colonna dei termini noti,
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si dice la matrice completa del sistema. Il sistema ¢ quadrato se la matrice incompleta ¢ quadrata.
Omogeneo se b ¢ il vettore nullo.

1.2. DEFINIZIONE. Dato un sistema lineare AX = b come sopra, si dice soluzione del sistema
ogni n-pla (z1,...,2z,)" € K" per cui valgono tutte le uguaglianze. Risolvere il sistema significa
trovare tutte le soluzioni, cioé descrivere esplicitamente l’insieme

Sap={x € K" tali che Az = b}

delle soluzioni. Nel caso S sia vuoto il sistema si dice impossibile o incompatibile. In caso contrario
il sistema si dice compatibile.

1.2.1. INTERPRETAZIONE VETTORIALE. La matrice incompleta A del sistema lineare puo essere
interpretata come la matrice di una applicazione lineare

pa: K"——K™
espressa dalla matrice A rispetto alle basi canoniche di K™ e K™. L’insieme S4; delle soluzioni si
puo quindi interpretare come 'immagine inversa tramite ¢ 4 del vettore b € K™:
Sap =@y (b) :=={r e K" tali che pa(x) =b} .

Questa interpretazione ci permette di capire qual € la struttura dell’insieme delle soluzioni.

Nel caso pilu semplice in cui il sistema ¢ omogeneo, dunque b = 0, si tratta di calcolare il nucleo
dell’applicazione lineare ¢ 4. Dunque S40 = kerpg, e si tratta di un sottospazio vettoriale di K",
di dimensione dimg ker o4 = n — dimg impa = n —rg(A). Risolvere il sistema equivale dunque a
scrivere una base del nucleo di 4.

Nel caso in cui il sistema non sia omogeneo, si possono presentare due casi:

(7) il vettore b € K™ non appartiene all'immagine im (p4) dell’applicazione lineare ¢ 4; in tal caso
Sa,p =, e il sistema e impossibile.

(#4) il vettore b € K™ appartiene alllimmagine im (p4) dell’applicazione lineare ¢4; in tal caso,
scelta una soluzione particolare o € K™ del sistema (dunque Azg = b), ogni altra soluzione si
scrive sommando a xg una soluzione del sistema lineare omogeneo avente la stessa matrice dei
coefficienti (infatti, se y € K™ & un’altra soluzione, allora y = xo+(y—xzo), e y—zo soddisfa a
A(y—xo) = Ay—Azy = b—b = 0, dunque ¢ soluzione del sistema lineare omogeneo associato;
viceversa se z € K" soddisfa Az = 0, allora z¢+z soddisfa a A(zg+z) = Azg+Az = b+0 = b,
dunque ¢ soluzione del sistema originario). Dunque abbiamo mostrato che S4 = z¢ +ker pa =
xo + Sa,0, € si conclude che S, € una sottovarieta lineare affine dello spazio affine standard
A(K™). Risolvere il sistema equivale quindi a descrive la sottovarieta affine zo +ker ¢4, e dunque
si riduce a trovare una soluzione particolare xq e il sottospazio delle soluzioni del sistema lineare
omogeneo associato.

1.2.2. OSSERVAZIONE SUL PROBLEMA INVERSO. La discussione precedente mostra che il prob-
lema di risolvere un sistema lineare si presenta come il problema di descrivere una sottovarieta affine
di A(K™) a partire da un insieme di equazioni che la definiscono; in altri termini si tratta di trovare
equazioni parametriche, ovvero una descrizioni in termini di punti e generatori del sottospazio diret-
tore, per una sottovarieta lineare affine descritta da equazioni “cartesiane” (il sistema di partenza).

Sappiamo che anche il problema inverso ¢ importante: trovare equazioni cartesiane di una sotto-
varietd affine lineare di A(K™) che sia descritta in termini di punti, oppure di un punto di passaggio e
uno spazio direttore. Si tratta in questo caso di trovare un sistema lineare di equazioni il cui insieme
di soluzioni sia la sottovarieta affine lineare data.

Ricordiamo brevemente come risolvere questo problema. Sia L. = P+ W, con P € A(K™) un
punto dello spazio affine e W = (wy,...,w,) un sottospazio vettoriale di K™ di dimensione r, una
varietd affine di dimensione r di A(K™). Essa si descrive tramite equazioni parametriche: un punto
X di P+ W si scrive come X = P+ 22:1 a;w; ove gli a; € K sono i parametri e, se P ha coordinate
(p1,---,Pn), si puo esplicitare:

X1 D1 w1 w1,r Xi=p1+owig+ -+ oawr,

Xo p2 W21 wa y Xo =po+ayway + -+ apwa,
= . |+ | |+t | . ovvero

Xn Pn Wn,1 W, Xn =Dn +aqwWp1 + -+ W,
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ove w; = (w; ;) sono le coordinate dei vettori w;.

Un sistema di equazioni per L si puo ottenere tramite il procedimento di “eliminazione dei
parametri” a partire dalle equazioni precedenti (si procede ricavando un parametro da una equazione
e sostituendolo nelle rimanenti: dopo aver eliminato tutti i paramentri resta un sistema lineare di n—r
equazioni).

Ma conoscendo la nozione di determinante, si puo procedere in modo pill sistematico per trovare
subito un sistema di equazioni cartesiane: si impone la condizione

rig(X—P wp -+ w.)<r

(matrice nx(r+1)) che equivale ad annullare tutti i minori d’ordine r+1. Equivalentemente si pud

chiedere che
1 1 0 -+ 0
<
rg(x P ow e w,)\r—H

(matrice (n+1)x(r+2)) che di nuovo equivale ad annullare tutti i minori d’ordine r+2. Apparente-
mente si tratterebbe di (ZI;) equazioni, ma il rango del sistema sara comunque n—r. Per trovare
esattamente n—r equazioni indipendenti si ricorre al principio dei minori orlati: dalle ultime r+1
colonne, possiamo estrarre una sottomatrice quadrata invertibile di ordine r+1; le equazioni richieste
si ottengono annullando i determinanti di ordine r+2 della matrice completa contenenti la sottomatrice
scelta (ovvero i minori che si ottengono “orlando” la sottomatrice invertibile scelta).

Un analogo ragionamento porta a descrivere la sottovarieta affine lineare passante per i punti

Py, Py, ..., P, tramite la condizione
1 1 1 - 1
<
rg(X Py P - PT) sr+l
(matrice (n4+1)x(r+2)) cui di nuovo si pud applicare il principio dei minori orlati per ricavare esat-
tamente n—r equazioni, se i punti dati erano in posizione generale.

Anticipiamo infine che l'interpretazione cartesiana (che verra trattata parlando di spazi euclidei in
un futuro capitolo) dei coefficienti dell’equazione di un iperpiano (essi formano un vettore ortogonale
allo spazio direttore dell’iperpiano) da un metodo pratico per trovare equazioni cartesiane. Sia L =
P + W come usuale, con P € A(K™) un punto dello spazio affine e W = (w1, ..., w,) un sottospazio
vettoriale di K™ di dimensione r. Allora possiamo scrivere un sistema di equazioni per IL della forma
AX = AP, ove A € M(;,_,),, ¢ una matrice le cui righe sono generatori del sottospazio W+ ortogonale
di W.

1.2.3. INTERPRETAZIONE GEOMETRICA. Insistiamo ancora sulla interpretazione geometrica di
questi oggetti; abbiamo visto che le soluzioni di un sistema lineare AX = b sono una sottovarieta
affine lineare L, e che risolvere il sistema significa descrivere la sottovarieta affine parametricamente
come L = P+{wy,...,w,) (P € A(K™) una soluzione particolare e (w1, ..., w,) sottospazio di K"
delle soluzioni del sistema omogeneo associato). Si tratta quindi di passare dalla descrizione di L come
“insieme degli zeri” della funzione

X1
fAK™) —— A(K™) X = ( :

> — AX -0
Xn

ad una descrizione di . come “immagine” della funzione
Y:
g AKT) ——AKY) Y= (Y) —— P+ Yiu,
i
(e viceversa per il problema inverso). Per rappresentare L si pud sempre scegliere f suriettiva (sistema
minimale di equazioni) e g iniettiva (sistema minimale di generatori).
Veniamo ora al risultato fondamentale:

1.3. TEOREMA DI ROUCHE-CAPELLL.  II sistema lineare AX=b con A € M,,,(K) e b €
K™ ammette soluzioni se e solo se il rango della matrice completa é uguale al rango della matrice
incompleta, ed in tal caso se xy & una soluzione, Iinsieme S di tutte le soluzioni si scrive come
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xo + Sa,0 dove Sa & il sottospazio vettoriale di K™ delle soluzioni del sistema lineare omogeneo
associato, i.e. AX = 0. Infine si ha che dimg Sa o=n —rg(4).

DIMOSTRAZIONE. Come abbiamo fatto sopra, interpretiamo il problema usando I'applicazione
pa: KM—— K™

di matrice A nelle basi canoniche. Affinché il sistema abbia soluzione & necessario e sufficiente che
il vettore b € K™ appartenga all’immagine di ¢4, ovvero per definizione che sia combinazione lin-
eare delle colonne della matrice A, ovvero ancora che matrice completa e incompleta del sistema
abbiano lo stesso rango (aggiungendo la colonna b il rango non deve aumentare). Nel caso vi
siano soluzioni, abbiamo visto prima che esse si scrivano come zy + S4,0 ove zp € una soluzione
particolare e Sy o = kerg,4. La formula delle dimensioni per I'applicazione lineare ¢4 da allora
n = dimg ker p 4+ dimg im p4 = dimg S4,0+1g(A), da cui Pultima affermazione. O

In particolare, nel caso di sistemi quadrati in cui la matrice nxn dei coefficienti sia invertibile (cioe
di rango n), abbiamo uno spazio delle soluzioni ridotto ad un punto: infatti qualunque sia il vettore
dei termini noti il rango della matrice completa & comunque n (corrisponde al fatto che 'applicazione
v € suriettiva), e lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo associato € ridotto al vettore nullo
(corrisponde al fatto che l'applicazione w4 € iniettiva).

1l seguente risultato permette un calcolo esplicito dell’unico punto soluzione: vi si presuppone la
conoscenza della nozione di determinante, e va quindi letto dopo che tale nozione sia stata introdotta.

1.4. REGOLA DI CRAMER. Il sistema AX=b con A € M, (C) (sistema quadrato) ha un’unica
soluzione se e solo se det A # 0, i.e. se la matrice A é invertibile, e in tal caso 'unica soluzione é
x=A"1b. Se A; & Ia matrice che si ottiene da A sostituendo la i-esima colonna con la colonna b dei
termini noti, si ha che x;=det Ai/ det A.

DiMOSTRAZIONE. Dal teorema di Rouché-Capelli sappiamo che la soluzione esiste unica se e
solo se A ha rango massimo, e questo equivale a che A sia invertibile, e anche a che det A # 0.
Chiaramente la soluzione cercata ¢ data da x=A"'b. Ricordiamo che la matrice inversa si calcola
usando i complementi algebrici della matrice A, precisamente

ove ¢; j = (—1)"J det A;; & il determinante della matrice che si ottiene da A eliminando la j-esima
riga e la i-esima colonna. Di conseguenza si ottiene

1 i 1 & " det A;
i b = —— —1)" . det A, ;, = !
det A ,zlc 97T det A ;( ) 5 et A, det A

J

Ty =

poiché la sommatoria scritta rappresenta lo sviluppo di Laplace del determinante di A; rispetto alla
i-esima colonna (costituita dai termini noti). O

2. Riduzione di Gauss.

Rimane ancora da discutere come risolvere effettivamente un sistema lineare, ovvero dare un
procedimento effettivo che permetta di scrivere tutte le soluzioni. Per questo definiamo la nozione di
sistemi equivalenti.

2.1. DEFINIZIONE. Due sistemi AX=b e A/X=V, con A € My n(K) ed A" € My n(K),
be K™ebe K™ (cioé aventi lo stesso numero di incognite!), si dicono equivalenti se hanno lo stesso
insieme di soluzioni. Si tratta ovviamente di una relazione di equivalenza nell’insieme dei sistemi
lineari in n incognite.

Se due sistemi sono equivalenti, allora abbiamo rg(A) = rg(A’) (il viceversa ¢ ovviamente falso).

Osserviamo subito che, se H € M,,,(C) ¢ una matrice invertibile, allora AX = b & equivalente a
(HA)X = Hb.

La morale di questo paragrafo ¢ la seguente: tramite operazioni elementari sulle righe della
matrice completa si puo trasformare il sistema in un sistema equivalente in forma a scalini, da cui
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st leggono subito © ranghi delle matrici (per applicare il teorema di Rouché-Capelli), e si scrivono le
eventuali soluzioni.

Vogliamo perd insistere sul significato delle operazioni elementari sia in termini di matrici (molti-
plicazione per certe matrici invertibili dette “matrici elementari”), sia in termini di applicazioni lineari
(cambiamenti di base).

2.2. DEFINIZIONE (MATRICI A SCALINI (PER RIGA)). Una matrice A = (a; ;) € My n(K) si
dice in forma a scalini (per righe) se gode della seguente proprieta: per ogni riga, se a,j, & il primo
elemento non nullo della riga, allora a; ; = 0 ogni volta chei > r e j < j,, a partei =17 e j = j,
(significa che tutti i termini “a sinistra e in basso” rispetto ad a, ;. sono nulli, o ancora che a, ;. €
I'unico elemento non nullo della sottomatrice di A che si ottiene cancellando le righe soprastanti e
le colonne a destra) . I primi termini non nulli di ciascuna riga si dicono allora i pivot o i termini
direttori della matrice. La matrice si dice in forma speciale a scalini (per righe) se & in forma a scalini
e tutti i pivot sono uguali ad 1. Infine si dice in forma ridotta (per righe) se é in forma speciale (per
righe) e ogni pivot é I'unico elemento non nullo della sua colonna.

2.2.1. 1l tipico aspetto di una matrice in forma a scalini (per righe) & dunque il seguente:
O e 0 a17j1 e * * e * * e * * al,n
0 - 0 0 - 0 agj, - * * cee % % a2
0 -0 0 - 0 0 - 0 azgj, - * * asm
. .o : .o : .o : S : - : :
0O -0 0 -0 0 -0 0 - 0 aj - arn
o ---0 O ---0 O -0 O -0 0 -0
o ---0 O ---0 0 -0 0 -0 0 -0
ove le stelline indicano elementi non (necessariamente) nulli. La condizione della definizione si puo
esprimere nel modo seguente: sia a; ;, il primo elemento non nullo della i-esima riga (per i =1,...,m)

ed intendiamo j; = n+i+1 se la riga € nulla; allora la matrice & in forma a scalini se e solo se
J1<j2 < < jm-

(Che aspetto hanno le forme spciali e ridotte?)

Ad esempio, una matrice quadrata triangolare superiore con tutti i termini diagonali non nulli &
in forma a scalini; piti generalmente € in forma a scalini una matrice rettangolare con tutti gli elementi
di posto (7,7) non nulli e i termini di posto (4,5) con i < j nulli.

2.2.2. RANGO DI UNA MATRICE A SCALINI. Si vede immediatamente che il rango di una matrice
in forma a scalini & uguale al numero di righe non nulle, ovvero uguale al numero dei pivot, che
evidentemente corrispondono al numero di colonne linearmente indipendenti.

2.2.3. SOLUZIONI DI UN SISTEMA A SCALINI. Se un sistema ha matrice incompleta in forma
a scalini, allora il teorema di Rouché-Capelli si applica immediatamente per dire che il sistema &
impossibile se e solo se la colonna dei termini noti contiene qualche nuovo pivot (corrisponde ad avere
una equazione del tipo 0 = k con k # 0). Se il sistema ammette soluzioni si scrivono tutte e sole nel
modo seguente: comunque si assegnino degli elementi a; € K, per ogni j # ji,...jr, 1 < j < n, esiste
un’unica soluzione del sistema, (z1,x2,...,2,) € K", tale che z; = a;. Dunque quegli a; € K (in
numero di n—r) sono i parametri che permettono di scrivere tutte le soluzioni del sistema lineare.

2.2.4. Verificare per bene le due affermazioni precedenti. Fatto questo, ¢ chiaro che per risolvere
esplicitamente un sistema, basta trasformarlo in uno equivalente la cui matrice completa sia in forma
a scalini. Cio si fa tramite le “operazioni elementari” sulle righe della matrice completa.

2.3. DEFINIZIONE (OPERAZIONI ELEMENTARI SULLE RIGHE). Le seguenti operazioni si dicono
“operazioni elementari sulle righe di una matrice” A:
(i) scambiare di posto tra di loro due righe;
(ii) sostituire una riga con la somma di se stessa e di un multiplo scalare di un’altra riga;
(#4i) moltiplicare una riga per uno scalare non nullo.

2.3.1. INTERPRETAZIONI IN TERMINI DI SISTEMI LINEARI. E chiaro che se queste operazioni
vengono effettuate sulla matrice completa di un sistema lineare, si ottiene la matrice di un sistema
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equivalente (le operazioni corrispondono, nell’ordine, a: scambiare di posto due equazioni, sommare
ad una un multiplo di un’altra, moltiplicare una equazione per uno scalare non nullo).

2.3.2. INTERPRETAZIONE IN TERMINI DI PRODOTTO DI MATRICI. Indichiamo con e; ; la base
canonica dello spazio delle matrici quadrate d’ordine m, cioe e;; = (8,:0;.s)1<rs<m (delta di Kro-
necker). Le operazioni elementari sulle righe corrispondono a moltiplicare a sinistra la matrice A per
opportune matrici invertibili H € M,,(C), dette matrici elementari. Precisamente:

(i) scambiare tra di loro la i-esima e la j-esima riga corrisponde a moltiplicare per S(i,j) := I+
€ij T €ji = €ii — €443
(#4) sostituire la i-esima riga con la somma di se stessa e di @ € K volte la j-esima riga corrisponde

a moltiplicare per H(i, j, ) := I+ ae; j;

(4#43) moltiplicare la riga i-esima per oo € K corrisponde a moltiplicare per H(%, o) := I+ (a — 1)e; ;.

Che le matrici elementari siano invertibili si puo vedere direttamente, ma sara chiaro per ’osseravzione
successiva.

2.3.3. INTERPRETAZIONE IN TERMINI DI CAMBIAMENTO DI BASE. Identificando la matrice A
con la matrice di una applicazione lineare, le operazioni elementari sulle righe si possono interpretare
come cambiamenti di base nel codominio. Precisamente

(i) scambiare tra di loro la i-esima e la j-esima riga corrisponde a scambiare di posto i vettori e; ed

e;j della base canonica;

(ii) sostituire la i-esima riga con la somma di se stessa e di a € K volte la j-esima riga corrisponde

a sostituire il vettore e; della base canonica con il vettore e;—cae;;

(7i7) moltiplicare la riga i-esima per a € K corrisponde a sostituire il vettore e; della base canonica
con il vettore o~ Le;.

Che si tratti ancora di basi di K™ ¢ evidente, e permette subito anche di calcolare le inverse
delle matrici elementari, poiché basta identificare le operazioni (elementari) che ristabiliscono la
base canonica. Abbiamo S(i,j)~! = S(i, ) (cioe S(i,7)? = 1), H(i,j,a)"' = H(i,j,—a) ed infine
H(i,a)™t = H(i,a™1).

2.3.4. RI1AssUNTO. Conviene forse riassumere la discussione precedente in una tabella:

operazioni elementart sulle righe  moltiplicazione a sinistra per: cambiamenti di base nel codo-
di una matrice: minio:

scambio traloro le righe i-esima  la matrice elementare S(3, j) scambio tra loro i vettori i-esimo
e j-esima e j-esimo

sommo alla riga i-esima la j- la matrice elementare H (i, j, &) sottraggo al j-esimo vettore 1’i-
esima moltiplicata per « esimo moltiplicato per a
moltiplico la riga i-esima per la matrice elementare H (i, «) divido I’i-esimo vettore per o
a#0

2.4. TEOREMA (RIDUZIONE DI GAUSS). Tramite operazioni elementari sulle righe ogni matrice
puo essere ridotta in forma a scalini (per righe) usando operazioni dei tipi (i) e (ii); usando anche
operazioni elementari del terzo tipo ogni matrice pud essere ridotta in forma speciale a scalini (per
righe).

DIMOSTRAZIONE (METODO DI RIDUZIONE DI GAUSS). Si procede per induzione sul numero
di righe. A meno di un’operazione elementare del tipo (i) (scambiare la prima riga con un’altra)
possiamo supporre che la prima colonna non nulla abbia il primo termine non nullo, sia aq ;. Allora
tramite operazioni elementari del secondo tipo (sommando ad ogni riga un opportuno multiplo della
prima) possiamo far si che tutti gli altri termini di quella colonna diventino nulli. Ora si procede per
induzione, sulla sottomatrice che si ottiene cancellando la prima riga e la prime j; colonne.

Per ottenere la forma speciale per righe & ora sufficiente moltiplicare ogni riga non nulla per
I'inverso del suo termine direttore. O

2.5. CALCOLO DELL’INVERSA D’UNA MATRICE QUADRATA INVERTIBILE. Ogni matrice quadrata
invertibile A puo essere ridotta (tramite il metodo di Gauss) alla matrice identica, e questa riduzione
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permette il calcolo dell’inversa: la matrice rettangolare (A I) viene ridotta (per righe) a (I A=1). La
riduzione fino alla forma speciale per righe di A porta ad avere a sinistra una matrice triangolare su-
periore con tutti i termini diagonali uguali ad 1; ora delle operazioni elementari sulle righe procedendo
dal basso verso l'alto permettono di ricondursi alla matrice identica. Le operazioni elementari che
vengono fatte sono via via accumulate nella parte destra della matrice rettangolare, che percio alla
fine del procedimento restituisce la matrice inversa di A.

Che cosa succederebbe in questo procedimento se la matrice A non fosse invertibile?

2.6. OPERAZIONI ELEMENTARI SULLE COLONNE. Chiudiamo questo paragrafo facendo notare
che (quasi) tutto quello che si & detto si potrebbe riscrivere per le colonne di una matrice, piuttosto che
per le righe. Cioe possiamo definire la forma (eventualmente speciale) a scalini per colonne, e tramite
opportune operazioni elementari sulle colonne possiamo ridurre ogni matrice in quella forma. Le op-
erazioni elementari sulle colonne ammettono ugualmente interpretazioni in termini di moltiplicazione
a destra per matrici elementari, ed in termini di cambiamenti di base nel dominio:

(2) scambiare di posto le colonne A; e A; corrisponde a moltiplicare per S(i,j) == I+ e;; + €5, —
€ii — €555
(#i) sostituire la i-esima colonna con la somma di quella colonna e il prodotto di o € K per la j-esima
colonna corrisponde a moltiplicare per H(j,i,a) =1+ ae;;
(#43) moltiplicare la colonna i-esima per a € K; corrisponde a moltiplicare per H (3, o) := I+ (a—1)e; ;.

Va osservato pero che queste operazioni applicate alla matrice completa di un sistema lineare non
danno sistemi lineari equivalenti, e dunque non possono essere usate per la risoluzione.

Conviene organizzare una tabella simile a quella vista per le operazioni elementari sulle righe.

2.7. PROBLEMA: DECOMPOSIZIONI DI MATRICI. Operare con (alcune delle) operazioni elementari
su una fissata matrice, permette di scrivere quella matrice come prodotto di matrici in qualche modo
pit semplici: da un lato una matrice ridotta in una forma di Gauss, dall’altro un prodotto di matrici
elementari. Provare ad esplorare le proprieta possibili per queste decomposizioni; per esempio: quando
il prodotto di matrici elementari sara triangolare? quando avra tutti i termini diagonali uguali ad 17
quando non interverranno matrici di permutazioni?

3. Esercizi.

10 23 17 44 25
15 35 26 69 40
25 57 42 108 65
30 69 51 133 95

3.2. Al variare di £ € R, risolvere i sistemi lineari Ayx = by di matrice completa

5 =3 2 4 3 2 5 1 3 2
4 -2 3 7T 1 4 6
8§ =6 -1 -5 9
T =3 7 17 ¢

3.1. Risolvere il sistema lineare Ax = b di matrice completa

3.3. Al variare di £ € R risolvere ’equazione XA, = 0, dove A, = (g } _11) . In questo
11 L12

, quindi 'equazione X A, = 0 diventa un sistema
€21  T22

problema l’incognita e la matrice X = <

lineare omogeneo in x11, 12, X21, T22.

3.4. Sia ¥ : Az = b un sistema lineare con A € My, xn(K). Sia H € M,,,(K) e Il : HAx =b. Se
¥ ha soluzioni, IT ha soluzioni? In generale che relazione c’e tra i due insiemi di soluzioni? La stessa
domanda con H invertibile.

1 0 0 0 0
3.5. In R* si considerino i sottospazi U = <<(1)> , <%>>,eV = <<(1)> ) (?) , (%)).Determinare

0 0 0 1 1
tre sistemi lineari tali che U, V e U NV ne siano rispettivamente gli insiemi delle soluzioni. Risolvere

lo stesso problema trovando pero sistemi minimali di equazioni per ciascuno dei sottospazi U, V e
unv.
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22—1
3.6. Sia S l'insieme { ( 3’f\f’1 ) tali che A\, € R} . Determinare un sistema lineare il cui insieme
—A+tu
delle soluzioni coincide con S.
. 1 2 . - ..
3.7. Sia A = ( 0 1) € M5(R). Dimostrare che l'insieme delle matrici che commutano con A

(cioe 'insieme delle matrici B € M3(R) tali che AB = BA) ¢ un sottospazio di M3(R) e calcolarne la
dimensione. Per ogni intero n calcolare A™. Determinare, per ogni n € Z, la dimensione dello spazio
delle matrici di M3(R) che commutano con A™.

—tr4+(t—1y+2z=-1
3.8. Per ogni t € R si consideri il sistema lineare ¢ : { (t — 1)y +t2 =1 Sia S; I'insieme
204+ z2=25.

delle soluzioni di ;.

(a) Per quali valori di ¢t S; & costituito da un solo punto?

(b) Per quali valori di ¢ S; & vuoto?

(¢) Per quali valori di t S; & una sottovarieta lineare affine di dimensione 17
(d) Per i valori di ¢ di cui al punto (c), esibire equazioni parametriche di S;.

0 2 kK>—-1 0
3.9. Sia dato il sistema lineare reale Xi.: Apx = by, di matrice completa Cp, = | k& —1 —k -1
1 —k 1 k
al variare di k € R. Determinare per quali valori di k ¥; ammette un’unica soluzione e, in questi casi,
determinare la soluzione di X;. Risolvere lo stesso problema su C.

r+y=1
3.10. Consideriamo il sistema lineare reale { rT+z=A al variare di A € R.
2-Nz+y+z=1

(a) Discutere i ranghi delle matrici completa e incompleta al variare di A € R.
b

)

(b) Determinare per ogni A € R I'insieme delle soluzioni S}.

(c¢) Descrivere I'insieme S unione di tutti gli S.

(d) E vero che S & una sottovariet affine lineare? Eventualmente qual’® la minima sottovarietd affine

lineare contenente S7
z+(1-Ny+z=1+2A

3.11. Come l'esercizio precedente, usando il sistema ¢ (2 — A)z + (A —1)%y + Az =3 — A2
z+A—1Dz=2+X

1 3 5 3
. 1 4 7 3 - o . C e A .
3.12. Sia A = 01 2 0l Si discuta il sistema AX = b al variare di b in R*; in particolare
1 2 3 2
si mostri che i b per i quali il sistema ammette soluzione, sono tutte e sole le soluzioni di un’equazione

lineare omogenea.

lr + my — mz = m
3.13. Si consideri il seguente sistema lineare < max — ly = 1
r - y - z =0
Si dica per quali coppie (I,m) € R? il sistema ammette soluzioni, e per quali la soluzione & unica.
1 1 3 1 0
. . 3 2 3 1 1 . -
3.14. Calcolare il rango della matrice A = 9 1 ¢ 0 1 al variare di t in R.
t ot 2+t 20
3.15. Si calcolino le inverse delle seguenti matrici:
2 3
6 -2 -3 2 2 3 (1) ‘1‘ ‘; ZQ
A= -2 1 1 B=|1 -1 0 C =
-1 0 1 -1 2 1 00 1 a
0 0 0 1

Dip.Mat.P.&A. (Un.Padova) M. Cailotto@2004—



111.5. Esercizi. 95

3.16. Si indichino con A e B gli spazi delle soluzioni dei seguenti sistemi lineari omogenei:

2rx1 —3x9 —x4 =0 T +2x5 —3Ax3 =0
3zg 223 +x4 =0 e A+1)ax; 4222 =3 zs +x4 =0
1 +z4 =0 2A\xo —3x3 +2 vy =0

Si determini la funzione d definita su R da d(\) = dim(A N B).

3.17. QuaDRATI MAcicl. Un quadrato magico € una matrice quadrata, con termini interi
positivi o nulli, tale che le somme dei termini su ogni riga, su ogni colonna e sulle due diagonali
coincidano tutte. Determinare tutti i quadrati magici d’ordine 2 (sono solo quelli banali, con tutte le
entrate uguali) e 3 (mostrare in particolare che il termine centrale della matrice ¢ necessariamente un
terzo della somma).

3.18. (IL RANGO PER RIGHE COINCIDE CON IL RANGO PER COLONNE) Siano C' un campo e
A € My,5,(C); allora indicheremo con (A, .. .(,)A(n)) (risp. con (AM ... A(™) ) le colonne (risp.
A 1
le righe) di A; quindi A = (A()... Ay)) = :
Alm)

Definiamo rkec(A) = dim(A)y, ..., Awy) e rkr(A) = dim(AM ... A,

) Sia Y € M, (C); si mostri che rke(AY') < rke(A) e che rkr(AY) < rkr(A);
) Sia Y € GL,(C); si mostri che rke(AY') = rkc(A) e che rkr(AY) = rkr(A);
) Sia X € My, xn(C); si mostri che rke(X A) < rke(A) e che rkr(X A) < rkr(A);
) Sia X € GL,(C); si mostri che rke(X A) = rkc(A) e che rkr(X A) = rkr(A);
) Si mostri che rke(A) = rkr(A).

3.19. Con le notazioni dell’esercizio precedente, sia

1 -1 2
A=12 1 1] € M;sysR).
3 1 2

(a) Calcolare il rango di A;
(b) Trovare una matrice Y € GL3(R), tale che AY = (B(l)(ﬁ(g)());
C
(¢) Trovare una matrice X € GL3(R), tale che XA = | C®
0

(d) Trovare X,Y come nei punti precedenti, e tali inoltre che X AY =

OO =
o = O
o O O
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Capitolo IV

Determinanti

La nozione di determinante per endomorfismi e per matrici quadrate ¢ forse lo strumento piu
basilare ed importante del corso. E nozione ubiquitaria per i suoi significati geometrici.

0. Motivazioni.

0.1. RISOLUZIONI DI SISTEMI LINEARI QUADRATI. Nella risoluzione di un sistema lineare di due
equazioni in due incognite
a1121 + a1222 = by
a21%1 + a2 22 = by
troviamo, tramite metodi elementari e senza preoccuparci dei passaggi, le “soluzioni”
birag2 — baag 1

r1 =
a1,102,2 — A1,2021

a1,1b2 — a1,201

T =
a1,1a2,2 — a1,2021

e quindi siamo portati a chiamare il termine a1 1a2.2 — a1 2a2,1 il “determinante” del sistema: se esso
non e nullo, la soluzione scritta e I'unica. Se invece & nullo, nei passaggi fatti si sono commesse delle
imprecisioni, e il sistema puo essere impossibile o indeterminato.

Analogamente, nel caso di sistemi di tre equazioni in tre incognite, ma con molti piu calcoli, si
possono scrivere le soluzioni come rapporti in cui al denominatore compare sempre lo stesso termine
dipendente solo dai coeflicienti delle equazioni e non dai termini noti.

Il concetto di determinante per una matrice quadrata permette di estendere queste osservazioni a
tutti i sistemi di n equazioni in n ingognite: esiste un termine (il determinante appunto) che dipende
dai coefficienti delle equazioni e determina I'unicita o meno delle soluzioni a seconda che sia diverso
da zero o no.

0.2. INDIPENDENZA LINEARE DI VETTORI. Dati n vettori in uno spazio vettoriale di dimensione
n, sappiamo che essi formano una base se e solo se sono linearmente indipendenti. Decidere se sono
linearmente indipendenti significa esattamente capire se la soluzione nulla ¢ I'unica soluzione di un
sistema lineare omogeneo di n equazioni in n incognite (i combinatori lineari). Dunque la discussione
precedente ci dice che il concetto di determinante da un test di indipendenza lineare.

0.3. CALCOLO DI EQUAZIONI CARTESIANE DI SOTTOSPAZI. La nozione di determinante permet-
tera anche un modo automatico e spesso utile per la ricerca di equazioni cartesiane di sottospazi, una
volta che siano noti dei generatori, senza passare per le equazioni parametriche.

0.4. STUDIO DELLE FORME CANONICHE DELLE MATRICI. Lo studio delle forme canoniche delle
matrici, nel prossimo capitolo, utilizzera in modo essenziale la nozione di determinante per il calcolo
del cosiddetto polinomio caratteristico associato alla matrice.

0.5. CALCOLO DI VOLUMI IN GEOMETRIA EUCLIDEA. Vedremo parlando di Geometria Euclidea
che il calcolo del determinante & anche legato al calcolo del volume di certi oggetti geometrici (paral-
lelepipedi e simplessi n-dimensionali). Vedere quali proprieta debba soddisfare la nozione di volume
motiva bene la prima definizione che daremo; se vogliamo ottenere una funzione A(vy,vq) di due
vettori v; e vy che misuri 'area del parallelogramma descritto, la funzione dovra rispettare alcune
regole ovvie:

(1) se uno dei vettori & moltiplicato per uno scalare, Iarea sard moltiplicata per quello scalare:

A(avy, v2) = aA(vy, v2) = A(vy, avs);

(2) se nella prima variabile si sommano due vettori, il risultato & la somma delle aree: A(vy+vf,vg) =

A(v1,v2) + A(v),v2) (idem per la seconda variabile); farsi un disegno per capire: si tratta di

decomporre un parallelogramma in due aventi stesse “basi” e “altezze” dei due sommati;
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(3) se i due vettori sono dipendenti il risultato & nullo;

(4) il quadrato unitario ha volume 1: A(ey,es) = 1.

Di solito le prime due condizioni si riassumono dicendo che la funzione & bilineare (lineare in ogni
variabile) e la terza dicendo che ¢ alternante (perché se ne deduce che A(vy,v2) = —A(v1,v2)). Se si
trova che esiste una unica tale funzione, essa da la “giusta definizione” di area. Andiamo a formalizzare
e studiare tali condizioni.

1. Determinanti e proprieta fondamentali.

In tutto il capitolo, il corpo C' ha caratteristica diversa da 2.

1.1. DEFINIZIONE (FUNZIONI MULTILINEARI ALTERNANTI).  Se V' & uno spazio vettoriale sul
corpo C', una funzione m-lineare a valori in un altro spazio vettoriale W su C' é una applicazione

6: VX xV—W
—_———
m volte

che e lineare separatamente in ogni variabile, per qualsiasi fissati valori delle altre. Inoltre si dice
alternante se si annulla ogni qual volta due argomenti sono uguali.

Se W = C si parla di forme m-lineari, eventualmente alternanti. Si osservi che gli insiemi delle
funzioni m-lineari e m-lineari alternanti formano in modo naturale spazi vettoriali su C.

1.1.1. La condizione di m-linearita della definizione si puo esprimere dicendo che per ogni 4

e per ogni scelta di vettori v; € V per j # i, la funzione v — §(v1,...,v,...,v) (v in posizione
i-esima) & lineare. Si osservi che non basta che tutte le composizioni ¢ o ¢; siano applicazioni lineari
ove tj: V=V x...xV &la j-esima inclusione per ogni j = 1,...,m (chi sono queste funzioni se ¢ e

multilineare?). E sufficiente limitare la condizione sopra scritta per i vettori v; di una fissata base di

v (1)?

1.1.2. PROPOSIZIONE (PROPRIETA FONDAMENTALI).  Sia § una applicazione m-lineare alter-
nante. Allora:
(1) ¢ si annulla non appena si applichi ad un insieme di m vettori linearmente dipendenti;
(2) ¢ cambia di segno se si scambiano di posto due qualsiasi suoi argomenti.

. —1 .
DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre v,, = Z?’Zl a;v;; allora risulta

m—1
0(v1,v2y ..oy Um) = 0(v1, 09, ..., Z a;v;)
i=1

m—1

-1
= mz: aié(vl,vg,...,vi) = Z aiO =0.
i=1 i=1

Per il secondo punto, possiamo supporre di scambiare di posto v1 e v2, e dal calcolo
0 = §(v14va, v14+v2,v3, ..., V) = 0(v1,V2,V3, ..., Vm) + 0(v2, V1,03, ..., V)

abbiamo il risultato voluto (tenendo conto che il corpo ha caratteristica diversa da due). O

1.1.3. PROBLEMA. Indichiamo con m-Ling(V, W) e m-LinAlt(V, W) gli spazi vettoriali delle
forme m-lineari (risp. e alternanti), e sottoindentiamo W se W = C. Che dimensioni hanno questi
spazi, in funzione delle dimensioni di V' e di W7

1.2. DEFINIZIONE-TEOREMA (DETERMINANTE DI APPLICAZIONI LINEARI).  Sia V uno spazio
vettoriale di dimensione n. Allora:

(1) lo spazio delle forme n-lineari alternanti ha dimensione 1 su C, e dunque ogni suo elemento non
nullo ne costituisce una base; scelta una base ordinata ¥ di V , 'applicazione n-LinAlt¢(V) — C
che manda D in D(¥') & un isomorfismo di spazi vettoriali.

(2) una forma n-lineare alternante non identicamente nulla si annulla se e solo se l'insieme costituito
dagli argomenti ¢ un insieme linearmente dipendente.
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Detta D una qualunque forma n-lineare alternante non nulla, definiamo il determinante di un endo-
morfismo ¢ di V' come il rapporto

D(pv1,...,0u,)

D(v1,...,vn)
ove vy, ...,v, € una qualsiasi base di V'; questa definizione non dipende né da D né dalla base scelta.
In particolare si ha che det(idy ) = 1.

det p =

DIMOSTRAZIONE.  Osserviamo innanzittutto che una applicazione n-lineare alternante D &
determinata dal valore che assume in una base qualsiasi: se infatti vq,...,v, € una qualsiasi base di
V', allora

n

n n n
D(Y @i 1oy D Qi) = D0 Y Qi1 @iy n D(0ig, 0,

in=1 in=1 i1=1  ip,=1

= Z sgn(0) Ay (1),1 " * Ao (n)nD(V1, ..., Un)

ce6,

ove &, indica I'insieme delle permutazioni sull’insieme {1,...,n} e sgn(o) & il segno della permutazione
o (uguale a 1 se o & composizione di un numero pari di scambi, —1 se o & composizione di un numero
dispari di scambi). Si osservi che nel primo passaggio abbiamo usato la multilinearita, nel secondo
abbiamo usato la proprieta di alternanza.

Da questo deduciamo subito che se D e D’ sono due applicazioni n-lineari alternanti non nulle,
allora D = kD' ove k = D(v1,...,v,)/D'(v1,...,v,) € C. Rimane da vedere che in effetti non
tutte le applicazioni n-lineari alternanti sono nulle, ma questo ¢ immediato osservando che definendo
D(vy,...,v,) =1 e usando la formula precedente per definire I'applicazione D, otteniamo una appli-
cazione n-lineare alternante non nulla.

D’altra parte e chiaro che ogni forma di questo tipo si annulla su un insieme di n vettori linear-
mente dipendenti; viceversa, se si annulla su una base, allora per la formula precedente dev’essere
I’applicazione nulla.

Dimostriamo ora che la definizione di determinante non dipende dalla base scelta: se vi,..., v,
¢ un’altra base di V, abbiamo (v{,...,v),) = (v1,...,v,)H ove H & una matrice invertibile, di con-
seguenza abbiamo

D(pvi,...,pul) _ D((pv1,...,pv,)H) _ hD(pv1, ..., ov)
D(vy,...,v) D((v1,...,v,)H) hD(vy,...,vp)

e n

ove h = deensgn(a)ho(lm “++Ng(n),n € una costante non nulla. In effetti questa verifica ¢ inutile, se
si ricorda che il rapporto che definisce det ¢ il rapporto tra due funzioni n-lineari alternanti non nulle
(D e una sua modificata tramite una trasformazione H invertibile). O

1.2.1. Segue subito dal risultato precedente che il determinante di una applicazione ¢ € non

nullo se e solo se ¢ € un isomorfismo.

1.3. DEFINIZIONE-TEOREMA (DETERMINANTE DI MATRICI).  Detta D una qualunque forma
n-lineare alternante non nulla di V,,(C), definiamo il determinante di una matrice A € M,,(C') come il
determinante della applicazione lineare di V,,(C) in sé che é rappresentata dalla matrice A nella base
canonica. Il determinante di A é dunque I'elemento di C' dato da

n
det A=[A]:= > sen(o) [ aioe)
) =1

ove 6,, indica l'insieme delle permutazioni sull’insieme {1,...,n}. In particolare si ha che det1,, = 1.
Da quanto detto possiamo allora dire che det : M,,(C') — C' & I'unica funzione n-lineare alternante
sulle colonne delle matrici e che vale 1 sulla matrice identica.

DIMOSTRAZIONE. E nascosta nella dimostrazione del precedente teorema. O

1.3.1. Segue subito dal risultato precedente che il determinante di una matrice A & non nullo
se e solo se A ¢ invertibile. In particolare n vettori formano una base di V' (ovvero sono linearmente
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indipendenti) se e solo se il determinante della matrice che ha come colonne le loro coordinate (in una
base qualsiasi) € non nullo.

1.3.2. Si osservi che il determinante di una matrice puo essere visto come un polinomio
omogeneo di grado (totale) n nelle entrate della matrice, ed esso ¢ di primo grado rispetto a ciascuna
entrata.

In quanto polinomio nelle n? variabili a; 5, il determinante ¢ irriducibile, cio¢ non puo essere
scritto come prodotto di due polinomi di grado strettamente minore.

1.4. TEOREMA (DI BINET).  Le applicazioni det : Ende (V) — C e det : M,,(C) — C rispettano
identita e prodotto, cioé:
(1) det(idy) =1 edetl, =1;
(2) det(¢) o ) = det() det(p) per ogni p,v € Endc(V) e det(AB) = det(A)det(B) per ogni
A, B e M,(C).

DIMOSTRAZIONE. Il primo punto si e gia visto, ed & ovvio dalla definizione. Per il secondo
punto, se uno dei due determinanti & nullo, il risultato & chiaro. Altrimenti ¢ e ¥ sono isomorfismi e
possiamo calcolare, usando qualsiasi forma multilineare alternante D e qualsiasi base di V,

D% o uy,... 10 pu,)

det(v o p) =
Woe) Dlvr, -, vn)
_ D¢ o puy, ..., 0pu,) D(pvy,...,ou,)
D((pvla'”v(pvn) D(’Ulv"'avn)
— det (1) det()
poiché il calcolo del determinante non dipende dalla base scelta dello spazio. O

1.4.1. PROBLEMA. Si osservi invece che la somma di matrici non e rispettata dal determinante,
ciot in generale det(A + B) # det(A) + det(B) (farsi degli esempi).

Mostrare che det(—A) = (—1)" det(A) se A € M, (C).

Piu in generale, abbiamo det(aA) = o™ det(A) se A € M, (C) e a € C.

1.5. TEOREMA (DETERMINANTE DELLA TRASPOSTA). Se ¢ € Endc(V) allora abbiamo
©* € Endc(V*) e risulta det(¢*) = det . Per ogni matrice A € M,,(C) si ha det(A*) = det A.

DIMOSTRAZIONE. La prima asserzione segue dalla seconda, che ¢ evidente:

det A* = Z sgn(o) Hag(i)yi = Z sgn(o) H ajo-1(j) = Z sgn(m) H aj ) =det A .
i=1 j=1 j=1

cEG, cEG, T€S,
O
1.6. EsEMPI. Riepiloghiamo alcuni esempi facili di determinanti:
1.6.1. MATRICI 2 X 2. Risulta det (¢ ) = ad — bc (diagonale meno antidiagonale);
1.6.2. MATRICI 3 x 3. Risulta det ((éll ?5 ?2) = a1b203+a2b361 +a3b102 7&31)201 7&21)163 7(111)302
c1 C2 C3

(diagonali meno antidiagonali: regola di Sarrus);

1.6.3. MATRICI 4 x4. Esercizio: si tratta di una somma con 24 addendi, meta con “segno meno”;
di conseguenza non possono essere solo le diagonali e le antidiagonali (che comunque compaiono: ma
con che segni?) poiché si tratterebbe solo di 8 elementi...

1.6.4. MATRICI DIAGONALI. Il determinante ¢ il prodotto degli elementi diagonali.

1.6.5. MATRICI ANTIDIAGONALI. Il determinante e il prodotto degli elementi nella antidiagonale,
a meno di un segno: quale?

1.6.6. MATRICI TRIANGOLARI. Il determinante ¢ il prodotto degli elementi diagonali.
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2. Sviluppi di Laplace e matrici inverse.

2.1. TEOREMA (SVILUPPI DI LAPLACE). Il determinante di una matrice A € M,(C) si

calcola mediante gli sviluppi di Laplace per riga o colonna, riconducendosi a determinanti di matrici
in Mnfl(C).'

|A| = Zn 1(—1)i+jai7j|Ai7j| (sviluppo secondo la i-esima riga)
j:
=2 (D) ai

ove A; j € M,_1 ¢ la matrice che si ottiene da A eliminando la i-esima riga e la j-esima colonna. I
termini (—1)"*7|A; ;| si chiamano i complementi algebrici di posto (j,i) della matrice A.

A; (sviluppo secondo la j-esima colonna)

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di vedere che le funzioni definite dalle formule di Laplace valgono
1 sulla matrice identica, e sono n-lineari alternanti sulle colonne della matrice. O

2.1.1. ANNULLAMENTI O SVILUPPI (CON COFATTORI) ALIENI. Dal risultato precedente segue

subito che N o " o
Do DM arsl Al =0 sp Yo (<) aikldigl =0 )

per ogni k # i (risp. k # j), poiché si tratta di sviluppi di Laplace di matrici con due righe (risp.
colonne) uguali.

2.1.2. DEFINIZIONE-TEOREMA (MATRICE DEI COMPLEMENTI ALGEBRICI). Data una ma-
trice quadrata A, si dice complemento algebrico o minore segnato di posto i, j e si indica con aj ;
il determinante (—1)"*7|A;;|. La matrice dei complementi algebrici A° ¢ la matrice (af ;). Vale la
relazione

AA® = A°A = |AL, .
Inoltre abbiamo I, =1,, e (AB)® = B°A°.

DIMOSTRAZIONE. Segue subito dagli sviluppi di Laplace (e alieni). L’ultima asserzione segue

essenzialmente dal confronto tra (AB)(AB)® = |AB|I,, e ABB°A° = |B|AA® = |A||B|L,. O
2.2. TEOREMA (INVERSA).  Una matrice é invertibile se e solo se il suo determinante & diverso
da zero. Se A € M,,(C) ¢& invertibile la sua matrice inversa si indica con A~! e si calcola tramite:
1 1 it
AilziAczi -1 Z+JA" i=1,...,n -
Al |A]| (=0 “Dj:i:...:n
DiMOSTRAZIONE. Facile conseguenza del risultato precedente. O
2.3. TEOREMA (CAUCHY). Il determinante della matrice dei complementi algebrici di A e
dato dalla potenza n—1-esima del determinante di A, cio¢ |A¢| = |A|"~1.

DIMOSTRAZIONE. Se |A| = 0 il risultato & ovvio, poiché anche |A°| = 0 (si noti per inciso che il
rango di A° ¢ n, 1, 0 a seconda che il rango di A sia n, n — 1, minore di n — 1: perché?); altrimenti
basta calcolare il determinante della uguaglianza AA°® = |A|L,,, da cui |A||4A¢| = |A|". O

2.3.1. OSSERVAZIONE. Vale che A% = |A|"72A. Si ottiene per esempio confrontando AA® =
|A|L, con A°A® =|A°|L,, se A & invertibile (altrimenti?).

2.4. PROPOSIZIONE (GRUPPO GENERALE LINEARE). Il gruppo generale lineare GL(n,C) si
caratterizza come il sottinsieme di M,,(C) delle matrici di determinante non nullo. Il determinante si
restringe ad un morfismo di gruppi

det : GL,(C) —— C*

tra il gruppo delle matrici invertibili con I'operazione di prodotto e il gruppo degli elementi non nulli
di C con I'operazione di prodotto.

DiMOSTRAZIONE. Ovvio dalle definizioni e dai risultati precedenti. U
2.4.1. In particolare abbiamo det(A~!) = det(A)~!, e che det(H 'AH) = det(A).
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2.4.2. L’applicazione det : GL,(C) —— C* & suriettiva; & vero che esistono delle inverse a
destra? Trovarne qualcuna la cui immagine sia contenuta nel sottogruppo delle matrici diagonali.
E possibile trovare una inversa a destra la cui immagine sia contenuta nel sottogruppo delle matrici
scalari?

2.4.3. Le matrici di determinante uguale ad 1 formano un sottogruppo normale di GL,,(C)
indicato con SL,(C) (gruppo Speciale Lineare). E vero che ogni matrice invertibile si puo scrivere
come prodotto di una matrice scalare (risp. diagonale) e di una matrice di determinante 1?7 Chi & il
gruppo quoziente GL,,(C)/SL,(C)?

#A 2.5. SVILUPPI DI LAPLACE GENERALIZZATI. Il calcolo del determinante tramite sviluppo
di Laplace pud essere generalizzato nel modo seguente: fissate r righe (risp. 7 colonne), invece di
una sola, si puo calcolare il determinante come somma di prodotti dei determinanti delle sottomatrici
quadrate di quelle righe (risp. colonne) per il determinante della sottomatrice “complementare” (che
si ottiene sopprimendo quelle righe e quelle colonne). La parte sofisticata della formula ¢ nel tener
conto dei segni con cui tali prodotti devono essere conteggiati.

2.5.1. TEOREMA (SVILUPPI DI LAPLACE GENERALIZZATI).  Sia K sottinsieme (ordinato) di
{1,2,...,n} e indichiamo con K' = {1,2,...,n} \ K il complementare (ordinato). Sia (K, K') il
segno della permutazione che manda i nell’i-esimo elemento della lista (K, K'). Allora

det A =c(K,K')Y e(H,H')det A i det A
H

dove la sommatoria é estesa a tutti i sottinsiemi H di {1,2,...,n} aventi la stessa cardinalita di K,
H' & I'insieme complementare, Ay k indica la sottomatrice quadrata che si ottiene selezionando le
righe (risp. le colonne) i cui indici sono in H (risp. in K ), e Ay g+ indica la sottomatrice quadrata
che si ottiene eliminando le righe (risp. le colonne) i cui indici sono in H (risp. in K).

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di vedere che le funzioni definite dalle formule di Laplace valgono
1 sulla matrice identica, e sono n-lineari alternanti sulle colonne della matrice. O

EseMPI. 2.5.2. Se K = {i} ¢ di cardinalitd uno, oppure K = {1,2,...,n} \ {¢} & di cardinalita
n — 1, si tratta dello sviluppo di Laplace secondo la i-esima colonna.

2.5.3. Una generalizzazione analoga puo essere fatta per lo sviluppo di Laplace per righe (invece
che per colonne), e si pud dedurre dal teorema scritto passando alla matrice trasposta.

2.5.4. Se K={1,2} en =47

2.5.5. Se K ={1,2} en=>57

2.5.6. ANNULLAMENTI O SVILUPPI (CON COFATTORI) ALIENIL. Si osservi anche che, analoga-
mente al caso di “sviluppi di Laplace su una riga (o una colonna) sbagliata” si ha che

ZE(H,H/)detAH’KdetAH/’L =0
H

per ogni L C {1,2,...,n} della stessa cardinalita di K’ ma diverso da K’.

3. Sviluppi pivotali.

Poiché il determinante di una matrice ¢ funzione multilineare in ogni riga o colonna, ¢ possibile
sfruttare il metodo di riduzione di Gauss per semplificare la forma della matrice di cui calcolare il
determinante, per esempio portando la matrice alla forma triangolare. Questo tipo di procedimento
da luogo a formule interessanti, dette sviluppi pivotali.

3.1. DETERMINANTE DELLE OPERAZIONI ELEMENTARI. Le matrici elementari che si usano nella
riduzione hanno determinanti facilmente calcolabili: abbiamo det S(i,j) = —1, det H(i,j,a) = 1 e
det H(i, ) = a.

In particolare, sommare ad una riga un qualsiasi multiplo di un’altra riga non altera il determi-
nante, mentre lo scambio di due righe cambia di segno il determinante.

& 3.2. Le operazioni elementari sulle righe possono essere usate per esprimere un determinante
n X n in termini di un determinante (n—2) x (n—2) e di un determinante 2 X 2 le cui entrate sono
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determinanti (n—1) x (n—1). Prima di dare un enunciato generale, proponiamo i casi di determinanti
di ordine 3, 4 e 5 quali esempi.

3.2.1. DETERMINANTI D’ORDINE 3. Dopo aver moltiplicato la seconda e la terza riga per
I’elemento a; di posto 1,1, supposto diverso da zero, procediamo con la riduzione per righe:

a1 b1 C1 ay b1 C1
Il—axl
ajaz  ajbs  ajco :HI - 0 aiby —aghy ajce —ascy
—a
aias albg ai1C3 3 0 G,lb?, — a3b1 a1C3 — asCq

da cui si ricava subito che

b ap by ar c1

¢1 %1 c az by az ¢
aip|az by co| = b

as by c3 a1 1 ap ¢

az b3 az c3

(sviluppo rispetto al pivot aq).
3.2.2. DETERMINANTI D’ORDINE 4. Dopo aver moltiplicato la seconda, la terza e la quarta riga
per I'elemento a; di posto 1,1, supposto diverso da zero, procediamo con la riduzione per righe:

a by €1 dy a by € dy
aia9 a1b2 a1Co a1d2 II—asl 0 albg — a2b1 a1Co — A2Cq a,ldg — Clgdl
aiaz aibs aics  aids IIT—asl 0 aibs —asby aic3 —ascr ayds —asdy
aj1a4 a1b4 aicCq (11d4 IV —asl 0 a1b4 - (14b1 a1C4 — a4C1 a1d4 - a4d1

da cui si ricava subito che

ar by ap € ar dp

ap b ¢ dy az by az c2| |az d

2| a2 by co do _|l|a b1 a; € ar dy
ay =

a3 by c3 ds az bz as c3 a3 d3

ag by cy dy a; b a; C1 a1 dy

as by Ay C4 as dy

(sviluppo rispetto al pivot ay); usando poi lo sviluppo pivotale del determinante a destra rispetto al

primo termine, ed interpretando il risultato in termini di uno sviluppo pivotale rispetto ad ay risulta
che

ap b ap by dp

ap by o dy az by ¢ az by dy

ai billaz by co do| ||as bz c3| |az b3 d3
‘ag by |las b3 c3 d3| ar b1 a; by di
ays by ca dy az by o as by ds

ag by c ag by dy

sotto ipotesi che il primo determinante scritto sia non nullo.
3.2.3. DETERMINANTI D’ORDINE 5. Un analogo procedimento (riduzione di Gauss per quattro
righe, poi uso degli sviluppi pivotali nei casi d’ordine 4 e 3), porta alla formula

ap by ¢ dy ap b o e
o b1 1 d1 el a9 b2 Co d2 a9 b2 Cy €2
az bz c3 ds3 az by c3 e3
ar by ciflaz ba c2 dy e
ag by cq4 dy ag by cy ey
ay by caflas b3 c3 d3 e3|=
ap by o di ar b ca e
az bz c3|las by cy dy ey
b c d e ay by cp do az by c2 e
a
R a3 bz c3 ds a3 by c3 e3
as bs c5 ds as bs c¢5 es

sotto ipotesi che il primo determinante scritto sia non nullo.

A4 3.3. TEOREMA (SVILUPPI PIVOTALI). Data una matrice quadrata A d’ordine n > 3, e

indici1 < iy <-++ <ir <mel<jy << jp <n, indichiamo con AL

d’ordine r che si ottiene scegliendo gli elementi di A il cui indice di riga appartiene a {iy,...,i,} e

la sottomatrice quadrata
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il cui indice di colonna appartiene a {ji,...,jr}; indichiamo con Aglz’)) la sottomatrice quadrata
1seee5dr
d’ordine n — r che si ottiene sopprimendo le righe il cui indice appartiene a {i1,...,i,} e le colonne il
cui indice appartiene a {j1,...,jr}. Allora risulta che
A(i:l) ‘ A(i:l)
‘A(iAl,’L'Az) ‘ | _ ’ (.71) (]2)
(J1.42) (i2) ‘ (i2)
‘ A(]'Al ) A(fz)

sotto ipotesi che il primo determinante sia non nullo.

DIMOSTRAZIONE. Induzione sull’ordine del determinante. Si pu® supporre, scambiando righe
e colonne, che i; = j1 =n —1 e is = jo = n. Si usa il procedimento di Gauss per eliminare i termini
della prima colonna, ottenendo una espressione del tipo

2| | 402 (12)

’Au,z)‘ ‘A<1,3>’ o ‘Au}n)

W3)| | 403 (1,3)

i ‘Au,z)) ‘Au,s)‘ ‘Au,n)
p |A] =

W) | 4 (1)

’A(L?) ‘A(l,za) o ‘Au,n)

Detta B la matrice d’ordine n — 1 il cui determinante sta sul lato destro, abbiamo (usando lo sviluppo
pivotale dell’ordine precedente) che

‘B(E) ’B@\\?)

‘ (E’E) Bl - (n—2) (n—1)
(n=2,n=1) p=D| |pr=D
(n—2) (n—1)

e d’altra parte, usando le formule intermedie date dagli sviluppi pivotali rispetto al primo termine
degli ordini precedenti, abbiamo che

1 (n=1,m)| _ | p(n—2,n—-1)
n=3 (n—1n)| | (n-2,n-1)
e
1 @ (i-1) .
Al =|B < da usare per i,j = n—1,n).
a2 0| = 1P| | pernd ™)
Sostituendo nella prima espressione trovata otteniamo il risultato voluto. O

4. Determinanti notevoli.

4.1. MATRICI TRIANGOLARI. Se la matrice A & triangolare (inferiore se a; ;=0 per i > j; superiore
se a; ;=0 per i < j) allora il determinante ¢ il prodotto degli elementi in diagonale: det A = [}, a; .
E una conseguenza immediata del calcolo secondo Laplace, ma anche della definizione stessa. In
particolare, una matrice triangolare e invertibile se e solo se i suoi elementi diagonali sono tutti non
nulli. Verificare che, allora, anche la matrice inversa & triangolare.

4.2. MATRICI A BLOCCHI. Se la matrice ¢ “a blocchi”:

clet(g1 g)det(A)det(D)det(é g) ,

con A e D matrici quadrate. Anche questo segue subito dalla definizione (ogni addendo del determi-
nante che coinvolge un elemento di B o di C' coinvolge anche un fattore nullo), come pure da un facile
argomento usando la riduzione di Gauss. Si generalizzi per piu blocchi.

4.3. ALTERNANTI. In generale si dicono alternanti i polinomi di piu variabili che cambiano
di segno quando “si scambino tra loro” due qualsiasi delle variabili. E chiaro che, dati n polinomi
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fi(z),..., fu(z) in una variabile e n termini z1,...,x,, 1 determinanti di matrici del tipo (f;(x;))
sono polinomi alternanti delle variabili x;, e per questo vengono anch’essi detti alternanti.

I pit semplici alternanti, ed in effetti quelli importanti, sono quelli di Vandermonde e le loro
generalizzazioni.

4.3.1. MATRICI E DETERMINANTI DI VANDERMONDE. Si dice matrice di Vandermonde di termini

X0, X1, ..., &, € siindica con VdM (xg,x1,...,x,) la matrice d’ordine n+1 la cui i-esima colonna &
formata dalle potenze (da 0 a n) del termine z;. Per il determinante, abbiamo
1 1 .- 1
xo 'rl DR xn
m2 x2 .o x2
vdm(zg, z1, ..., Ty,) := det 0 1 n | = H (x; — i) ;
: 0<i<j<n
n n n
xO xl e xn

il calcolo puo essere fatto per induzione su n (conviene effettuare operazioni elementari sulle righe,
sottraendo ad ogni riga la precedente moltiplicata per xg; si ottengono dei fattori (z;—x¢) da raccogliere
e rimane una matrice dello stesso tipo e di ordine diminuito).

In particolare si vede che una matrice di Vandermonde ¢ invertibile se e solo se x; # x; per
ogni i # j; in questo caso, possiamo calcolarne la matrice inversa usando la seguente osservazione: il
polinomio nelle X dato da

(X—a1)(X—az) - (X—a,) = X X" g, X2 -—l—(—l)ipiX"_i—i—- . ~+(—1)"_1pn,1X—|—(—1)"pn

si annulla per X = aj,as,...,a, (i termini p; sono i polinomi simmetrici elementari nei valori
a1,a2,...,a,: pe © la somma di tutti i possibili prodotti di ¢ valori distinti tra gli a;). Usando
questo fatto si vede che la matrice inversa della matrice di Vandermonde ha come i-esima riga i poli-
nomi simmetrici py calcolati nelle variabili «; con j # 4, moltiplicata per un opportuno coefliciente
(quale?).

4.3.2. Nel caso speciale in cui #; = 2° (i = 1,...,n) si ottiene che il determinante &

n(n2-1)
VdM(1,z,2%,...,2") =2~ s (z—1)"@* 1" 12® -1 2. (2" = 122" - 1).

4.3.3. Un caso particolarmente interessante sono le matrici di Vandermonde del tipo 0, =
ﬁVdM(l,w,wQ7 ...,w" 1) nel caso che w € C sia una radice primitiva n-esima dell’'unita. In tal
caso si tratta di matrici simmetriche, e la matrice inversa € la (trasposta) coniugata. I primi esempi
sono:

Q= 1 (1 1 > Q= 1 1 L L } Vo
2= —= _ ) 3= —= w w =— w o wl,
\/i 1 1 \/§ 1 w? Wt \/§ 1 U w
2mi 4dmi
ovew=¢€3 ,e 3 ,
1 1 1 1 1 1 1 1
0 11T w w? Wl 11w -1 @
Tl w? oWt W T2l -1 1 1)
1 w3 Wb Ww? 1 w -1 w
ove w = =i,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 w w? W oWt 1 1 w W @ w
D=—|1 0? w* W W |l=—=]|1 w? T w &
V5 1 w? Wb W w2 V5 1 @ w @ w?
1wt w8 w2 Wie 1 o @ w? w

27mi 4mi  6mi 8mi

ovew =¢€5 ,e5 es5 ,es5 . Quali sono i determinanti di queste matrici?

# 4.3.4. APPLICAZIONE ALLE FORMULE DI CARDANO. Consideriamo ’equazione standard di
terzo grado x® + px + q = 0, e sia X = diag(xy, 72, 23) la matrice diagonale avente in diagonale le
soluzioni (si noti che tr X = x1 + x5 + 23 = 0). Allora risulta X® + pX + ¢ll3 = Q3. Se consideriamo
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la matrice Q3XQ3 = aX + 822 ove ¥ = (§ é §>’ abbiamo che v/3(0, 8,a) = (1,22, 23)Q3 da cui
(x1,22,23) = (0,8,0)Qs3 = (3, ) (} & ‘f) (principio di sovrapposizione). I valori di « e 5 possono
essere ricavati dal sistema (di grado sei, ma bicubico) che si ottiene sostituendo Q3XQ3 = a¥ + 332
nell’equazione (Q3XQ3)3 + p(Q3XQ3) + ¢l = Q3.

& 4.3.5. APPLICAZIONE ALLE FORMULE DI FERRARI. Consideriamo 1’equazione standard di
quarto grado z* + pz? + gz +r = 0, e sia X = diag(x1, 72,73, 74) la matrice diagonale avente in
diagonale le soluzioni (si noti che tr X = x1 + x5 + 23 + x4 = 0). Allora risulta X% + pX? + ¢X +

rI, = Q4. Se consideriamo la matrice QX = a¥ + X2 + 423 ove ¥ = (8 959, abbiamo
1000
—_ . 1 w w? W
che 2(0,7,8,a) = (21,72, 3,24)Q da cul (21,72, 23,24) = (0,7, 68,0)Q = (,6,0) [ 12 1 o
1l w® w* w

(principio di sovrapposizione). I valori di «, 8 e 7y possono essere ricavati dal sistema (di grado alto, e
di soluzione difficile, ma possi@e) che si ottiene sostituendo 9, X = aX + 3%2 +~32 nell’equazione
(Q4XQ4)4 —|— p(Q4XQ4)2 —|— q(Q4XQ4) =+ ’I“H4 = @4.

MM 4.3.6. MATRICI E DETERMINANTI DI VANDERMONDE GENERALIZZATI. Le matrici di Van-

dermonde generalizzate VdM (z,a) = VdM(xq,...,Zn;00,...,q,) di variabili zg,...,z, ed espo-
nenti ap < ... < «, sono le matrici definite da VdM (z,a) = (2;7). E chiaro che il loro deter-
minante si annulla se due valori o due esponenti coincidono. Osserviamo che VdAM (zg,...,z,) =
VdM (xg,...,2,;0,1,...,n). Inoltre 'ovvia relazione

vdm(zo, ..., Tn; 0, 01, ..., ) = (ILz7*)vdm(zg, . .., Tn; 0,00 — g, ..., an — &)

permette di ricondursi al caso g = 0. Un’altra relazione ovvia & data da
. _ «@ [
vdm(xo, ..., Tp; 000, QO . .., 00y) = VAM(TG, ..., To; QO+ -+, Oy, -

Per il calcolo del determinante vdm(x, &) conviene osservare che, poiché esso si annulla se due valori
delle variabili coincidono, esso sara divisibile per il determinante vdm(x) prima calcolato, e il rapporto

vdm(x,a)/vdm(z) & un polinomio simmetrico nelle variabili zg, ..., 2,. Dobbiamo percid introdurre
qualche nozione sui polinomi simmetrici delle variabili z1, zo,...,z,. Conviene introdurre il prodotto
n n
p(r1, 22y, xn,T) = H(l —x;T) = Z(—)jpj(xl,xQ, ooy )T
i=1 §=0

(dunque po = 1, p1 = X2, p2 = Eicjzix;, ed in generale p; € la somma degli (’;) prodotti degli x;
presi a j a j senza ripetizioni: si dicono i polinomi simmetrici elementari) e il prodotto inverso

n

1 n o0 )

h(zy,z2,..., 20, T) = Hm =[O+l + 2T +27° +- ) = Zhj($1,$2,---7$n)Tj
i=1 ! i=1 J=0

(dunque hg = 1, by = Z;xy, he = ;a2 + B ;2,75 ed in generale h; ¢ la somma degli ("177)

monomi di grado j negli z;: si dicono i polinomi simmetrici elementari completi). Dalla ovvia relazione

p(x, T)h(z,T) = h(z,T)p(x,T) = 1 otteniamo che, dette

Do 0 0 - 0 ho 0 0 e 0

—p1 Do 0 - 0 hi  ho 0 0

pP= D2 -1 Po - 0 e H=|h Mt hg -+ 0
(—=)"pn (—)nflpnfl (—)n72Pn72 ot Po hn hp—1 hp—2 -+ hg

si ha PH = HP =1, ovvero PH ) = e che riassume le cosiddette relazioni di Wronski:

1 =poho
0= —piho +pohi
0 = paho — p1hy + poho

0= (=)"pnho + (_)nilpnflhl + -+ pohs .
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I polinomi simmetrici elementari completi ci saranno particolarmente utili poiché soddisfano a impor-
tanti relazioni ricorsive: infatti dalle ovvie relazioni

he(xyy ooy iy oy @) = By (T1, o Ty ooy ) + Tihpo1 (T, oy Ty oo, X))

(che abbreviamo con

hr == hr(i\z) + Iihr—l ;
ricordiamo che I’accento circonflesso indica che il termine accentato viene tolto dall’espressione) valide
per ogni r e ogni ¢, possiamo ottenere (per sottrazione) che

(2 — 21 = ho(&) — b (5)

MM 4.3.7. VALUTAZIONE DEI DETERMINANTI DI VANDERMONDE GENERALIZZATI IN TERMINI
DEI POLINOMI SIMMETRICI ELEMENTARI COMPLETI. Consideriamo ora la matrice

VdM (zo, ..., Tn; 0, - - -, ) = (ha, (7))

(ogni riga ha sempre la stessa variabile, elevata alle diverse potenze «;). Considerando la seguente

sequenza di operazioni elementari:

(1) togliere ad ogni riga (dalla seconda in poi) la prima, e raccogliere i fattori x; — x, lasciando i
termini hq, —1(20, 74);

(2) togliere ad ogni riga (dalla terza in poi) la seconda, e raccogliere i fattori x; — x1, lasciando i
termini ho, —2(20, 21, 2i); . ..

(¢) togliere ad ogni riga (dalla ¢+1-esima in poi) la f-esima, e raccogliere i fattori z; — xy, lasciando

i termini hq; —¢(z0,..., 20 2i); ...
(n) togliere all’ultima riga la penultima riga , e raccogliere il fattore x,, — x,_1, lasciando i termini
hajfn(x(h L1y 7xn);

in cui ogni volta si usa la formula induttiva dei polinomi simmetrici elementari completi, si ottiene
I'uguaglianza di determinanti
vdm(zo, ..., Tn; o, ..., 0p) = vdm(xo, ..., z,)det (haj_i(oso, . ,zz))

Per ottenere una espressione pitt omogenea nelle variabili, si possono continuare le operazioni elemen-
tari, sommando ripetutamente ad ogni riga i-esima la successiva moltiplicata per z;y1, per ottenere
I’espressione di Cauchy

vdm(zg, ..., Tn; o, -« ., ) = vdm(xo, ..., x,)det (hoéj_i(xg, . ,:cn))
P hay -+ ha,
hao—l hoq—l e hozn—l
= vdm(xg,...,xy,)det
haofn hozlfn T hanfn

& 4.3.8. CASI PARTICOLARI. Se a; = i per ogni 4, allora ritroviamo il determinante di Vander-
monde, poiché abbiamo a destra una matrice triangolare con 1 su tutta la diagonale. Si osservino poi
i casi interessanti

vdm(xo, ..., 2n;0,1,...,n=1,n+1) = (Z;z;)vdm(zg, ..., x,)
e in generale per N > n
vdm(zg, ..., 2n;0,1,....n—1,N) = hy_n(x0,...,xn)vdm(xo, ..., T,) .

Inoltre per M, N > n — 1 abbiamo
vdm(zg, ..., 2n;0,1,...,n—2 M N) = det (thH hN—nts ) vdm(xo, . .., Tn)
hnr—n hn-n

= (hM—nt1hN—n — AN—nt1hp—n)vdm(zo, ..., xy) .

MM 4.3.9. VALUTAZIONE DEI DETERMINANTI DI VANDERMONDE GENERALIZZATI IN TERMINI
DEI POLINOMI SIMMETRICI ELEMENTARI. Il determinante che descrive il rapporto vdm(z; ) /vdm(x)
puo anche essere espresso in termini di polinomi simmetrici elementari. Detti (y,..., Gy linsieme
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complementare agli indici «p, ..., a, in {0,1,...,a,}, il (futuro) teorema di Jacobi sui minori della
matrice dei complementi algebrici da la formula
vdm(zg, ..., Tn; o, - - -, ) = vdm(xo, ..., x,)det (pn_gj_H'(xo, . ,xn))
Pn—Bo+1  Pn—pi+1 " Pn—fn+1
Pn—pBo+2 Pn—-pi1+2 - Pn—Bm+2
= vdm(xq,...,x,)det ,O ,1 .
Pn—Bo+m Pn—pBi+m °° Pn—Bnp+m

(a meno di un segno?) che risulta particolarmente utile quando m = a,, —n < n.

MM 4.3.10. MATRICI E DETERMINANTI DIFFERENZIATI CONFLUENTI. Per ogni m < n conside-
riamo le matrici “differenziate”

2 3 n

% 0 1 2z 3I2 B nxn71
1.d° e ()2
Dipn(z) =] 222 |(lza® - a™) 00 1 3z (M)an
d‘nl n -
il e 0.0 0 1 (m)anm
ove il termine in posto (7,7) & (¢£1)55j7i~
Considerata ora una partizione ni,ns,...,ns di n (dunque n; sono interi positivi con somma n),
consideriamo la matrice quadrata
Dy, n(1)
D T2
D(n1,~»7ns)($17-'-ax5) = n2.’7.1.( )
Dnsan('rs)

di cui vogliamo calcolare il determinante. Si tratta in effetti di una forma confluente (cio¢ in cui si
identificano piu variabili) di una matrice di Vandermonde opportunamente trasformata: se infatti ad

ogni blocco di n; righe della matrice VdM (yi,...,yn) = (yf ) si applicano le trasformazioni elementari
usate per studiare la forma generalizzata, e poi si identificano con x; tutte le variabili y; ove n;—; <
i < ny, otteniamo esattamente la matrice Dy, . ,.)(Z1,...,25). Quindi abbiamo che
. vdm(yi, -, Yn) .
d T1,...,T = hm — x__x,nznj .
(11 yeeesms) ( s) vi—tt odm(yt, ..oy Yny ) 0AM(Yny 415+ Yn,) H( ! 2

(ng_1<i<nyg) i<j

4.3.11. ALTERNANTI DOPPI DI CAUCHY. Gli alternanti doppi di Cauchy sono i determinanti di
matrici della forma

1
C(*/L’h"wxn;ylw"?yn):( >

Yi — Ty
La valutazione del determinante si puo fare in modo ricorsivo mediante le seguenti operazioni elemen-
tari:
(1) ad ogni colonna togliere 1'ultima colonna, raccogliendo i fattori ﬁ,

Tj—Tn ,

(2) ad ogni riga togliere I'ultima riga, raccogliendo i fattori
ci si e ricondotti allora alla relazione ricorsiva

Hz(yn —¥i) Hj(zj - Tn)

C\T1y.- s TniYly---y = C(T1,..- 3y Tn—-15Y1,y---, —1

Yi—Tn '

che reiterato fornisce il risultato voluto:

_ ~vdm(zy, ..., w1)vdm(yr, -, Yn)
ATy T Y1y ey Yn) = I —))
i,j\Hi — T

Espandendo in serie nelle y; i due membri dell’equazione, e poi equiparando i termini con potenze
uguali, si riottengono le formule per i determinanti delle matrici generalizzate di Vandermonde.

4.4. MATRICI ANTISIMMETRICHE. Ricordiamo che una matrice quadrata A si dice antisimmetrica
se A'= — A. Supponiamo che il corpo S abbia caratteristica diversa da 2 (altrimenti le matrici sono
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antisimmetriche se e solo se sono simmetriche); se A & antisimmetrica di ordine dispari, allora |A|=0.
Infatti abbiamo det(A) = det(A?) = det(—A) = — det(A), da cui la conclusione. Inoltre abbiamo

0 a b ¢
0 a| o —a 0 d e| a2
‘—a o=@ e b o—d 0 f = (af +be —cd)* .
—c —e —f 0

# 4.4.1. PFAFFIANI. Piu in generale, il determinante di una matrice antisimmetrica d’ordine
pari ¢ il quadrato di un polinomio (a coefficienti interi) nelle entrate della matrice stessa; questa
affermazione (tranne la parentesi) pud essere dimostrata per induzione usando le formule degli sviluppi
pivotali viste nel paragrafo precedente.

11 polinomio (determinato a meno del segno) il cui quadrato da il determinante di una matrice
antisimmetrica d’ordine 2n si dice Pfaffiano d’ordine n e si indica con Pf"(z; ;) (le variabili hanno
indici 1 < ¢ < j < 2n e sono in numero di n(n — 1)/2). Di nuovo per induzione sull’ordine si puo
dimostrare che

Pf"(zij)= ) sen (ill i ?f) it 1 Lizyja " Tinjn

1<is<js<n
(1<s<n)

ove la sommatoria comprende (2n — 1)!! termini (e sono tutti i prodotti di n termini x; ; ove i < j e
gli indici sono tutti diversi).

4.5. CIRCOLANTI. Si chiamano circolanti le matrici le cui righe si ottengono ognuna dalla
precedente “circolando” i termini di un posto a destra; si tratta quindi di matrici della forma

a1 a2 asz - Gp-1 Qp
Gp a a2 -+ Gp—2 0ap-1
p—1 Aap @1 -+ (Gp-3 0Ap—2
C(ar,a2,as3,...,0,-1,0,) =
as a4 as - ay a2
a2 az aq - G, ay
Per calcolare il determinante c(aq,a2,as,...,an—1,a,) = |C(a1,a2,a3,...,an-1,a,)| di una ma-
trice circolante (detto esso stesso circolante) a coefficienti complessi possiamo ricorrere al metodo
di Brioschi: moltiplicando a destra la matrice circolante C' = C(aq, as, ..., ay) per la matrice di Van-
dermonde V = VdM (1,w,w?,...,w" 1), ove w & una radice primitiva n-esima dell’unita, otteniamo

CV = Vdiag(vo,...,0,—1) ove ¥; = Z?;ol a; 1w per i =0,1,...,n — 1. Passando ai determinanti,
otteniamo che

n—1 n—1ln—1
y
clar,as,a3, ..., 0n_1,0n) = H 9; = H g a1 .
i=0 i=0 j=0

Si osservi che se la matrice circolante ha coefficienti reali, anche il determinante ¢ reale, sebbene la
formula comporti calcoli con radici complesse dell’unita.

4.5.1. Matrici e determinanti anticircolanti si ottengono da una riga circolando a sinistra i
termini. Che relazioni vi sono con le matrici e i determinanti circolanti?

4.5.2. Un caso particolare in cui e possibile semplificare il calcolo € la matrice circolante
Cla,a+d,a+2d,...,a+ (n—1)d) .

In tal caso sottraendo ad ogni colonna la precedente si trova una matrice della forma

a d d d

a+ (n—1)d —(n—1)d d d

a+ (n—2)d d —(n—1)d --- d
a+d d d - —(n—1)d

e sostituendo la prima riga con la somma di tutte le righe si puo valutare il determinante come

2Ly (1)t = (—nd)n! <a +25 1d>

cla,a+d,a+2d,...,a+ (n—1)d) =n(a+
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(si osservi che la matrice d’ordine n avente entrate non diagonali tutte uguali ad 1 ed entrate non
diagonali uguali ad 1 — 2 vale (n — z)(—z)""! = (=1)"z"!(z — n); si pud vedere con le riduzioni
elementari consistenti nel sottrarre alla prima riga tutte le altre, poi raccogliere il termine comune, e
infine sottrarre la prima riga a tutte le altre; ma sara piu facile quando si conosceranno le nozioni di
polinomio caratteristico e autovalori di una matrice).

n+1

4.5.3. In particolare abbiamo che ¢(1,2,---,n) = 5 (—n

4.6. RICORRENTI. Si indicano con il nome di ricorrenti i determinanti di matrici le cui entrate
sono nulle per indici (¢, §) con ¢ > j 4 1, quindi del tipo

.

ai11 ai2 °° G1p—-1 Q1n
az1 QA22 *°° A2p—1 QA2n
0 az2 -+ azn—1 azn
0 0 vt OGpp—1 QAnn

Il nome & dovuto al fatto che questi determinanti soddisfano a delle uguaglianze ricorsive al variare
dell’ordine n. Detto infatti R,, il determinante della matrice d’ordine n, sviluppando rispetto all’ultima
riga abbiamo due termini, uno contenente R, _1, e I’altro contenente il determinante di una matrice
con soli due termini nell’ultima riga; sviluppando ripetutamente rispetto all’ultima riga otteniamo che

n
Rn = an,anfl - 6Ln,nflaﬂnfl,n—Rnf2 + an,nflanfl,n72an72,an73 — et (_1) Hjaj,jfl
(il termine che moltiplica R,,—; € Gpn—10n—11n-2" " Gn-it2n—i+1Gn—i+1n con il segno (—1)7+1).
4.6.1. Casi in cui in ogni diagonale i termini sono tutti uguali?

4.6.2. Casi in cui la diagonale sotto la principale ha termini tutti 1?7

4.7. TRIDIAGONANTI. Un caso interessante € quello di ricorrenti in cui solo la diagonale principale
e i termini immediatamente adiacenti sono non nulli; si parla allora di tridiagonanti. Indicato con 7),
il determinante della matrice

a by 0 - 0 0
C1 Qi b2 tee 0 0
0 Co QA2 . 0 0
0 0 0 . Ap—2 bn,1
0 0 0 - cpo1 Apo1

la relazione ricorsiva diventa semplicemente
Tn = an—lTn—l - Cn—lbn—liFn—Z .

Nel caso in cui a; = a, b; = b e ¢; = ¢ sono costanti per ¢ > 2 da queste relazioni ricorsive si possono
determinare formule chiuse per tali determinanti (come vedremo in un futuro capitolo studiando le
forme canoniche delle matrici).

4.7.1. Nel caso in cui a; = 0 per ogni 7
4.7.2. Nel casoin cui b; =i e ¢; =n— 1+ 1 per ogni i?
4.7.3. Nel caso in cui b; =1 e ¢; = 1 per ogni i?

& 4.8. CONTINUANTI. Si dicono continuanti i tridiagonanti con ¢; = —1 per ogni 7. In questo
caso essi soddisfano alle formule ricorsive

Thn=an1Tp1+by 1T 2.
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Il nome e dovuto al seguente fatto: una frazione continua e una espressione del tipo

F, =

by —
an_2+ n—1

Qp—1
ove a;,b; € N per ogni i (queste frazioni continue sono importanti, poiché ogni numero reale compreso
tra 0 e 1 si puo scrivere in tali termini con frazioni continue infinite, e le approssimazioni successive che
si ottengono troncando la frazione continua sono particolarmente buone). Si dimostra per induzione
su n che, detto F,, = p,,/q, (numeratore e denominatore sono funzioni di a; e b;), valgono le relazioni
ricorsive p, = an—1Ppn—1+bn—1Pn—2 (o =0ep1 =1) e ¢y = an-1Gn-1+bpn-1¢n-2 (¢-1 =0e go = 1).
Infatti possiamo calcolare facilmente i primi casi:

1
F=— p1=1 q1 = ag
ag
aq
Fr=— p2=a1 g2 = apay + by
apai + by
aiaz + by
Fs = p3 = aiaz + bo g3 = apaiaz + agbs + azby
apai1a2 + aobg + G,le
: . . : bn— n—1bn— .
e per il caso induttivo, possiamo calcolare F,, tenendo conto che 2 = —Sn-1 — otteni-
Uy gt D=1 Gn—10n—1+bn—1
An—1

amo

Pn _ Pn-1(bn—2 = a@n—1bn—2;ap-2 = ap_1an—2 + by_1)

dn B Qn—l(bn—Q = Op—1bp_2;n_2 = ap_1a,_2 + bn—l)
(@n—10n—2 4 by_1)Pp—2 + (an_1bp_2)pn_3
(@n—10n—2+by_1)qn—2+ (@n-1bn—2)qn—3
an—l(an—Qpn—Q + bn—2pn—3) + bp—1Pn—2
Ap—1 (aanQn72 + bn72Qn73) + bn71Qn72
Apn—1Pn—1+ bn_1Pn_2

Up—1Gn—1 + bnfl(IHfQ
(abbiamo usato l'ipotesi induttiva nel secondo e nel quarto passaggio).

Siccome le relazioni ricorsive che danno i continuanti ¢, sono le stesse che regolano numeratore
pn € denominatore ¢, della frazione continua, e tenendo conto dei valori iniziali, possiamo concludere
che
Tn,l(al, as, b27 ey Qp_1, bnfl)

Tn(ag,a1,b1,. .., an_1,bp_1)
per ogni n > 1 (ponendo Ty = 1, determinante della matrice quadrata vuota).

Fn(a07a17b17 cee 7an717bn71) -

4.9. DETERMINANTE DI CAYLEY-MENGER (ERONE). Si osservi che

0 a b ¢ o 1 1 1

a 0 ¢ b 1 0 & v 2
b ¢ 0 al |1 & 0 a?|" —164
c b a O 1 ¥ a® 0

ove A = /s(s —a)(s —b)(s — c) ¢ il termine di Erone per il calcolo dell’area del triangolo i cui lati
hanno lunghezze a, b, c.

Inoltre
-1 1 1 a?
16A%=(a? > )| 1 -1 1 b?
11 -1 c?
(generalizzazioni?).
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4.10. MaTRrICI ELEMENTARI (ED UNA ASSIOMATICA ALTERNATIVA PER IL DETERMINANTE).
Abbiamo gia calcolato i determinanti delle matrici elementari; & interessante osservare che la funzione
determinante & completamente definita dalle seguenti due condizioni:

(D1) & moltiplicativa: det(AB) = det A det B;
(D2) vale a sulle matrici H(i,a) =1, + (o — 1)e; ;.

Queste due proprieta possono essere prese come definizione per la funzione determinante, ed e facile

allora dimostrarne 1'unicita, meno facile dimostrarne ’esistenza.

Per mostrare I'unicita si procede per gradi (usiamo le lettere minuscole per indicare i determi-
nanti):

(1) certamente le matrici H (i, , @) hanno determinante non nullo, poiché H (i, j, «)H (i, j, —a) = T
poiché inoltre H(i,j,«) = H(i,a)H(i,5,1)H(i,1/a) (se o # 0) abbiamo che il determinante
non dipende da «; ma allora da h(i,j,a) = h(i, J,2a) = h(i, j,)h(i, j,«) concludiamo che tale
determinante ¢ 1.

(2) dalla relazione S(4,5) = H(i,—1)H (i,4,—1)H(j,%,1)H(3, j, —1) si deduce allora che s(i,j) = —1.

(3) usando la riduzione di Gauss per righe e per colonne, ogni matrice pud essere scritta come
prodotto di matrici elementari e di una matrice diagonale (eventualmente con zeri in diagonale
se ¢ degenere), e quindi il suo determinante puo essere calcolato tramite questa decomposizione.

Si osservi anche che la proprieta richiesta (D2) puo essere indebolita, chiedendo solo che det H(1, ) =

o (per ogni «).

5. Rango e determinanti (minori).

5.1. DEFINIZIONE-TEOREMA (MINORI E RANGO).  Sia A € M, ,,(C) una matrice. I minori
di ordine k della matrice A sono i determinanti delle sottomatrici quadrate di ordine k di A che
si ottengono cancellando n—Fk righe ed m—k colonne di A. Il rango di una matrice coincide con il
massimo ordine di un minore non nullo: la matrice A ha rango k se e solo se esiste un minore non
nullo d’ordine k e tutti i minori d’ordine maggiore di k sono nulli.

DIMOSTRAZIONE. Se il rango di A & k, allora vi sono k colonne indipendenti, e dunque possiamo
scegliere in quella sottomatrice k righe tali che il minore d’ordine £ cosi trovato sia non nullo. Viceversa,
se vi & un minore d’ordine £ non nullo, le colonne coinvolte sono k colonne linearmente indipendenti,
e dunque la matrice ha rango almeno k. O

5.1.1. Sia A € M, ,,(C) una matrice. I minori d’ordine k sono in numero di (Z) (T,?) Supponi-
amo di avere un minore non nullo d’ordine k£ — 1; qual e il numero minimo di minori d’ordine k che
devono essere nulli affinché la matrice abbia rango k£ — 1?7

5.1.2. Si noti che se tutti i minori di ordine &k sono nulli, allora anche tutti i minori d’ordine
maggiore di k£ sono nulli. Come dimostrare direttamente questo risultato?

5.2. PRINCIPIO DEI MINORI ORLATI. Sia A € M, ,,(C), e sia A’ una sottomatrice quadrata
d’ordine r il cui determinante sia non nullo. Allora il rango di A & r se e solo se tutti i minori di
A di ordine r + 1 ottenuti da sottomatrici di A contenenti A’ (sono i minori orlati di A”) sono nulli
(osservare che la condizione & ovviamente necessaria; che sia sufficiente invece non € ovvio: sono solo
(m —r)(n — ) i minori d’ordine r 4+ 1 nulli per ipotesi...). Dimostrazione?

5.2.1. EQUAZIONI DI SOTTOSPAZI. Dati i vettori linearmente indipendenti v1, ..., v, nello spazio
vettoriale standard C", il sottospazio da essi generato e formato dai vettori X tali che la matrice
(X wv1 .-+ wv,.) abbia rango 7 (e non r+1); quindi esso ¢ descritto dall’annullamento di tutti i
minori d’ordine r+1 della matrice detta: si tratta delle equazioni cartesiane del sottospazio. Sappiamo
gia che possiamo sceglierne n — r per descrivere il sottospazio, e il principio dei minori orlati permette
di farlo senza esplicitare tutti i minori: basta trovare un minore d’ordine r non nullo della matrice
(vi1 -+ v, ) (esiste per ipotesi, poiché vy, ...,v, sono linearmente indipendenti) e annullare tutti i
minori d’ordine r+1 della matrice (X wv; --- v, ) che contengono il minore scelto, ovvero che si
ottengono “orlando” la sottomatrice quadrata invertibile prima scelta. Si tratta esattamente di n —r
equazioni cartesiane indipendenti (perché? Osservare che la matrice del sistema si presenta quasi in
forma a scalini).
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# 5.3. TEOREMA (DI JACOBI SUI MINORI DELLA MATRICE DEI COMPLEMENTI ALGEBRICI).
Siano I e J due sottinsiemi di {1,...,n} di cardinalita k e indichiamo con Ag?) la sottomatrice di A
che si ottiene selezionando gli elementi a; j coni € I e j € J. Siano I' e J' gli insiemi complementari.
Allora abbiamo . "

A = e, D)e(g, YA AG))
ovvero i minori d’ordine k di A coincidono con i minori segnati di A® di indici complementari,
moltiplicati per la potenza k—1-esima del determinante di A.

DIMOSTRAZIONE. Vedremo dopo una generalizzazione con una dimostrazione piu elegante. La
dimostrazione classica procede invece cosi: supponiamo I = J = {1,...,k} e consideriamo il prodotto
di matrici

A

A |
Al (Au)"'A(k) ek+1'-~€n> - <A|61~~|A6k A(k+1)"'A(n)>

An)
dove la prima matrice & A (scritta a righe), la seconda & la matrice A° in cui le colonne con indici
in J’ sono state sostituite con i vettori della base canonica di indici in I’. Calcolando i determinanti
si ottiene il risultato voluto. In modo analogo si puo tener conto della trasposizione e dei segni dei
minori, come il lettore puo scoprire calcolando i determinanti di AB = C ove B ¢ la matrice tale che
Byj,) = A, se je € J e B(j) = e, se jy ¢ J; e quindi le colonne di C' sono Cfj;,) = |Ale(;,) se je € J
(S C(jé) = A(Zz) se ‘]é ¢ J. O

oM 5.4, Per capire meglio la rilevanza della nozione dei minori di una matrice quadrata,
conviene dare delle definizioni piti generali, e costruire, per ogni matrice A € M,,(C) e per ogni k < n
la matrice formata da tutti i suoi minori d’ordine k (considerati nell’ordine lessicografico degli indici
che lo formano) e una ulteriore matrice formata dai relativi cofattori (o minori complementari segnati)
che entrano nelle formula generalizzate di Laplace. Si tratta di matrici quadrate d’ordine (})).

5.4.1. DEFINIZIONE (ORDINE LESSICOGRAFICO).  Dati due sottinsiemi I = {iy,ia,...,ix} €
J={5,jdo, .k} di {1,2,...,n}, diciamo che I < J (I precede J) se per il primo indice ¢ tale che
i¢ # jp si ha iy < jy. Si tratta dell’ordine che si usa nei vocabolari, ed é un ordine totale.

5.4.2. DEFINIZIONE (MATRICI COMPOSTE E MATRICI COMPOSTE COMPLEMENTARI). Data
A € M, (C), per ogni k < n definiamo M) (A) la k-esima matrice composta o matrice dei minori
d’ordine k come ,
M®)(4) = (‘AEJ)) ) \1]=k
|J|=k
con Dordine lessicografico degli indici I e J; e C (k)(A) la k-esima matrice complementare composta o
matrice dei minori complementari segnati d’ordine n—k come

an
A(J’) ) =k
| J|=Fk

con Dordine lessicografico degli indici I e J (si tratta della matrice trasposta della matrice M*)(A)
in cui ogni minore ¢é stato sostituito con il suo complemento segnato).
Si ha subito che MM (A) = A e CV(A) = A°.

5.4.3. TEOREMA (RANGO). Il rango di A & uguale ad r se e solo se M("(A) # O e
M =Y (A) = O; pit in generale, il rango di M®)(A) & uguale a (}).

C®(4) = (5([,]’)5(J, J))

Dagli sviluppi generalizzati di Laplace segue subito che:

5.4.4. TEOREMA (PRODOTTO DI COMPOSTE E LORO COMPLEMENTARI). Per ogni k < n
risulta
M® (AP (A) = R (A MP)(A) = ALy -

n
k
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5.4.5. TEOREMA (BINET-CAUCHY).  Per ogni k < n risulta
() M®(IL,) =T1y);
(i) M) (AB) = M®) (A)YM®*)(B) per ogni A, B € M,,(C);
(i4i) M*)(aA) = a®M*)(A) per ogni o € C;
(i) CW(Ln) =T(ry;
(ii") CF(AB) = C*)(B)C™(A) per ogni A, B € M, (C);
(iii') CF)(aA) = o FC®)(A) per ogni o € C.

DIMOSTRAZIONE. Non sono ovvii i punti (i) e (¢i’), che seguono dal calcolo di Binet-Cauchy
per il determinante del prodotto A’B’ di matrici rettangolari A’ € My, (C) e B' € My« (C). Si
consideri infatti la seguente astuzia (di Binet):

O A I, O\ [(A'B A

B 1, B I,) o I,
e sfruttando gli sviluppi di Laplace secondo le prime k righe otteniamo che |A’B’| & nullo ogni volta
che k > n, mentre & la somma ZH\A’(H)HB’(H)| dei prodotti dei minori di indici corrispondenti di A’

e B'se k < n.
Ora basta applicare questo principio al minore di righe I e colonne J della matrice AB, tenendo

conto che o e n
A B B
’ B B ’ - ’ /
(A(I)) (Bwy Bury) <A(I)B(J) AUB
e il minore di interesse € proprio A(I)B(J). O

5.4.6. TEOREMA (CAUCHY-SYLVESTER).  Per ogni k < n risulta [M® (A)C® (4)| = |A|();
inoltre »
(i) (M0 (4)] = 4G
() 1C®(A)] = A",

DIMOSTRAZIONE. La prima formula & ovvia dal prodotto delle matrici, quindi basta dimostrare
(). Poiché |A] & polinomio irriducibile nelle entrate della matrice, il determinante cercato non puo che
esserne una potenza, e basta allora sapere qual & il grado omogeneo dei suoi termini. Ora |M*)(A)|
¢ polinomio di grado k(Z) nelle entrate di A, mentre |A| & polinomio di grado n nelle stesse variabili.

Poiché %(2) = (Zj), abbiamo il risultato voluto. O

5.4.7. TEOREMA (INVERSE DI COMPOSTE E LORO COMPLEMENTARI).  Per ogni k < n e per
ogni matrice invertibile A, risulta

(i) MW (4) 71 = B4 = 4|10 (A);
(7) CH(A) = CW(A) = 4] M)

DIMOSTRAZIONE.  Per dimostrare (i) basta applicare M*) al prodotto AA~! = I,,, da cui
M®E(A)MF (A~ = ]I(n), da cui la prima uguaglianza. La seconda uguaglianza segue dal confronto
k

con la formula del prodotto M®) (A)C*)(A) = |A|]I( ) O

%
Si osservi anche che M®)(A)t = M(#)(A*) e analogamente C*)(A)t = C*)(A*) (infatti [AV)| =

- ()
(A% 35D

5.4.8. TEOREMA (FRANKE).  Per ogni h, k < n risulta
(i) CO(MP®(A)) = [A|G=D) ka0 (00 (A));
i

(") CM(C®(A) = AU M B (210 (4)).

DIMOSTRAZIONE. Basta confrontare 1’espressione
MO AP COW) = AT o)

n
k
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ottenuta applicando M al prodotto M*)(A)C*)(A) = |A|H(Z)’ con ’espressione
MO I ANO D () = A ) = AIED1

ottenuta sostituendo A con M*)(A) in M* (A)CM(A) = |A|]I(Z)’ per ottenere (4); e con I’espressione

h

VDAY = OV ) = IAI("”E(@))

ottenuta sostituendo A con C*)(A) in CM (A) M) (A) = \A|]I(:), per ottenere (7). O

In particolare usando k£ =1 in (¢) possiamo ritrovare il teorema di Jacobi sui minori di A, nella
forma C) (A) = |A|'*=" MM (A°) (cioe M) (A°) = |A|"~1C"M)(A)), mentre ponendo h = 1 otteniamo
una espressione di C(®)(A) come matrice dei complementi algebrici di M®*)(A) moltiplicata per una
opportuna costante.

Analoghe osservazioni si possono fare per (i').

6. Esercizi.

2 2 2 2 1
3 3 3 1 2
6.1. Verificare che det | 4 4 5 1 —1| =42.
-1 -1 1 1 2
2 1 11 -1
. A B . . . .
6.2. Sia X = o matrice a blocchi, ove A € M, (R) e C € Mxs(R). Si mostri che
det X = det Adet C, usando la tecnica di riduzione di Gauss.
6.3. Sia X = g 81) una matrice a blocchi, ove A € M, «.(R) e C € M,xs(R). Si calcoli il

determinante di X.
6.4. Sia A € M35,41)x(2n+1)(R) tale che A = —A". Mostrare che det A = 0.
6.5. Determinare due matrici quadrate A, B tali che det(A + B) # det A + det B.

6.6. Sia &, il gruppo simmetrico su {1,...,n}. Per ogni o € &,, sia ¢, 'unico automorfismo di
R™ tale che o, (e;) = e,(;) per ognii = 1,...,n, dove {e1,...,e,} ¢ la base canonica di R™. Verificare
che det ¢, = sgn(c) per ogni o € G,

6.7. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici n x n

1-n 1 1 1 1 n n

n
1 1-n 1 1 n 2 n n
1 1 l-n --- 1 , n n 3 n
1 1 1 -oo 1—n n n n n

al variare di n.

6.8. Siscriva il triangolo di Tartaglia fino all’ordine n come matrice quadrata triangolare inferiore.
E vero che per ogni n essa ha determinante 17 Calcolarne la matrice inversa.

1 a b+c
6.9. Mostrarechedet | 1 b a+c¢ | =0.
1 ¢ a+b
6.10. Mostrare che det (1 1+x = zy, e generalizzare.
+y
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6.11. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici

T ar az -+ Gp-1 1 apy a1 G - Qp_1 GQp —x 0 0o --- 0 ao
ar T Gz - Gp—1 1 —x x 0 .- 0 0 1 —a 0 0 ay
ay ay T - Gp_1 1 0 -z z --- 0 0 0 1 —z --- 0 a9
ar as asz --- T 1 0 0 O . T 0 0 0 0 .-z Ap_1
ar as az -+  a, 1 0 o o -+ —x =x 0 0 o -+ 1 —-x+4a,
al variare di n.
1 1.0 0 0 0
1 110 0 0
01 1 1 0 0
6.12. Calcolare i determinanti delle matricin xn | 0 0 1 1 0 0| al variare di n.
0 0 O 1
0 0 O 1
6.13. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici
a 0 0 0 b
a 0 b g 2 2 8 0 ¢c 0doO
0 ¢ 0], 0 e f 0 0 0 e 0 O
d 0 f 00 h 0 f 0 g O
g h 00 0 i
6.14. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici
a 1 0 0 O
a 1 0 ‘1‘ 11) (1) 8 15100
1 b6 1], 01 NE 01 ¢ 1 0
01 ¢ 0 0 f p 00 1 d 1
0 0 01 e
6.15. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici
1 a 0 0 O
1 a 0 i ‘1‘ 2 8 d 1 b 00
b 1 b, 0 b 1 , 10 ¢ 1 ¢ O
0 a 1 0 0 4 (13 000b 1 d
0 0 0 a 1

6.16. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici

1 1 1 1 1 1 e b e d
a b c¢c |, a™ 0 |, am pm em gm
a'n bn C"L an bTL CTL a,n bn Cn dn
6.17. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici
0 00 a
0 a 8 2 0 00 b0
b 0)’ c 0 0 ’ 0 ¢c 0O
d 0 0 0

e in generale calcolare il determinante di matrici che hanno entrate non nulle solo sulla antidiagonale
principale (cio¢ nelle posizioni (i,n + 1 — ¢) se n & 'ordine della matrice).

6.18. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici

0 a b 0 a b c 0 a b c

(0a) c 0 d d 0 e f 1 0 d e
b 0)° efO’ g h 0 @]’ 1 1 0 f
I m n 0 1 1 1 0
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6.19. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici

a b ¢ d
a b c
a b e f g c
, d e b, s
c a fod a h i f b
Il h e a
6.20. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici
a b 0 a b c 0
a 0 c 0 —b d e 0 —c
0 —a)/’ 0 —c —a ’ f 0 —-e -=b
0 —f —d —a
e in generale discutere il determinante di matrici che sono “antisimmetriche” rispetto alla antidiagonale
(cioe tali che a; j = —@p41—jn+1—i se n ¢ Pordine della matrice).
6.21. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici
0o b c a b c d
a b c a b d a b c
b a)’ b e a "le d a b
b ¢ d a

6.22. Sia A € M, (C) una matrice tale che A*A = I,; dimostrare che det A = £1. E vero il
viceversa?

Sia A € M, (C) una matrice tale che A*PA = P con P € GL,(C); dimostrare che det A = +1.

6.23. Siano A, B € M, (C); mostrare che AB ¢ invertibile se e solo se A e B sono invertibili.
Generalizzare ad un numero finito di matrici.

Interpretare e ridimostrare il risultato in termini di applicazioni lineari.

6.24. Supponiamo A € M, (C) matrice invertibile. Mostrare che A 4 A~! & invertibile se e solo
se I, + A? ¢ invertibile. E sempre vero che A + A~! & invertibile?

6.25. Usando la formula di Vandermonde, calcolare il determinante

1 1 1 e 1

1 =z a2 .. zF
det 1 x2 CC4 L. CC2k

1 ok 22k ... ku

e dire quando la matrice € degenere. Provare a calcolare 'inversa di questa matrice, se essa ¢ invertibile.

6.26. Calcolare il determinante

(%) ()
e 2

(5) ()

_ z(z—1)-(z—i+1)
4!

T
L(7)
(le entrate della matrice sono i “coefficienti binomiali” (%) , che sono polinomi in x).

6.27. Calcolare il determinante

1 filzr) folzr) -+ fa—1(x1)

et 1 fl(.@) f2(.3?2) fn—1:($2)

1 fl(zn) f2($n) to fn—l(fﬂn)
ove f;(x) sono polinomi nella variabile x.

6.28. Dimostrare che ogni matrice di rango r si puo scrivere come somma di 7 matrici di rango
1; viceversa, & vero che la somma di r matrici di rango 1 da una matrice di rango r?
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6.29. PRINCIPIO DEI MINORI ORLATI. Sia A € M,,(C) una matrice avente un minore non nullo
di ordine k, e sia B € M (C) la sottomatrice di A che da quel minore. Dimostrare che se tutti i minori
di ordine k + 1 ottenuti da sottomatrici di A contenenti B sono nulli, allora la matrice A ha rango
esattamente k (principio dei minori orlati).

6.30. PRINCIPIO DEI MINORI ORLATI ED EQUAZIONI DI SOTTOSPAZI. Mostrare che il sottospazio
W di V,,(C) generato dai vettori linearmente indipendenti vy, vs, ..., v, ha equazioni cartesiane ot-
tenute annullando i minori d’orine m+1 della matrice

X1
A= : V1 = Um
Xn

in My, m+1(C[X1,...,X,]). Simostri inoltre che, detta B la matrice in M, ,,(C) le cui colonne siano i
vettori dati e scelto un minore non nullo d’ordine m di B, per descrivere W & sufficiente (e necessario)
annullare i minori d’ordine m+1 di A che contengono la sottomatrice di B relativa al minore scelto
(principio dei minori orlati).

Usando il principio di cui sopra, si diano equazioni cartesiane per i seguenti sottospazi di V3(C')
(6] V4(C)

@ G- - (- () ()

6.31. Sviluppando il prodotto di determinanti

a —b —c —d x -y —z —t
b a —-d c y T -t =z
det c d a —b det z ot r -y
d —c b a t —z y x

discutere dell’identita dei quattro quadrati di Eulero (il prodotto di due somme di quattro quadrati &
una somma di quattro quadrati; per la somma di uno o di due quadrati ¢ facile).

6.32. Discutere il rango delle matrici in funzioni dei parametri:

1 1 z—y l4x 11 0 1 1 1 0 2 -
1 24z 14z 142 1 3 1 TY—y 1 1 1 1
1 z+1 g 1 ’ 2 2 zy—x T+2 ’ 1 ry—r cy—x+1 T
-1 -1 z—y z—1 2 4 1 zy—y+1 —1+z—2% z—22 —1+z—22 0

6.33. Calcolare i determinanti delle seguenti matrici:

1 2 3 4 5 3
113 4 };;12,88 6 5 7 8 4 2
2 0 0 8 001 1 1 1 9 8 6 7 0 O
3 0 0 2]’ 0 a b ¢ d ’ 32 4 5 0 0
4 4 7 5 0 a2 b 2 & 34 0 0 0 O
5 6 0 0 0 O
6.34. Calcolare i determinanti delle matrici:
1 2 3 4
1 2 ; g i 2 3 4 5
2 3)’ 3 4 5 ’ 3 4 5 6]’
4 5 6 7
e generalizzare.
6.35. Calcolare i determinanti delle matrici:
1 4 9 16
1 4 411 3 196 4 9 16 25
4 9 )’ 9 16 25 ’ 9 16 25 36
16 25 36 49
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6.36. Si considerino le matrici di ordine n date da:

1 =2 0 0 --- 0

y 1 =z 0 0

0 vy 1 0
A, =1 -

0o 0 " 1 =z

o 0 o - gy 1

sulla diagonale principale, x subito sopra, y subito sotto, altrove zero), e sia a,, = det(A4,,).

) Calcolare i determinanti as e ag.

) Calcolare i determinanti a4 e as.

) Determinare una formula ricorsiva che esprima a,, in termini di a,—1 € a,—2.

) Determinare I’espressione di a,, in quanto polinomio nelle variabili z,y specificando (con formule
chiuse, cioé non ricorsive) i coefficienti di tale polinomio.

(

o =

(
(
(
(

QL O o

6.37. Sia A,, matrice diagonale con termini a;; = a; in diagonale, e sia B,, matrice antidiagonale
con termini b; ;41 = b;. Poniamo C,, = A,, + B,, (matrice santandrea).
(a) Calcolare i determinanti di C,, per n = 2,3,4.
(b) Dare e dimostrare una formula per il determinante di C,, per ogni n.
(c) Esistono basi di K™ in cui la matrice dell’applicazione lineare rappresentata da C,, in base canonica
risulti a blocchi diagonali (e di che tipo)?
6.38. Sia A, la matrice quadrata di ordine 2n costituita dai seguenti blocchi: A, = (ZII[” 2}111” )
n n
con a,b,c,d € K.
(a) Calcolare i determinanti di A,, per n = 1,2, 3.
(b) Dare e dimostrare una formula per il determinante di A,, per ogni n.
(¢) Esistono basi di K2" in cui la matrice dell’applicazione lineare rappresentata da A, in base
canonica risulti a blocchi diagonali (e di che tipo)?

6.39. Consideriamo le seguenti matrici quadrate di ordine n: A, la matrice avente i termini
ai,...,a, nella prima colonna e zero altrove; B,, la matrice avente i termini by, ..., b, nella diagonale
e zero altrove; C),, la matrice avente i termini cy,...,c, nell’'ultima colonna e zero altrove; infine
N, = A, + B, + C,, (“matrice a N”, o napoleonica)

(a) Calcolare i determinanti di N,, per n = 2, 3, 4.
(b) Dare e dimostrare una formula per il determinante di N,, per ogni n.
(¢) Nei casi in cui N, sia invertibile, determinare la matrice inversa.
6.40. Siano V = K" e vy,...,v,—1 € V ; consideriamo 'applicazione h : V — K definita da
h(v) = det(vy - vp_1 v). E lineare?
(1) determinare matrice nelle basi canoniche, nucleo e immagine di h.
(2) determinare nucleo e immagine di h* : K* — V*.

6.41. Discutere i sistemi lineari di matrici complete:

1 o 1 1 a b 2 1 2a+2 3 a a+4
1 ab 1 b, a 2b—1 3 1 , 4a—1 a+1 2a—1 2a+2
1 b a 1 a b b+3 2b—1 5a—4 a+1 3a—4 a—1

6.42. Quante somme e prodotti & necessario fare in linea di principio per calcolare un determi-
nante d’ordine n (tramite la formula delle permutazioni)? E tramite le formule di Laplace? E tramite
riduzione di Gauss?

6.43. Scrivere il determinante della matrice A + B, ove A e B sono matrici d’ordine n e B ha
rango 1, come la somma di n + 1 determinanti di matrici d’ordine n.

a1 b1 C1
6.44. Si consideri applicazione ¢ di M3(R) in sé che manda la generica matrice | as ba co
as b3 C3

aiby —azby  aica —azer bicy — by
nella matrice a1b3 — a3b1 a1C3 — asCy b163 — b301
a2b3 — (lgbg a9C3 — a3Co b203 — bgCQ
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Verificare che p(I3) = I3, p(aA) = a?p(A) e che p(AB) = ¢(A)p(B).
Dimostrare che:

(a) rkep(A) =0 se e solo se rk(A4) < 1;

(b) rke(A) =1 se e solo se tk(A) = 2;

(¢) rkp(A) = 3 se e solo se rk(A) = 3.
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Capitolo V

Forme canoniche

Come ormai dovrebbe essere chiaro al lettore, noi intendiamo occuparci di proprieta intrinseche
degli spazi vettoriali e delle applicazioni lineari, mentre per svolgere dei calcoli espliciti abbiamo
bisogno di fare alcune scelte arbitrarie (generalmente scelte di basi per gli spazi vettoriali e tradurre
i problemi in forma matriciale). D’altra parte, siccome queste scelte sono arbitrarie, conviene farle
in modo che il problema in questione ottenga una forma matriciale semplice. Per esempio se si vuole
studiare una applicazione lineare, converrebbe scegliere una base in cui la matrice associata sia il pit
semplice possibile, per esempio triangolare o diagonale. In questo capitolo ci occuperemo in modo
sistematico di questo tipo di problemi.

In tutto questo capitolo C sara un corpo commutativo arbitrario, a meno che non sia specificato
altrimenti.

1. Equivalenza di matrici.

1.1. DEFINIZIONE (EQUIVALENZA DI MATRICL.). Due matrici A,B € My, ,(C) si dicono
equivalenti (in C') se esistono due matrici invertibili P € GL(n,C) e Q € GL(m,C) tali che B = QAP.
Due matrici sono equivalenti se e solo se rappresentano la stessa applicazione lineare di V,,(C') in V,,,(C)
con la scelta di diverse basi nei due spazi (legate dai cambiamenti di base dati da P su V,,(C) e Q su
Vn(C)).

La relazione di equivalenza é una relazione di equivalenza tra matrici, come si verifica subito (sic).

1.2. PROBLEMA. Fare una classificazione per equivalenza delle matrici significa identificare le
classi di equivalenza delle matrici secondo la relazione di equivalenza, e possibilmente per ogni classe
identificare un rappresentante (il pitt semplice possibile).

Dal punto di vista delle applicazioni lineari di V,,(C) in V,,(C), si tratta di rappresentare un
morfismo tramite una matrice semplice, scegliendo opportunamente le basi dei due spazi.

1.3. TEOREMA (IL RANGO CLASSIFICA LE MATRICI PER EQUIVALENZA). Due matrici a
coefficienti in un corpo sono equivalenti se e solo se hanno lo stesso rango r, e in tal caso sono equivalenti
alla matrice le cui entrate sono tutte nulle, tranne le entrate nelle posizioni (1,1),(2,2),..., (r,r) tutte
uguali ad 1, ovvero la matrice a blocchi

L, (O)T,n—r
@m—r,r ®m—r,n—r
(detta rappresentante canonico di quella classe di equivalenza).

DIMOSTRAZIONE. Si possono pensare due dimostrazioni del risultato.

La prima consiste nell’'usare la tecnica di riduzione di Gauss, operando prima sulle righe e suc-
cessivamente sulle colonne della matrice (oppure in ordine inverso), ed & chiaro che la matrice puo
essere ridotta come affermato; inoltre un opportuno prodotto di matrici elementari da le matrici P e
@ invertibili che rendono la matrice equivalente alla forma canonica.

La seconda consiste nella scelta opportuna di basi in V,,(C) e V,,(C) adattate al morfismo
v : Vo (C)— V,,(C) rappresentato, nelle basi canoniche, dalla matrice data. Dapprima si sceglie
una base di kerp e la si estende ad una base di V,(C); poi come base su V,,,(C) si sceglie quella
formata dalle immagini dei vettori scelti come base in V,,(C) che non appartenevano a ker ¢, even-
tualmente completandola arbitrariamente. Allora ¢ chiaro che la matrice di ¢ in queste nuove basi
(opportunamente ordinate) diventa quella canonica detta. O
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2. Similitudine di matrici.

Nel caso di matrici quadrate, interpretate in termini di applicazioni lineari da V,(C) in sé stesso,
siamo interessati ad usare la stessa base nel dominio e nel codominio; quindi diamo la seguente
definizione.

2.1. DEFINIZIONE (SIMILITUDINE DI MATRICL.). Due matrici quadrate A, B € M, (C) si
dicono simili (in C') se esiste una matrice invertibile P € GL(n, C) tale che B = P~'AP. Due matrici
sono simili se e solo se rappresentano la stessa applicazione lineare di V,,(C') in sé in due basi diverse
(legate dal cambiamento di base dato da P).

La relazione di similitudine é una relazione di equivalenza tra matrici, come si verifica subito.

2.1.1. La matrice identica e la matrice nulla sono simili solamente a sé stesse. Quali sono le
matrici che hanno questa proprieta (la loro classe di similitudine ¢ ridotta ad un elemento)?

2.1.2. Due matrici diagonali non sono necessariamente simili tra di loro; caratterizzare i casi in
cui lo sono, e farsi degli esempi.

2.1.3. Se due matrici sono simili, allora sono anche equivalenti, mentre il viceversa e falso; dunque
la relazione di similitudine & pit fine (0 meno grossolana) della relazione di equivalenza tra matrici.
In particolare, ogni classe di equivalenza e unione disgiunta di classi di similitudine, e ogni classe di
similitudine & contenuta in una classe di equivalenza.

2.1.4. La similitudine dipende dal corpo C, nel senso che le classi di similitudine dipendono dal
corpo C, ma solo perché estendendo il corpo le classi di similitudine possono avere pitt elementi (e
anche elementi pitt semplici), ma non capita mai che due matrici in C' possano diventare simili in
C'" D C senza che lo fossero gia in C. Questo risultato ¢ pero di difficile dimostrazione, e non verra
qui né dimostrato, né utilizzato.

2.2. PROBLEMA. Fare una classificazione per similitudine delle matrici significa identificare le
classi di equivalenza delle matrici secondo la relazione di similitudine, e possibilmente per ogni classe
identificare un rappresentante (il pitt semplice possibile).

Dal punto di vista delle applicazioni lineari di V,,(C) in s, si tratta di rappresentare un morfismo
tramite una matrice semplice, scegliendo opportunamente una base dello spazio.

2.3. DEFINIZIONE (DIAGONALIZZABILITA E TRIANGOLARIZZABILITA). Una matrice A €
M, (C) si dice diagonalizzabile (risp. triangolarizzabile) in C se ¢ simile (in C') ad una matrice
diagonale (risp. triangolare), cioé se esistono P € GL(n,C) e A € M, (C) diagonale tale che A =
P7IAP (risp. e T € M,,(C) triangolare tale che A= P~1TP).

Una applicazione lineare ¢ di V' in sé si dice diagonalizzabile (risp. triangolarizzabile) in C se
esiste una base di V' tale che la matrice di ¢ in quella base sia diagonale (risp. triangolare).

3. Autoteoria.

3.1. DEFINIZIONE (AUTOVALORI E AUTOVETTORI).  Sia ¢ : V —V un endomorfismo di uno
spazio vettoriale V.. Un vettore non nullo v € V si dice un autovettore di ¢ di autovalore A € C se
w(v) = M, e A € C si dice un autovalore di ¢ se esiste un vettore v € V non nullo tale che p(v) = Av.

Sia A € M, (C) una matrice; autovalori e autovettori di A per definizione sono quelli della
applicazione lineare di V. =V, (C) in sé a cui é associata la matrice A nella base canonica. Dunque
v € V,,(C) non nullo (che confonderemo con le sue coordinate in base canonica) si dice autovettore di
A di autovalore A € C' se Av = M, e A € C si dice un autovalore di A se esiste un vettore v € V,(C')
non nullo tale che Av = \v.

L’insieme degli autovalori di A (o di @) si chiama spettro di A (o di ¢).

Per un fissato autovalore A, I'insieme di tutti gli autovettori di autovalore \ forma un sottospazio
vettoriale di V', detto autospazio di A e che si indica con Vy(A) (o Vi(p)).

3.1.1. Lo spettro di una matrice diagonale ¢ formato dagli elementi che compaiono nella diago-
nale. I vettori della base canonica di V,,(C) sono autovettori per ogni matrice diagonale.
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3.1.2. Gli autovettori di autovalore 0 sono gli elementi di ker ¢. Gli autovettori di autovalore 1
sono gli elementi mandati da ¢ in sé stessi; dunque 'autospazio di 1 € il piu grande sottospazio di V'
in cul ¢ si restringe all’identita. Gli autovettori di autovalore —17

3.1.3. CRITERIO BANALE DI DIAGONALIZZABILITA. E un fatto evidente che una matrice &
diagonalizzabile se e solo se V,,(C) ammette una base fatta di autovettori per la matrice. Equivalen-
temente, un endomorfismo di V' & diagonalizzabile se e solo se V ammette una base di autovettori per
quell’endomorfismo.

In tali casi, una matrice diagonale simile ad A (o associata a ¢) ha in diagonale esattamente gli
autovalori di A (di ¢).

3.2. PROPOSIZIONE (INTERSEZIONE DI AUTOSPAZI).  Autospazi relativi ad autovalori distinti
hanno intersezione nulla. In particolare autovettori relativi ad autovalori distinti sono linearmente
indipendenti.

Piti in generale, autospazi relativi ad autovalori distinti sono in somma diretta (ogni autospazio
ha intersezione nulla con la somma degli altri).

DIMOSTRAZIONE. Sia v € Vi(¢) NV, (p) con A # p. Allora abbiamo Av = ¢(v) = pv da cui
(A—p)v =0, e poiché A — p # 0 abbiamo v = 0. La seconda affermazione ¢ allora chiara (per esempio
dalla formula di Grassmann).

L’asserzione generale puo essere dimostrata in un modo simile (per induzione: provare), ma vi sono
alcune strategie piu simpatiche. Una & questa: se vy, ..., v, sono autovettori di autovalori A1,..., A\,
(diversi tra loro), e abbiamo v; +- - -+v, = 0, allora applicando @, ©?, ..., ¢" ! alla relazione otteniamo

tvr + -+ Alw, =0 per ogni i = 0,1,...,7—1, cio®

VAM(Ar, ..., Ar) () = <0>
Ur 0

da cui la conclusione v; = 0 per ogni ¢ (la matrice di Vandermonde ¢ invertibile).
Un’altra ¢ la seguente: se vy, ..., v, sono autovettori di autovalori Ay, ..., A, (diversi tra loro), e
abbiamo vy +- - -+ v, = 0, applichiamo (per ogni indice ) la composizione 4; (p—Ajid) alla relazione,
J#£

e otteniamo IT;;(A; — A;)v; = 0, da cui v; = 0 (per ogni 7). O
3.3. TEOREMA (CRITERIO PER AUTOVALORI). Uno scalare A € C ¢ un autovalore di A €
M, (C) (risp. di ¢ € End(V)) se e solo se det(A — Al,,) = 0 (risp. ker(¢ — Aidy) # 0).

DIMOSTRAZIONE.  Per definizione A € C & un autovalore di A € M,,(C) se e solo se esiste
v € V,,(C) non nullo con Av = Av, cioé (A — Al,)v = 0 e questo significa che il sistema omogeneo di

matrice A — AL, ha una soluzione non nulla, e cio equivale a che la matrice abbia determinante nullo.
a

3.4. DEFINIZIONE-TEOREMA (POLINOMIO CARATTERISTICO). 1l polinomio caratteristico di

AeM,(C)é
pa(X) :=det(XI,, — A) = (-1)" det(A — XT,,) .

Si tratta di un polinomio monico di grado n, é invariante per similitudine, e dunque si puo chiamare
anche polinomio caratteristico p,(X) di . Uno scalare A € C' é un autovalore di A (o di ¢) se e solo
se & zero del polinomio p(X).

Si dice che A (o ) ha tutti i suoi autovalori in C' se il polinomio caratteristico p4(X) si fattorizza
in fattori lineari in C[X].

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo l'invarianza per similitudine: se B = P~1 AP allora
pp(X) = det(XT,, — B)
= det(XT,, — P"*AP)
= det(P~Y(XT, — A)P)
= det(P) ! det(XT,, — A) det(P)
=pa(X) .
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L’altra affermazione ¢ chiara in base al criterio precedente. O

3.4.1. In particolare, tutti i coefficienti del polinomio caratteristico di una matrice sono invarianti
per similitudine; il primo e I'ultimo sono particolarmente importanti:

pa(X) = X" —tr (A)X" .-+ (=1)"det(A)
ove tr (A) per definizione ¢ la somma dei termini nella diagonale principale di A.

3.4.2. Gli altri coefficienti, con segno alternato, sono le somme dei minori diagonali dell’ordine
corrispondente al complementare del grado dell’indeterminata; per esempio;
(n=2) pa(X) = X2 —tr(A)X + det(A);
(n=3) pa(X) = X3 —tr (A)X? + da(A)X — det(A), ove da(A) & la somma dei minori diagonali
d’ordine 2;
(n=4) pa(X) = X* —tr (A) X3 + do(A)X? — d3(A)X + det(A), ove da(A) & la somma dei minori
diagonali d’ordine 2, d3(A) & la somma dei minori diagonali d’ordine 3.
3.4.3. Conseguenza fondamentale del teorema precedente & che lo spettro di ogni matrice (e di
ogni automorfismo) ¢ finito: si tratta degli zeri di un polinomio di grado n a coefficienti in C, e dunque
un insieme con al piu n elementi.

3.4.4. Gli autovalori di una matrice triangolare sono tutti e soli i suoi elementi diagonali. Dunque
una matrice triangolare ha tutti i suoi autovalori in C.

3.4.5. TRACCIA. Dal teorema sappiamo ancora che la traccia tr (A) di una matrice ¢ un invari-
ante per similitudine (dunque possiamo anche parlare di traccia di una applicazione lineare), e di tratta
di una applicazione lineare tr : M,,(C) — C, cio¢ tr (A + B) = tr (4) + tr (B), e tr (ad) = atr (A).
Chiaramente tr (0) = 0 e tr(A4) = tr(A"). In generale non & moltiplicativa, ovvero tr (AB) #
tr (A)tr (B) (farsi degli esempi; traccia dell’inversa? e della matrice identica?). Tuttavia vale che
tr (AB) = tr (BA), quindi tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB), ma in generale tr (ABC) # tr (ACB).

Si osservi infine che Papplicazione 7 : Home (V, W) x Home (W, V) — C definita da 7(f,g9) =
tr(go f) =tr(f og) & bilineare non degenere (dunque?).

3.4.6. PROBLEMA. Possono esistere due matrici quadrate A, B tali che AB — BA =17 E vero
che AB — BA = A implica det A = 07

3.5. TEOREMA (CRITERIO DI TRIANGOLARIZZABILITA).  Una matrice A € M, (C) ¢ simile (in
C') a una matrice in forma triangolare se e solo se ha tutti i suoi autovalori in C'.
Un endomorfismo e triangolarizzabile se e solo se ha tutti i suoi autovalori in C'.

DIMOSTRAZIONE. Il “solo se” & gia stato osservato prima. Resta da dimostrare il “se”;
supponiamo dunque che A abbia tutti i suoi autovalori in C' e procediamo per induzione su n.

Se n = 1 tutte le matrici sono triangolari (e anzi diagonali), e non c¢’¢ nulla da dimostrare.
Supponiamo allora n > 1, e il teorema vero per matrici di ordine n—1. Sia A un autovalore, e
v € V,,(C) un autovettore relativo a A. Scelta una base di V;,(C) il cui primo vettore & v, abbiamo
che, posto P la matrice invertibile di cambiamento di base dalla base canonica alla nuove, risulta

i (A D
par= (3 1)

ove B € M,,_1(C). Per I'invarianza del polinomio caratteristico abbiamo p4(X) = (X — AN)pp(X), e
dunque la matrice B ha tutti i suoi autovalori nel corpo C' (sono esattamente quelli di A, tranne una
occorrenza di A). Dunque per ipotesi induttiva, esiste @ € GL,,_1(C) tale che Q*BQ = T & matrice
triangolare superiore. Di conseguenza abbiamo:

—1
1 0 1 1 0\ (1 O A b1 0\ (A
(o) 7Ga)=(0 o) 5) G a)-(0 7)
e il risultato € una matrice triangolare superiore. O
3.5.1. Si provi a riscrivere la dimostrazione in termini di applicazioni lineari, invece che di
matrici, dimostrando per induzione l’esistenza di una base triangolarizzante. E utile osservare che se
¢ : V—V & endomorfismo, e W < V tale che (W) C W, allora ¢ definisce la funzione ristretta

oyw : W —W e la funzione quoziente o,y : V/W — V/W, e risulta che il polinomio caratteristico di
¢ ¢ il prodotto dei polinomi caratteristici di restrizione e quoziente: p,(X) = pg,lW(X)pip/W(X).
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3.5.2. In particolare quindi, se C' & un corpo algebricamente chiuso (ogni polinomio in C[X] ha
tutte le sue radici nel corpo) allora ogni matrice in M, (C) ¢ triangolarizzabile in C. D’altra parte,
se il corpo non e algebricamente chiuso esistono matrici che non sono triangolarizzabili su quel corpo
(ma lo sono in una chiusura algebrica): farsi qualche esempio usando come corpi Q (suggerimento:

studiare la matrice ((1) %)) e R (suggerimento: studiare la matrice (_01 (1]))

3.6. DEFINIZIONE-TEOREMA (MOLTEPLICITA E NULLITA). Ad ogni autovalore A (di una
matrice A € M, (C) o di una applicazione lineare ¢ € Endc(V')) restano associati due numeri interi
positivi M(X) e N(X) cosi definiti:

(1) M(A) si dice la molteplicita (o molteplicita algebrica) di A\, ed é la molteplicita di A\ in quanto
radice del polinomio caratteristico.

(2) N()) si dice la nullita (o molteplicita geometrica) di A, ed é la dimensione del sottospazio degli
autovettori associati a A; dunque N()\) := dimg ker(p—Aidy ) = n—rk(A—AL,).

In generale, per ogni autovalore A si ha M(\) > N(\) > 1.

DIMOSTRAZIONE. Sia m = N(\); allora possiamo trovare un sistema di m autovettori per ¢
di autovalore A linearmente indipendenti, diciamo v1,...,v,,. Completando ad una base vy,...,v, di
V', vediamo che la matrice di ¢ in questa base si scrive a blocchi:

, (A,, B
v~ ¢)

e calcolando il polinomio caratteristico si ha
pa(X) = det(XT,, — A") = det(XT,, — A\L,) det(XL,_,, — C) = (X — \)" det(XT,,_,, — O)
da cui si vede che M(X) > m. O

3.7. TEOREMA (PRIMO CRITERIO DI DIAGONALIZZABILITA).  Una matrice A € M, (C) (risp.
un endomorfismo ¢ € Ende(V) di uno spazio vettoriale V' di dimensione n su C) ¢ simile (in C) a
una matrice in forma diagonale (risp. é diagonalizzabile in C') se e solo se ha tutti i suoi autovalori in
C e ogni autovalore ha molteplicita e nullita uguali.

DIMOSTRAZIONE. Il “solo se” & chiaro: se una matrice ¢ diagonalizzabile il polinomio carat-
teristico € uguale a quello di una matrice diagonale, e gli autovalori sono esattamente i termini nella
diagonale. Inoltre, per ogni autovalore, 'autospazio corrispondente ¢ generato dai vettori della base
diagonalizzante corrispondenti alle occorrenze dell’autovalore nella diagonale, quindi in numero uguale
alla nullita dell’autovalore.

Viceversa, si scelga su V' = V,,(C) l'insieme costituito giustapponendo le basi degli autospazi
relativi agli autovalori dati: per l'ipotesi fatta, si tratta di esattamente n elementi, ed € un insieme
linearmente indipendente (si ricordi che autospazi relativi ad autovalori distinti sono in somma diretta),
e dunque di una base. Sia P la matrice di cambiamento di base (dalla base di autovettori a quella
iniziale); allora & chiaro che P AP & una matrice diagonale. O

3.7.1. In particolare quindi, anche se C' & un corpo algebricamente chiuso non & detto che allora
ogni matrice in M, (C) sia diagonalizzabile in C. Farsi degli esempi usando il corpo complesso C (si
consideri per esempio la matrice (8 (1]))

3.8. TEOREMA (HAMILTON-CAYLEY).  Consideriamo le applicazioni di C-algebre
va4: CX]— M,(C) e w,:C[X]——Endc(V)

(“valutazione in A” e “valutazione in ¢”) definita mandando ogni polinomio P(X) nella matrice P(A)
ottenuta sostituendo X con A e nell’endomorfismo P(y) ottenuta sostituendo X con .

Abbiamo allora pa(A) = 0, e p,(¢) = 0. In altri termini, il polinomio caratteristico annulla la

corrispondente matrice (o il corrispondente endomorfismo).

DIMOSTRAZIONE. Vi sono varie dimostrazioni possibili per questo risultato. Cominciamo da
una dimostrazione sbagliata:

pa(A) = det(Al, — A) = det(0,,) =0 ;

dov’e lo sbaglio?
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Dimostrazione usando la triangolarizzabilita. Si osservi che possiamo sostituire il corpo C' con una
sua estensione C senza che siano alterati la matrice ed il polinomio caratteristico. Dunque possiamo
supporre che C' contenga tutte le radici di pa(X), e di conseguenza che A sia triangolarizzabile.
Siano allora pa(X) = [[,(X — «;) il polinomio caratteristico di A, e P una matrice invertibile tale
che P~'AP = T matrice triangolare superiore avente sulla diagonale ordinatamente gli elementi
a1, ..,0p. Definiamo V; = {(e1,...,e;) i sottospazi di V = V,,(C) generati dai primi i vettori della
base canonica (dunque Vy = 0 e V,, = V). Notiamo allora che si ha (T — «;)V; C V;_; per ogni
1=1,...,n. Abbiamo allora

pT(T)V = (T — al) cee (T — Oén_l)(T — Oén)Vn
(T - al) o (T - anfl)vnfl

(T —a1) (T —a)Vi

NN 1N 1IN N

(T — Ozl)Vl = 0
da cui concludiamo che pr(T') = 0. Di conseguenza pa(A) = pa(PTP~) = Ppy(T)P~! = 0, come
si voleva.

Dimostrazione usando il calcolo con matrici polinomiali. Osserviamo prima che se pa(X) =
>, piX" allora

PAX)L, = pa(4) = Y pi( XL, — AY)
=Y pi(XL, = AY(X T, + XTI A -+ X, A2 4 AT
= (XI, — A) Zpi(Xi_l]In + X2 A 4 4 XTI, A2 4 A

= (XT,, — A)Q(X)
ove Q(X) ¢ un polinomio a coefficienti in M, (C). Ora usando la matrice dei complementi algebrici
di (XI,, — A) abbiamo
pa(A) = pa(X)L, — (X1, — A)Q(X)
= (XTI, — A)(XL, — A)° — (XTI, — 4)Q(X)
= (XTI, — A)((XT, — A)° = Q(X))
— (XL, ~ A)R(X)

ove R(X) ¢ un polinomio a coefficienti in M, (C). Siccome sul lato sinistro abbiamo una matrice a
coefficienti in C, si deduce che R(X) = 0 (perché?), e dunque anche ps(A4) = 0. O

3.8.1. Una piccola applicazione del teorema di Hamilton-Cayley ¢ la seguente: se la matrice A ¢
invertibile, allora la matrice inversa si scrive polinomialmente in A, ovvero esiste un polinomio F(X)
tale che A=t = F(A). Perché?

In particolare, per matrici d’ordine 2 abbiamo A~! = det(A4) ™! (tr (4) — A).

3.9. Consideriamo ora in generale 'applicazione di valutazione in A, cioe la funzione v, :
C[X] —— M, (C) definita dalle proprieta di rispettare somma e prodotto e di mandare X in A; abbi-
amo gia detto che & una applicazione di C-algebre (cioe ¢ C-lineare e rispetta identita e prodotto). Si
osservi per inciso che I'immagine dell’algebra dei polinomi tramite v4 da luogo ad una sottoalgebra
commutativa dell’algebra delle matrici, e quindi non puo essere una funzione suriettiva. L’immagine
si indica con C[A] (matrici polinomiali in A): come caratterizzarla?

3.9.1. Inoltre, che 'applicazione lineare v4 debba avere un nucleo non banale discende a priori
da una pura considerazione sulle dimensioni: dimc C[X] = Ry > n? = dime Ende(V): esplicitare
I’argomento.

3.9.2. Anche se il dominio ¢ di dimensione infinita (e il nucleo anche, in effetti, poiché il codominio
ha dimensione finita), possiamo applicare il primo teorema di isomorfismo e dire che C[A] & isomorfa
al quoziente C[X]/ ker(va), che & piu facile da studiare; sapendo che C[X] ¢ anello ad ideali principali,
il nucleo ker(v4) dev’essere generato da un unico polinomio monico.
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3.10. DEFINIZIONE (POLINOMIO MINIMO). Il polinomio minimo di A (o di ) ¢é il generatore
monico dell’ideale ker(va) di C[X] formato dai polinomi che annullano A (o ¢). Si indica con m4(X)
(0 my(X)). II teorema di Hamilton-Cayley dice allora che il polinomio minimo divide il polinomio
caratteristico: ma(X)|pa(X).

3.10.1. 1l polinomio minimo & quindi 'unico polinomio monico di grado minimo che annulla la
matrice.

3.10.2. Si puo subito dimostrare in effetti che polinomio caratteristico e polinomio minimo hanno
le stesse radici in (una chiusura algebrica di) C' (quasi subito: per 'implicazione non banale, per ogni
autovalore si consideri un suo autovettore, e si mostri che non puo essere annullato da alcun polinomio,
calcolato nella matrice, che non abbia tra le radici proprio autovalore), e il teorema di Hamilton-
Cayley dice che le molteplicita algebriche sono minori o uguali per il polinomio minimo rispetto a
quello caratteristico.

3.10.3. E anche facile, una volta noto il polinomio minimo di A, discutere la struttura di C-
algebra di C[A]: essa ¢ infatti isomorfa alla struttura del quoziente C[X]/(ma(X)). Per esempio:
vi sono divisori di zero se e solo se il polinomio minimo non ¢ irriducibile in C[X], vi sono elementi
nilpotenti se e solo se il polinomio minimo contiene fattori ripetuti di C[X], C[4] & integra se e solo
se m(X) @ irriducibile (e in tal caso & un corpo). Il secondo criterio di diagonalizzabilitad permettera
di legare queste proporieta a proprieta della matrice A.

3.10.4. EsEMPI. Le matrici triangolari (1 ? %), (1 i 51]>7 (1 i (11)) hanno polinomio caratteristico

(X —1)3 e polinomi minimi rispettivamente X — 1, (X —1)2, (X — 1)3.
100 110 110

Le matrici ( 1 91)’ ( 1 91>7 ( 1 31), hanno polinomio caratteristico (X — 1)%(X + 1) e
polinomi minimi rispettivamente (X — 1)(X + 1), (X —1)3(X + 1), (X —1)3(X + 1).

3.11. PROBLEMA: DIAGONALIZZAZIONE SIMULTANEA. Due matrici A e B sono simultaneamente
diagonalizzabili (i.e. esiste P € GL(n,C) tale che P~1AP e P~!BP sono entrambe diagonali) se e
solo se sono (separatamente) diagonalizzabili e commutano tra loro (i.e. AB = BA, nel qual caso
ciascuna delle due matrici & stabile sugli autospazi dell’altra).

Generalizzare ad un numero finito di matrici.

3.12. PROBLEMA CURIOSO. Consideriamo A € M, (M,,(C)); cioe¢ A & una matrice d’ordine
n le cul entrate sono matrici 4;; € M,,(C) d’ordine m, e supponiamo che tutte queste matrici
commutino tra loro (a due a due): diciamo che A & una matrice a blocchi quadrati commutanti. Sia
A € My, (C) la matrice che si ottiene da A “dimenticando la divisione in blocchi”. Allora vale che
det(det(A)) = det(A) (a sinistra, si noti che det(A) € M,,(C), cioe & una matrice). Dedurne che
det(pa (X)) = pa(X).

3.13. PROBLEMA: PRODOTTO DI MATRICI. Se almeno una tra due matrici A e B (quadrate
dello stesso ordine) & invertibile, allora AB & simile a BA ( dunque AB hanno BA gli stessi polinomi
caratteristico e minimo). In generale (senza alcuna ipotesi) resta vero che AB e BA hanno gli stessi
autovalori e stesso polinomio caratteristico: si puo vederlo sia usando A + «, con « non autovalore di

A, al posto di A, sia confrontando le due matrici a blocchi (AOB é) e (8 BAA) che risultano simili via

(59)
B1):

Gli autovalori di AB e BA hanno le stesse nullita? Si consideri I'esempio A = (§9)e B = (99).
Ma per gli autovalori non nulli? Per che cosa possono differire i polinomi minimi?

3.14. PROBLEMA. Siano A e B matrici quadrate dello stesso ordine n; consideriamo ’applicazione
Yap: My(C)— M,(C) data da ¢ 4,5(X) = AX — X B. Si verifichi che si tratta di una applicazione
lineare, i cui autovalori sono le differenze tra gli autovalori di A e quelli di B. Precisamente, se v &€ un
autovettore di A relativo all’autovalore o e w & un autovettore di B* relativo all’autovalore 3, allora
vw' & automatrice di ¢4 g di autovalore a — 3. Viceversa, se N ¢ automatrice di 14,5 di autovalore
v, si consideri un autovettore v di B di autovalore 3 con Nv # 0, e si concluda che Nv e autovettore
di A di autovalore 8 + . Se invece gli autospazi di B sono contenuti nel nucleo di N, si ripete il
ragionamento trovando un vettore v non appartenente al nucleo di N e tale che Bv = v + w con
Nw =0 (vedi teoria di Jordan).
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3.15. PROBLEMA. Mostrare in almeno tre modi diversi che se ¢ : V' — V e diagonalizzabile, e W
¢ sottospazio stabile per ¢ (cioe (W) C W), allora ¢ = ¢ ¢ diagonalizzabile come endomorfismo
di W. Un metodo chiaramente usa il polinomio minimo. Tuttavia conviene anche cercare di risolvere
il problema ragionando sugli autospazi di ¢, e come questi possono intersecare un sottospazio stabile
per ...

E molto pit facile osservare che sotto la stessa ipotesi anche ¢ /W, endomorfismo di V/W, &
diagonalizzabile. E vero o falso che se per un sottospazio stabile W abbiamo che ow e ¢/W sono
diagonalizzabili, anche ¢ ¢ diagonalizzabile?

3.16. DEFINIZIONE (SOTTOSPAZI STABILI). Sia ¢ un endomorfismo di V, e sia W un sot-
tospazio di V; W si dice stabile per ¢ o p-stabile se (W) C W.

3.17. TEOREMA (DI DECOMPOSIZIONE).  Sia ¢ un endomorfismo di V, e sia F(X) € C[X]
un polinomio tale che F(p) = 0. Se F = Fy---F, con Fy,...,F. € C[X] non costanti a due a due
coprimi, allora posto Vi, = ker F;(p) per ogni i risulta

V=Vr,® - &Vr

e ogni VF, ¢ spazio @-stabile (decomposizione dello spazio in sottospazi ¢-stabili).

DIMOSTRAZIONE.  Per induzione su r; il caso importante da trattare & evidentemente r =
2, che permette facilmente anche il passo induttivo. Sia allora F(X) = Fy(X)F3(X), ed essendo
Fi(X) ed Fo(X) polinomi in C[X] coprimi, troviamo polinomi G1(X) e G2(X) in C[X] tali che
Fi(X)G1(X) + F»(X)G2(X) = 1. Calcolando in ¢ si ottiene

Fi(p)Gi(p) + Fa(p)Ga(p) = idv = G1(@) Fi(p) + Ga(p) Fa(p)-

Dimostriamo allora che Vg e Vg, hanno intersezione nulla: se v € V' appartiene all'intersezione
allora v = idy (v) = G1(¢)F1(9)(v) + Ga(¢) Fa(¢)(v) =0+ 0 =0.
Mostriamo che V = Vg, + Vg,: ogni v € V si scrive come somma

v =idy(v) = F1(0)G1(p)(v) + Fa(p)G2(p)(v)

e posto v1 = Fa(p)Ga(p)(v) e va = F1(9)G1(¢)(v) vediamo subito (poiché 0 = F(p) = Fi(p)Fa(p) =
F5(o)Fi(p)) che vy € Vi e vg € V. O

3.17.1.  Si osservi che anche un ragionamento diretto, non induttivo, poteva dare lo stesso
risultato. Lo si espliciti secondo queste linee: Sia @; = II;»;F}; allora i (); sono un insieme coprimo
ed esistono polinomi H; tali che ¥;Q;H; = 1. Applicando a ¢ e ad un vettore v troviamo che v =
idy (v) = £;Qq(p)H;(p)v e ponendo v; = Q;(p)H;(p)v abbiamo che v = X;v; e v; € Vg, (Fi()v; =
Fi(0)Qi(p)Hi(p)v = F(p)H;(p)v = 0). D’altra parte, come prima sappiamo che Vg, N Vg, = 0 se
1% 7.

3.17.2. CASO DEL POLINOMIO CARATTERISTICO. Applicando in particolare il teorema al poli-
nomio caratteristico otteniamo che se p,(X) = II;p;(X) ¢ una sua fattorizzazione in fattori a due
a due coprimi, allora V' & la somma diretta dei sottospazi V,,, = kerp;(¢), ciascuno dei quali ha di-
mensione dimg V,, = degp;(X) pari al grado (come polinomio in X) del fattore p;(X) (perché? si
osservi che il polinomio caratteristico di ¢ ristretto a V},, non puo contenere altri fattori che quelli di
pi(X), essendone annullata, e d’altra parte il prodotto di tali polinomi caratteristici deve ricostruire
il polinomio caratteristico di ). In particolare, per ogni autovalore A di molteplicitdh m si deduce
che esso compare nel polinomio minimo con un esponente [ che ¢ il minimo intero positivo per cui
dim¢ ker(¢ — Aidy)! = m (al massimo & proprio m).

3.18. TEOREMA (SECONDO CRITERIO DI DIAGONALIZZABILITA).  Una matrice A & simile (in
C') a una matrice in forma diagonale se e solo se ha tutti i suoi autovalori in C e il polinomio minimo
si fattorizza in C[X] con fattori lineari distinti (cioé non ha radici multiple). Un endomorfismo ¢ &
diagonalizzabile su C se e solo se il suo polinomio minimo si fattorizza in C[X] con fattori lineari
distinti.

DIMOSTRAZIONE. 11 “solo se” ¢ facile: se A ¢ diagonalizzabile su C, allora sappiamo gia che
ha tutti i suoi autovalori in C, ed & chiaro (guardando per esempio alla matrice diagonalizzata, che
nella diagonale principale ha esattamente gli autovalori distinti Aq,..., A, ripetuti ciascuno con la
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rispettiva molteplicita) che il prodotto [[,(A—\;I,) = 0, e dunque il polinomio minimo ha fattori al
piu lineari.

Viceversa, supponiamo che il polinomio minimo si fattorizzi con fattori lineari m4 (X) = [ [,(X —\;)
con \; # Aj se i # j; per il teorema di decomposizione abbiamo che V,(C) = €, Vi, (A), ove ricor-
diamo che V), (A) = ker(A—\;I,,) sono gli autospazi di A4, e dunque di dimensioni rispettive N(};).
Dalla decomposizione abbiamo allora

Z M(\;) =n = dimg V,(C) = Z dime Vy, (A) = Z N(\)

e poiché M(A;) = N();) per ogni i, trattandosi di quantita positive, concludiamo che M (\;) = N(\;)
per ogni i, e dunque la matrice ¢ diagonalizzabile per il primo criterio (si poteva usare anche il
criterio banale di diagonalizzazione, una volta che lo spazio era decomposto in somma diretta dei vari
autospazi). O

3.19. DECOMPOSIZIONE SPETTRALE. Vi € una interessante descrizione-caratterizzazione geomet-
rica dei morfismi diagonalizzabili in termini di proiezioni: una matrice A € M,,(C) é diagonalizzabile
su C' se e solo se essa si scrive come somma A =Y. \;A; dove i \; € C sono gli autovalori (distinti)
di A, e le A; sono matrici di proiettori complementari, cio¢ ), A; =1 e A;Aj = 0; jA;. Tali scritture
si dicono decomposizioni spettrali. Usando gli interpolatori di Lagrange (dove si sono visti?) f;(X)
relativi agli autovalori A;, si ha 4; = f;(A).

In termini di endomorfismi: ¢ é diagonalizzabile se e solo se é combinazione lineare (secondo i
suoi autovalori) delle proiezioni complementari sui propri autospazi nella direzione degli altri.

& 3.20. Il sequito del paragrafo é dedicato ad uno studio preciso dei sottospazi stabili, e delle
loro relazioni con i polinomi divisori del polinomio minimo; si tratta di argomenti che possono essere
saltati in prima lettura, e anche nelle eventuali successive.

3.20.1. PROPOSIZIONE (POLINOMI E SOTTOSPAZI STABILI). Sia F = F(X) € C[X] un
polinomio non costante; allora il sottospazio Vg = ker F(p) é un sottospazio di V stabile per ;
inoltre se abbiamo due polinomi F, F' € C[X] e F|F’ (F divide F') allora Vg C V.

Viceversa, se W & un sottospazio p-stabile, possiamo associargli il polinomio minimo della re-
strizione di ¢ a W, sia my, (che & un divisore del polinomio minimo di ¢); se W C W' allora my |mw
(mw divide my in C[X]).

DIMOSTRAZIONE. Formale. O

3.20.2. TEOREMA (STRUTTURA DEI SOTTOSPAZI STABILI?).  Per ogni polinomio F = F(X) €
C[X] risulta che my | F (il polinomio minimo di ¢ ristretto a ker F'(y) divide F') e per ogni sottospazio
stabile W risulta che V,,,, 2 W (W é contenuto nello spazio p-stabile associato al polinomio minimo
di ¢ ristretto a W).

Ne segue che abbiamo una biiezione tra i seguenti due insiemi:

(1) polinomi della forma my, ove W & un sottospazio yp-stabile;

(2) sottospazi di V della forma Wg ove F & un polinomio non costante (che si pud supporre un
divisore monico del polinomio minimo di ¢).

DIMOSTRAZIONE. La seconda parte segue formalmente dalle prime due osservazioni e dal
seguente risultato generale:

Siano A e B due insiemi ordinati (significa per A che é data una relazione, scritta di solito <, che
é riflessiva (a < a per ogni a € A), transitiva (se a < o’ e o’ < a” allora a < o” per ogni a,a’,a" € A)
e antisimmetrica (se a < a’ e a’ < a allora a = o’ per ogni a,a’ € A) e similmente per B). Siano date
due funzioni ordinate f: A— B e g : B— A (significa che da a < a’ segue f(a) < f(a’), e similmente
per g) tali che gf(a) < a per ognia € A eb < fg(b) per ogni b € B. Allora f e g inducono biiezioni
una inversa dell’altra tra gli insiemi im (g) C A eim (f) C B.

Si tratta in effetti di una conseguenza delle seguenti due facili osservazioni: fgf(a) = f(a) per
ogni a € A (perché da gf(a) < a segue che fgf(a) < f(a), mentre da b < fg(b) per b = f(a) segue
f(a) < fgf(a), da cui P'uguaglianza per antisimmetria) e gfg(b) = g(b) per ogni b € B (argomento
simile). Dunque f e ¢ sono inverse 'una dell’altra quando applicate ad elementi della forma g(b) e
f(a) rispettivamente. O
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3.20.3. NOTA. Si osservi che gli insiemi identificati dal teorema sono finiti (sono finiti i divisori
monici possibili di un polinomio), ma non tutti i sottospazi stabili per ¢ compaiono necessariamente
nella forma Vg per qualche F' (infatti i sottospazi stabili potrebbero anche essere in numero infinito:
quelli in biiezione con i divisori monici del polinomio minimo di ¢ sono quelli in qualche modo “satu-
rati” tra i sottospazi stabili). Farsi degli esempi.

3.20.4. PROBLEMA. Ad ogni sottospazio ¢-stabile W si puo associare anche il polinomio carat-
teristico di ¢ ristretto a quel sottospazio, sia py; & ancora vero che se W C W' allora py |pw-. Perché
non ’abbiamo usato?

3.20.5. EsemPIO. Al polinomio minimo di ¢ corrisponde tutto lo spazio V. In effetti V@ =V
se e solo se F(p) =0, dunque se e solo se F' & un multiplo del polinomio minimo.

3.20.6. PROBLEMA. A cosa corrispondono MCD e mcm dei polinomi quando guardiamo agli
spazi stabili associati (pensare a somma e intersezione di sottospazi)?

& 3.21. PROBLEMA (POLINOMIO CARATTERISTICO INVERSO). Abbiamo definito il polinomio
caratteristico di una matrice quadrata A come py(X) = det(X — A). Ora definiamo il polinomio
caratteristico inverso di A come ga(X) = det(I — AX), ove I & la matrice identica dell’ordine di A.
Studiare il polinomio caratteristico inverso; in particolare:

(1) & invariante per similitudine;

(2) vale che ga(X) = X"pa(%) e pa(X) = X"ga(+); che relazione c’& tra i coefficienti dei due
polinomi?

(3) ha grado (in X) minore o uguale ad n, pari al rango di A (come trovare il rango di A dal polinomio
caratteristico?); vale g4(0) = 1 (termine noto uno; e termine dominante?);

(4) la matrice A ha determinante nullo sse g4(X) ha grado minore dell’ordine di A; la matrice A &

invertibile sse g4 (X) ha grado pari dell’ordine di A;

(5) uno scalare non nullo a & autovalore di A se e solo se il suo reciproco ¢ zero del polinomio

caratteristico inverso, cioé g4 (1/a) = 0;

(6) zero & autovalore di A se e solo se il polinomio caratteristico inverso ha grado minore dell’ordine

di A;

(7) se qa(X) = Y b; X%, allora b; = (—)" > det(As) ove A indica la sottomatrice di A

ottenuta selezionando righe e colonne nel sottinsieme di indici I; cioe il coefficiente di X° ¢ la
somma dei “minori principali d’ordine ¢ di A”;

(7) quali coefficienti di g4(X) danno traccia e determinante di A?

Xi

7

(8) wverificare l'uguaglianza ga(X) = exp(— Y o, tr (A)2-) (nell'anello delle serie formali; sugg.:
ricondursi al caso di matrice triangolare).

Sia ora A € My(C) una matrice “quadrata” indiciata su N, e consideriamo le sottomatrici A,, definite

per ogni n € N dalle prime n righe e colonne di A. Che relazioni vi sono tra ¢4, (X) e qa,,,(X)? E

per i polinomi caratteristici?

4. Teoria di Jordan.

4.1. DEFINIZIONE-TEOREMA (NILPOTENZA). L’applicazione ¢ é nilpotente se esiste N € N
tale che o = 0; I'indice di nilpotenza ¢ il minimo intero per cui cid succede, si indica con nilp(A).
L’applicazione ¢ ¢é nilpotente se e solo se una (e allora ogni) sua matrice associata & nilpotente (e gli
ordini di nilpotenza sono uguali). L’applicazione ¢ ¢ nilpotente se e solo se il polinomio caratteristico

e X™, dunque se e solo se ha I'unico autovalore 0 con molteplicita n; in tal caso, I'indice di nilpotenza
¢ il grado del polinomio minimo, cioé la molteplicita di 0 (unica radice) nel polinomio minimo.

DIMOSTRAZIONE. Facile. g
4.2. DEFINIZIONE (MATRICI NILPOTENTI STANDARD). La matrice nilpotente standard di
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ordine m ¢& la matrice N,,, := Z?:_f eii+1 € M, (C), cioé la matrice triangolare superiore

01 0 --- 0
0 oo 1 --- 0
P [t _ - . :
o0 0 --- 0
4.2.1. Si calcolino le potenze ¢ = 1,...,m della matrice M,, (& particolarmente simpatico

ragionando in termini di applicazioni lineari) e in particolare si verifichi che (N,,)™ = Q,,, ma (N,,)" #
O, se i < m e dunque il polinomio minimo di M,, & X™ (uguale al polinomio caratteristico).

AA 4.3. TEOREMA (STRUTTURA DEGLI ENDOMORFISMI NILPOTENTI). Una matrice A é
nilpotente se e solo se é simile a una matrice a blocchi diagonali formati da matrici nilpotenti standard.
Dunque un morfismo é nilpotente se e solo se esiste una base dello spazio tale che la matrice in quella
base é una matrice a blocchi diagonali formati da matrici nilpotenti standard.

DIMOSTRAZIONE. Il “se” e ovvio, visto che le matrici nilpotenti standard sono nilpotenti. Per
dimostrare il “solo se” procederemo alla costruzione di una base dello spazio V;,(C') tale che la matrice
associata all’endomorfismo ¢ che ha la matrice data in base canonica, sia del tipo detto. Questa & la
costruzione fondamentale per la teoria di Jordan, e va capita bene per proseguire nella lettura. Sia N
'ordine di nilpotenza di ¢, dunque ¢ = 0 (e nessuna potenza minore di ¢ & nulla). Consideriamo le
inclusioni di sottospazi di V,,(C) dati dai nuclei delle potenze successive di ¢

ker p C ker p? C kerp® C --- C ker ™! C ker o™ = V,,(CO)

dove si puo verificare in effetti che tutte le inclusioni sono strette (per esempio osservando che se ad
un certo punto vale 'uguaglianza allora vale 'uguaglianza da quel punto in poi; sempre tra parentesi:
N < n, nonostante sia maiuscola). Consideriamo una decomposizione V,,(C) = ker oV "1 @ Vy (ovvero
Vx & un complementare in ker o™ di ker oV 71), e sia

IN=(UN1,-, UNsy)

! (ma non in ker ¢V ~2) e l'insieme

una base di Viy. Allora I'insieme ¢(#y) & contenuto in ker o™~
Yn Up(¥n) ¢ linearmente indipendente.
Consideriamo ora una decomposizione ker ¥~ = ker V=2 @ Vy_; (ovvero Viy_; & un comple-

mentare in ker o™V 1 di ker ¢V 72), e sia
IN-1=(UN-1,1,- -, UN—1,sn_1)

un completamento di ¢(#y) a una base di V1. Allora gli insiemi ¢?(#x) e ¢(¥x_1) sono contenuti
in ker V=2 (ma non in ker o™V ~3) e I'insieme ¥ U p(¥n) U @?(¥n) U ¥Nn_1 Up(¥n_1) & linearmente
indipendente.

Procedendo per induzione (discendente) su N, per ogni i = 1,..., N si decompone ker ¢
ker N~ @ Vy_;41 (ovvero Vy_,;41 & un complementare in ker ™ ~+1 di ker o™V =), e sia

N—itl _

IN—it1 = (UN—it1,15 s UN—it1sn_s11)
un completamento di Uy j<; o @I (¥n_;) a una base di Vy_;41.
Alla fine del procedimento abbiamo decomposto lo spazio V,,(C) nella somma diretta
Vo (C) = ker o™V 1 @ Vy
=kereVN 2B Vo1 ® VN

=kerVN O VN_if1 @D VN1 © VN

=VieVhaVsd---dVy_16 VN
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ove V1 = ker ¢ e per ognuno dei sottospazi Vy_; abbiamo una base del tipo Ujgi 0= (¥n—j). Possi-
amo riassumere schematicamente il dato nella seguente tabella, dove sotto ad ogni sottospazio viene
evidenziata la base costruita:

Wi Va V3 Vi oo Vo2 Vo1 Wn
4
07 Yo
©* s s 2
OV ©* Y4 V4 Y4
OV e NI N TN N TN e I
N2 N TN NN N TN o N I
Ny N2y N Yy NN @I N N

Scegliendo ora come base di V,(C) la base ottenuta leggendo la tabella (dall’alto in basso, da sinistra
a destra) nel modo seguente

(U1,1, V1,25 +-5V1,515
PU2.1, V2,1, PU2,2,V2.2; - -+, PU2 555 V2 55,
03,1, PU3.1, V3,1, P7U3.2, PU32, V3.2, - - -, P U355, P35, U3 545
o
sDN*lUN,h sDN*QUN,h .oy PUN1,UN,1, sDN*lUN,z, @Nﬁzvz\/,z, <, PUN 2, UN25 - - -
@Nﬁl’UN,SNa ¢N72WN7SN7 c 3 PUN s> UN,SN)
abbiamo esattamente la matrice cercata, cio¢ della forma
A, O O O
0O Ay, O O
0O O A; 0)
O 0O 0 --- Ay

ove 1 blocchi diagonali A; sono formati a loro volta da s; blocchi diagonali del tipo nilpotente standard
Nj;; ovvero

No N3 Nn
A1 =0, A= , Az = oo An =
No N3 Nn
| —— | —— N———
so blocchi s3 blocchi sn blocchi

O

4.3.1. Se invece scegliessimo la base giustapponendo le basi trovate nell’ordine scritto dalla
tabella avremmo

(V1,75 V2.5, V2,5, P7V3.55 PV3 5 U3 4 - P ON G PN CUNGy -5 PUNLG, UN )
(variando per primo 'indice j) e la matrice dell’applicazione risulterebbe della forma
B O O --- 0
0O B, O --- 0
O O By --- 0
O O O .- By
ove i blocchi diagonali sono del tipo
0L,
oI OL; O O fex
Blz@sl, B2:(®EE)2)’ B3 = 0O 0 ILsyy |,..., By = ..
00 O oI
SN
0

(ogni matrice B; ha i — 1 blocchi identici).
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A& 4.4. DEFINIZIONE-TEOREMA (TIPO DI NILPOTENZA). Il tipo di nilpotenza di una matrice
nilpotente A € M, (C) é la n-pla di naturali (s1,...,sy) ove s; ¢ il numero di blocchi nilpotenti
standard di ordine [ della forma ridotta di A (dunque Zj jsj = n). Due matrici nilpotenti sono simili
se e solo se hanno lo stesso tipo di nilpotenza.

DIMOSTRAZIONE. Il “se” e di nuovo ovvio. Per il “solo se” e sufficiente riguardare la di-
mostrazione precedente: se le matrici sono simili, gli spazi V; della decomposizione hanno le stesse
dimensioni, e dunque otteniamo lo stesso numero di blocchi nilpotenti standard per ogni fissato ordine
di nilpotenza. O

4.5. EseMPI. Elenchiamo le matrici nilpotenti canoniche a meno di equivalenza per n < 5; notare
che il polinomio caratteristico & in ogni caso X", mentre il polinomio minimo & dato da X™P(4) Sj
osservi che per n < 3 la nilpotenza caratterizza le matrici nilpotenti canoniche a meno di similitudine;
per n < 6 nilpotenza e rango determinano le matrici nilpotente canoniche a meno di similitudine; per
n > 7 vi sono matrici nilpotenti aventi stesso rango e stessa nilpotenza, ma non simili.

4.5.1. Per n = 1 'unica matrice nilpotente € la matrice nulla.

4.5.2. Per n = 2 le matrici nilpotenti canoniche sono di due tipi: la matrice nulla di tipo (2,0) e
la nilpotente standard ({}) di tipo (0,1).

4.5.3. Per n = 3 abbiamo tre tipi di matrici nilpotenti canoniche:
la matrice nulla di tipo (3,0,0);
la matrice (§§8) di tipo (1,1,0) (sse nilp(A) = 2 e rk(4) = 1);
la matrice (§§9) di tipo (0,0,1) (sse nilp(A) = 3 e rk(A4) = 2);

4.5.4. Per n = 4 abbiamo cinque tipi di matrici nilpotenti canoniche:
la matrice nulla di tipo (4,0, 0,0);
la matrice < 0) di tipo (2,1,0,0) (sse nilp(A)

2 e rk( 1
) di tipo (1,0,1,0) (sse nilp(A) = 3 e rk(4) = 2);
) di tipo (0,2,0,0) (sse nilp(A) = 2 e rk(4) = 2);
la matrice standard ( g) di tipo (0,0,0,1) (sse nilp(4) =4 e rk(A) = 3).

B
B
4.5.5. Per n = 5 abbiamo sette tipi di matrici nilpotenti canoniche:
la matrice nulla di tipo (5,0,0,0,0);

k

A) =1);

0

0

0

0

. 0
la matrice { §
0

0

0

0

0

COOr OOOH COOH
CO00 CORO COO0
OROO 0000 OO

la matrice (

o oooo
T ocoro

01000

la matrice (§ 600 §> di tipo (3,1,0,0,0) (sse nilp(A) =2 e rk(4) = 1);
0000O0O0

la matrice (§ % g) § §> di tipo (1,2,0,0,0) (sse nilp(A) = 2 e rk(A4) = 2);
000O0O0
1 00

la matrice <§ 6 % 0 §> di tipo (2,0,1,0,0) (sse nilp(4) = 3 e rk(A) = 2);
000O0O
01000

la matrice (§ 0ol §> di tipo (1,0,0,1,0) (sse nilp(A) =4 e rk(A4) = 3);
000O0O0
01000

la matrice (§ 001 §> di tipo (0,1,1,0,0) (sse nilp(4) = 3 e rk(A) = 3);
000O0O0
01000

6001 §> di tipo (0,0,0,0,1) (sse nilp(4) =5 e rk(A) = 4).
0000

la matrice (0

0
4.5.6. Elencare le matrici nilpotenti canoniche per n = 6 (sono 11).

4.5.7. Elencare le matrici nilpotenti canoniche per n =7 (sono 14).

® 4.6. INSIEMI DI INVARIANTI. Abbiamo definito il tipo di nilpotenza, e mostrato che esso
caratterizza per similitudine le matrici nilpotenti, cioe che c¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra tipi
di nilpotenza e classi di similitudine di matrici nilpotenti. Puo essere utile chiedersi quali sequenze di
numeri possono essere tipo di nilpotenza per qualche matrice nilpotente, o quali sequenze di numeri
possono essere le dimensini dei nuclei successivi di una applicazione nilpotente. Conviene forse definire
questi tre insiemi:

N:{(nl,...,nN) : 0<n1<n2<~-~<nN:nen1>n2—n1an—m}---}m\z—n]\/,l}
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(i cui elementi corrispondono alle dimensioni dei nuclei: sequenze strettamente crescenti con differenze
successive decrescenti),

HZ{(hl,...,hN) : h12h22'~'>h1\1>082¢hi=n}

(i cui elementi corrispondono alle dimensioni dei complementari dei nuclei: sequenze decrescenti con
somma la dimensione dello spazio),

S = {(51,...,8N) T X8 = n}

(tipi di nilpotenza), e osservare che tutti e danno invarianti completi per classificare per similitudine
le matrici nilpotenti d’ordine n; le relazioni (biiezioni, ovviamente) tra questi insiemi sono espresse
dalla seguente tabella:

N H S
N hi =mn;—n;_1 8; = 2n;—ni_1—Niy1
H n; = Ejgihj S; = hi_hi+1

ni = Xj<iXik>;Sk

= ngijs]- + i2j>i8j

S

hi = Yjzis;

Si verifichino le affermazioni fatte, seguendo la costruzione del teorema di struttura degli endomorfismi
nilpotenti (puo essere utile osservare che la tabella delle dimensioni della tabella di basi la costruita...).

& 4.7. DEFINIZIONE (MATRICI DI JORDAN).  Si dice matrice standard di Jordan di ordine m e
autovalore A la matrice Jp,(A\) := M[+N,,. Si dice matrice di Jordan una matrice quadrata a blocchi
diagonali formati da matrici standard di Jordan.

AA 4.8. TEOREMA (DI JORDAN).  Una matrice A € M,,(C) ha tutti i suoi autovalori in C se
e solo se ¢ simile (in C) a una matrice di Jordan, ovvero una matrice a blocchi diagonali formati da
matrici standard di Jordan.

DIMOSTRAZIONE. Come al solito il “se” € ovvio (una matrice di Jordan ¢ triangolare). Vediamo
il “solo se”. La dimostrazione procede decomponendo lo spazio negli autospazi generalizzati, che sono
stabili per I’applicazione e tali che la restrizione dell’applicazione a ciascuno di essi sia una applicazione
lineare con un solo autovalore. In questo modo ci si riconduce al caso di matrici nilpotenti (studiando
le varie applicazioni meno il loro autovalore) e poi ¢ sufficiente giustapporre le matrici di Jordan
trovate.

4.8.1. AUTOSPAZI GENERALIZZATI. Sia p,(z) = [[;,(x — A)™ (r; = m()\;)); gli autospazi
generalizzati di ¢ sono V; := ker((¢ — A;idy)"™). Allora V = @, V;, e ogni V; & sottospazio stabile per
©.

Ora 'applicazione ¢; = @)y, (uguale a ¢ ristretta a V;) ¢ applicazione lineare di V; in sé con un
solo autovalore \;; percio la differenza ¢; — A\;idy, € una applicazione lineare nilpotente a cui si puo
applicare il teorema di struttura per applicazioni nilpotenti. Giustapponendo le basi dei sottospazi V;
si trova una base rispetto a cui la matrice di ¢ & nella forma dichiarata. (]

® 4.9. INVARIANTI. La molteplicita di un autovalore A; di A come radice del polinomio minimo
e la dimensione del piu grande blocco di Jordan relativo a quell’autovalore. La nullita di un autovalore
A; di A ¢ il numero di blocchi di Jordan relativi a quell’autovalore. La molteplicita di un autovalore A;
di A come radice del polinomio caratteristico € la dimensione dell’autospazio generalizzato relativo a
quell’autovalore. Come contare il numero di blocchi di Jordan di un autovalore e di un fissato ordine?

Questi sono degli invarianti della matrice A per similitudine, quindi invarianti di ogni endomor-
fismo. Invarianti completi per la classificazione per similitudine?

4.10. ESEMPI. Scriviamo le forme canoniche di Jordan non equivalenti tra loro, e per ognuna
specifichiamo i polinomi caratteristico p e minimo m.
4.10.1. Per n = 1 ogni matrice e diagonale.

4.10.2. Per n = 2 abbiamo tre forme canoniche non equivalenti di Jordan:
la matrice diagonale (§ 3) con p=m = (X — a)(X — 8);
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la matrice diagonale (§ 9) conp= (X —a)? e m = (X — );

la matrice non diagonalizzabile (§ }) con p=m = (X — o).

4.10.3. Per n = 3 abbiamo sei forme canoniche non equivalenti di Jordan:

la matrice diagonale (z [gi g) conp=m= (X —a)(X - 8)(X —7);
la matrice diagonale (§ % 8) conp=(X—-a)) (X -pB)em= (X —a)(X - 3);

10

la matrice non diagonalizzabile (§ a g) conp=m= (X —a)}(X - 3);

la matrice diagonale (8 o 0) conp=(X—-a)Pem=(X—a);

la matrice non diagonalizzabile § % 8) conp=(X-a))em=(X—a)%
[e%

la matrice non diagonalizzabile (§ % [1)> conp=m= (X —a)d.
e}

4.10.4. Per n = 4 abbiamo 14 forme canoniche non equivalenti di Jordan:

) conp=m = (X = @)(X = HIX = )(X - 3
conp= (X —a)’(X = f)(X =) em = (X —a)(X - B)(X —);
conp=m= (X —a)*X -B)(X —1);
conp=(X-a)(X-p)Pem=(X—-a)(X-p);
conp=(X-a)}X-p)P2em=(X-a)P?X-p)
conp=m=(X—a)’(X -p)%

conp= (X -a)}(X-p)em=(X—-a)(X -p);
conp=(X—-a)}X—-B)em=(X—a)2X-3);
conp=(X-a)’ (X -f)em=(X~-a)’(X-p)
conp=(X—-a)em=(X—a);
conp=(X—a)em=(X—a)’
conp=(X—-a)em=(X—-a)?

conp=(X—-a)em=(X—a)

DHOOR OO0 OO R OO0 R 000 WOOO HOOO WMOOO WHOO MOOO WOOO Q000 QOO0 NOCO

OORHOORH OO OORHOORDO COR K CORH OORD OCORKF COORF OORDO OOR K OOR O O OO
OCRHROOCRHOOROOOROOOR OO OR O OROO OROC OWOO OWOO OWOO OWOO CWOO OO
LS A W A W e e W e e U W Y

conp=(X—-a)em=(X—-a)t

Y Y Y Ve Y Y Y Y Y Y Y Y Y
OOOR CO0OR OOOR COOR COOR OOOR OO0OR COO0OR CO0OR CO0OR COOR COOOR CO0OR OoOOR

4.10.5. Scriversi tutte le forme canoniche non equivalenti di Jordan con n =5 (sono 27).
4.10.6. Si noti che fino ad n = 3 la coppia dei polinomi caratteristico e minimo determina la
forma canonica di Jordan; per n > 3 cio in generale ¢ falso. Cosa serve per la classificazione?

4.11. PrRODOTTO. Mostrare che le matrici AB e BA hanno gli stessi blocchi di Jordan cor-
rispondenti ad autovalori non nulli.

4.12. TRASPOSIZIONE. Mostrare che ogni matrice & simile alla propria trasposta (per esempio
supponendo la matrice triangolarizzabile). Cosa si puo dire di una matrice invertibile e della sua
inversa?
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#® 4.13. PROBLEMA DI COMMUTAZIONE. Date A e B matrici (di ordini opportuni), descrivere le
matrici X tali che AX = X B. Perché il problema abbia senso € necessario che il numero di colonne
di A sia uguale al numero di righe di X (per il prodotto AX), e che il numero di righe di A sia
uguale al numero di righe di X (per l'uguaglianza). Quindi, A € M, (C) e B € M,,(C) devono essere
matrici quadrate, e X € M, ,,,(C). Il problema consiste allora nel cercare il nucleo dell’endomorfismo
di M, 1, (C) che manda X in AX — XB.

4.13.1. Osserviamo prima di tutto che nel caso di matrici nilponenti standard (blocco di Jordan
nilpotente) la risposta si trova direttamente: N,X = XN, se e solo se X & della forma (0 T) se

p < q oppure <€) se p > ¢, con T matrice triangolare superiore a diagonali costanti:

al a2 DR aT
r=|"
: e ag
0 cee 0 a1
4.13.2. In secondo luogo, ¢ facile ridurre il problema, per due matrici quadrate qualsiasi,

all’analogo problema per le loro forme di Jordan: infatti se J4 = H'AH e Jg = K~ 'BK allora
abbiamo: AX = XB se e solo se J4Y = Y Jg dove Y = H ' XK; quindi identificare le X o le Y &
equivalente.
Chiamiamo A; gli autovalori di A, p; quelli di B. Ora, se dividiamo la matrice ¥ in blocchi
Yi; € My, 4,(C) seguendo le divisioni in blocchi di Jordan di J (per le righe) e di Jp (per le colonne)
otteniamo che
0 se A # [

(0 T) se \i = pj ep; < gj

2,7
(g) se \i = pj e p; = q;

da cui & possibile ricavare che la dimensione dello spazio delle matrici che commutano con A e B & dato
dalla somma degli interi d; j = d,,,,, min(p;, ¢;) (somma estesa a tutti i blocchi di Jordan elementari).
4.13.3. Usiamo ora A = B € M, (C), e definiamo il centralizzante di A come

C(A) = {X € Mo(C) : AX = XA}

(sottospazio delle matrici che commutano con A).

Ricordando che C[A] = im (va4) = {p(4) : p(X) € C[X]}, abbiamo che C[A] < €(A) (matrici
polinomiali in A commutano con A, ovviamente). Siccome dime C[A] & pari al grado del polinomio
minimo di A (verifica facile), di solito I'inclusione sara stetta. Mostrare che C[A] = € (A) se e solo se
ma(X) = pa(X) (polinomio caratteristico e minimo coincidono), cio¢ se e solo se ogni autovalore ha
un unico blocco di Jordan.

4.13.4. In generale, C[A] coincide con il sottospazio

C(E(A) ={Y € M,(C) : AX =XA=YX =XY},

cioe: le matrici polinomiali in A sono tutte e sole le matrici che commutano con tutte le matrici che
commutano con A.

4.13.5. Chie G (¥(¢(A4)))? EF(C(F(€(A))))?

4.13.6. Si discuta in particolare, e indipendentemente dai ragionamenti precedenti, il caso di
matrici diagonalizzabili: in tal caso lo spazio delle matrici che vi commutano ha dimensione data dalla
somma dei quadrati delle molteplicita degli autovalori.

AA 4.14. DEFINIZIONE (SEMISEMPLICITA).  Una matrice A € M,,(C) si dice semisemplice se
essa & diagonalizzabile in una chiusura algebrica di C. Un endomorfismo di uno spazio vettoriale V
di dimensione finita su C' si dice semisemplice se una matrice associata lo & (e allora tutte lo sono).

4.14.1. EsSemPI. Matrici trigonometriche in My (R), matrici in M»(Q) diagonalizzabili in Q[v/2].

4.14.2. DECOMPOSIZIONE ASTRATTA DI JORDAN. Sia A un endomorfismo di uno spazio vetto-
riale V' di dimensione finita (rispettivamente: sia A una matrice quadrata) con tutti i suoi autovalori
nel corpo di base C. Allora esistono due endomorfismi (risp. matrici) A, 4, tali che
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(i) As & semisemplice e A,, & nilpotente;

(i) AgA, = A As e A=A, + Ay

(i4i) esistono polinomi p(X), ¢(X) € C[X] privi di termine noto e tali che As = p(A), 4, = q(4); in
particolare A4 ed A,, commutano con ogni endomorfismo (risp. ogni matrice) che commuti con
A;

(iv) sottospazi stabili per A sono stabili sia per Ag che per Ay;

(v) se AB = BA con A e B soddisfacenti all'ipotesi detta, allora (A4 B)s = As + Bs e (A+ B), =
A, + By.

4.14.3. DECOMPOSIZIONE ASTRATTA MOLTIPLICATIVA DI JORDAN. Sia A un automorfismo di
uno spazio vettoriale V' di dimensione finita (rispettivamente: sia A una matrice quadrata invertibile)
con tutti i suoi autovalori nel corpo di base C. Allora i suoi autovalori sono tutti non nulli, ed esistono
due endomorfismi (risp. matrici) Ag, A, tali che

(i) As ¢ semisemplice e A,, & unipotente (significa che ha 1 come unico autovalore);
(i1) AsA, = A A = A
(#i1) sottospazi stabili per A sono stabili sia per A, che per Ay;
(iv) se AB = BA con A e B soddisfacenti all’ipotesi detta, allora (AB)s = A;Bs e (AB), = AyBy.

5. Applicazioni.

5.1. CALCOLO DI POTENZE DELLE MATRICI. Data una matrice A, calcolarne le potenze A™
richiede normalmente molti conti, a meno che A non sia di una forma particolare. Due casi partico-
larmente semplici sono i seguenti:

(5.1.1) se D = diag(ay,...,a,) & matrice diagonale, allora D™ = diag(af",...,a™);

(5.1.2) se J =D + N ¢ in forma di Jordan, poiché DN = ND, possiamo applicare la formula del
binomio di Newton: J™ = (D+N)™ =", (") D'N™¢ (si ricordi che D ed N commutano
tra loro; le potenze delle matrici nilpotenti standard sono di calcolo immediato).

5.1.3.  Se una matrice A ammette forma canonica diagonale o di Jordan, allora esiste una

matrice invertibile P tale che A = P~'JP. In tal caso abbiamo A™ = P~1J™P, il che semplifica
notevolmente il calcolo.

5.2. SOLUZIONE DI EQUAZIONI RICORSIVE. Supponiamo che una sequenza di numeri a; € C
per i € N sia definita ricorsivamente dalle seguenti posizioni: a9 = g, a1 = @1, ..., Gp—1 = Up_1
e ap = [1ag—1 + Boag—2 + - -+ + Bnak—n per ogni k = n, ove «;,3; € C. Come trovare una formula
chiusa che calcoli ay, senza dover calcolare tutti i precedenti?

Se consideriamo i vettori le cui componenti sono ay,ax—1,-..,ak—nt+1, POSsiamo riassumere la
relazione ricorsiva come

ag 51 ﬂz e fn ak—1
Af—1 o 0
o Hn—l Af—n+1
Ak —n+1 0 Af—n

(qual ¢ il polinomio caratteristico di questa matrice?) da cui si vede che

k—n+1
ak B B2 o Ba An—1
ak—1 0 :
Hn—l aq
Ak—n+1 0 Qo

e quindi il problema & ricondotto a calcolare la (prima riga della) potenza (k—n+1)-esima della matrice
scritta. Tale calcolo puo essere effettuato cercando la forma canonica (diagonale o di Jordan), come
prima spiegato.

# 5.3. SOLUZIONE DI EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE. Pil in generale, possiamo porre il seguente
problema: trovare le successioni v, € C™ (per m € N) tali che v,,+1 = Av,, per una fissata matrice
A € M,(C). Chiaramente per ogni scelta del vettore iniziale vy, vi € una unica tale successione
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definita da v, = A™vg, e una descrizione esplicita puo essere ottenuta se la matrice A ammette una
forma canonica diagonale o di Jordan.

5.3.1. Supponiamo per esempio che A sia diagonalizzabile, che A = P"!AP con A matrice
diagonale avente in diagonale gli autovalori di A, e P matrice invertibile la cui inversa ha come colonne

z1
una base di autovettori per A. Allora A™ = P~'A™P e, scelta la “condizione iniziale” vy = ( : ) e

Tn

Y1 x1
posto ( : ) =P ( : >, abbiamo che v, = ZLI yiA"u; ove \; sono gli autovalori di A (diagonale
Yn
di A) e u; sono i rispettivi autovettori (colonne di P~1).
5.3.2. Se invece A ammette forma canonica di Jordan J non diagonale, compaiono nelle
soluzioni ulteriori termini dovuti alla parte nilpotente di J. Studiamo per esempio il caso di un
blocco di Jordan d’autovalore a e d’ordine n. Sia A = P~'JP con J = al,, + N,, tale blocco.

Tn

Yn

(oly, + Np)™ = 27;01 (’;L) a™~INJ (esplicitare bene questa formula), abbiamo che

Z1 Y1
Allora v,, = A™vy = P~1JmP ( : ) = p-igm ( : ) (con le notazioni precedenti). Poiché J™ =

Tn

. - m m—j+1i - ! ( m ) m—j+1i
U = @ Du; = ; @ Uu;).
. z@(]) wh=3 w3 ()7 )

5.3.3. PROCESSI DISCRETI DI MARKOV. Un caso interessante di equazioni alle differenze e
descritto dalle matrici reali con entrate comprese tra 0 e 1, e tali che in ogni colonna la somma delle
entrate sia 1. Vengono cosi descritti dei fenomeni (demografici, statistici, ecc.) in cui ad ogni “passo”
certe quantita, rappresentate dalle componenti dei vettori, sono redistribuite secondo una certa regola
fissata dalla matrice (detta di transizione).

E facile in questo caso verificare che la matrice ammette sempre 'autovalore 1, e che tutti gli
altri autovalori (eventualmente complessi) hanno valore assoluto minore o uguale ad 1. Supponiamo
che il blocco relativo all’autovalore 1 di A sia diagonalizzabile. Allora, se gli autovalori diversi da 1
hanno tutti valore assoluto strettamente minore di 1, la sequenza A™ tende, per n grande (“limite per
n che va all'infinito”) alla matrice P~1A’P ove A’ & la matrice diagonale avente nella diagonale solo
Pautovalore 1 (con la sua molteplicita). Che conseguenze vi sono per la successione dei v;,?

# 5.4. ESPONENZIALI DI MATRICI. Nel caso di matrici reali o complesse, possiamo definire una
nozione di esponenziale di base e per una matrice qualsiasi A usando quale definizione la formula di
Taylor:

4 Al A2 A3 Al

e _; Tl At e

Si pone subito un problema di convergenza: abbiamo usato una sommatoria infinita di matrici, e
quindi bisogna controllare che esista il limite delle somme parziali.

5.4.1. Per questo occorre introdurre una nozione di norma nell’insieme delle matrici, e cio puo
essere fatto in questo modo: per A = (a;;) definiamo |A| := max; j |a, ;| (valore assoluto di numeri
reali o complessi). Si verifica allora che la definizione data & corretta per ogni matrice A. Si mostra
infatti per induzione che |AY| < n?|A|* = (n|A|)?, e dunque la serie scritta & maggiorata, termine a
termine, dalla serie numerica convergente a e™4!.

5.4.2. Abbiamo dunque una applicazione M, (R) — GL,(R) che soddisfa alle usuali proprieta:
P =1, et B = e¢4¢8 sotto ipotesi che A ¢ B commutino tra loro (quindi ete=4 =1, per cui e~ 4
¢ matrice inversa della matrice e, e tutte le esponenziali sono matrici invertibili).

5.4.3. Il calcolo della matrice esponenziale € particolarmente facile per matrici diagonali
(ediag(ar,an) — digg(e™,...,e*) come si vede subito) e per matrici nilpotenti (si tratta di una
somma finita, in questo caso).

Per una matrice A che sia diagonalizzabile si puo allora calcolarne ’esponenziale nel modo
seguente: se A = P~'AP con A diagonale, si ha e4 = P~1e? P, che ¢ di calcolo immediato.

Per una matrice che ammetta forma di Jordan J = A + N (quindi per tutte se usiamo il corpo
complesso) abbiamo A = P7'JP con J = A+ N, da cui e? = P~ le/P = P~ lefeV P,
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5.4.4. Si osservi che se A ¢ autovalore di A, allora e* & autovalore di e?. Da questo si deduce

subito che det(e?) = e™4 (infatti [le® = e*). In particolare le matrici di traccia nulla hanno
esponenziali di determinante 1.
5.4.5. Che proprieta hanno le matrici esponenziali di matrici antisimmetriche?

5.4.6. SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI. Una equazione

: o o . : . . . dv
differenziale lineare a coefficienti costanti (reali o complessi) & una espressione del tipo pr Av ove
x

v = v(z) & un vettore di funzioni (reali o complesse) della variabile 2 e A & una matrice quadrata con
coefficienti nel corpo reale o complesso. Soluzioni di questa equazione sono tutti i vettori di funzioni
che soddisfano all’'uguaglianza.

Si studiera in Analisi che per ogni “condizione iniziale” v(0) = vy (vettore reale o complesso) esiste
una unica soluzione v(x) all’equazione posta che soddisfi anche alla condizione iniziale. Vediamo qui
come determinare tale soluzione usando I’esponenziazione di matrici.

Si consideri la matrice e4* come funzione della variabile z (e si trascurino per il momento problemi

Ax
d(e™) = Ae?” e che abbiamo 47|, _o = I,.

Quindi il vettore v(x) = e“**vg soddisfa alla equazione differenziale e anche alla condizione iniziale;
in altri termini, le soluzioni della equazione differenziale data si ottengono mediante combinazioni
lineari delle colonne della matrice e4® secondo dei combinatori che dipendono dalle condizioni iniziali
poste.

Il lettore incuriosito, puo esplorare ’estensione del calcolo differenziale a matrici funzioni di
una variabile t. Per esempio mostrando che & (AB) = 4 (A)B + A4(B), o anche 4(H™ ') =
—~H ' (H)H™! ...

5.4.7. PROBLEMA: RADICI DI MATRICI. Discutere l'esistenza di radici m-esime di matrici
quadrate: data A € M, (C) esistono X € M, (C) tali che X™ = A, eventualmente quante e come
trovarle?

di convergenza in x); si verifica quasi subito che
A

5.4.8. PROBLEMA: LOGARITMI DI MATRICI.

6. Forme Canoniche Razionali (di Frobenius).

Se C non ¢ algebricamente chiuso, esistono matrici a coeflicienti in C' che non ammettono forma
di Jordan. In questa sezione vedremo invece una forma canonica diversa, talvolta detta di Frobenius,
e per certi aspetti pitt generale (nel senso che quella di Jordan ne & un caso particolare), tale che ogni
matrice quadrata a coefficienti in C' possiede una tale forma.

Vi sono almeno due modi elementari di introdurre le “forme canoniche razionali”, entrambi in-
teressanti. Uno attraverso lo studio dei sottospazi ciclici per 'endomorfismo in questione, piu vicino
all’atteggiamento di ricercare una base opportuna dello spazio, come si e fatto finora. L’altro invece
usa la nozione di equivalenza di matrici in C[X] (che ¢ anello, e non campol!), e la sua relazione con la
similitudine di matrici in C} si tratta di un atteggiamento pitu astratto, ma che mostra tecniche molto
interessanti. Li esploreremo entrambi.

6.1. METODO DEI SOTTOSPAZI ¢-CICLICI. Consideriamo un endomorfismo ¢ : V.— V. Per ogni
vettore v € V' definiamo 'ideale di C[X] formato dai polinomi p(X) tali che p(¢)v = 0 (calcolati in ¢
annullano v); tale ideale si dice il p-annullatore di v, e il suo generatore monico si indica con m, ., (X)
o con m,(X) se si pud sottintendere ¢ e si dice il (polinomio) p-annullatore di v.

E chiaro che ogni vettore ammette un polinomio w-annullatore, e che questo & un divisore del
polinomio minimo di ¢.

6.1.1. PROPRIETA FONDAMENTALE. E facile, ma importante, osservare che per ogni v € V e
detto s il grado di m,(X), allora I'insieme v, ¢(v),...,©* 1(v) & linearmente indipendente, mentre
per ogni t > s linsieme v, p(v), ..., ¢* 1 (v), ¢! (v) & linearmente dipendente.

6.1.2. SOTTOSPAZI ¢-CICLICI. Un sottospazio W di V si dice y-ciclico se é del tipo

W = (v,0(v),...,9'(v),...)

per qualche v € V; il vettore v si dice in tal caso un ¢-generatore di W.
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E chiaro che sottospazi y-ciclici sono ¢-stabili, mentre il viceversa in generale e falso.
E facile anche vedere che la dimensione di un sottospazio ¢-ciclico W coincide con il grado del
w-annullatore di un suo qualsiasi p-generatore.

6.1.3. STRUTTURA DI SOTTOSPAZI ¢-CICLICI. Se W & p-ciclico e v € V ne é un p-generatore,
allora ogni vettore w € W si scrive w = f(p)(v) per qualche f(X) € C[X]; tale polinomio é unico se
si impone che abbia grado minore della dimensione di W, cioé deg f(X) < degm,(X). Si tratta di
facili verifiche.

6.1.4. SOTTOSPAZI (p-CICLICI -IRRIDUCIBILI E ¢-EQUIVALENTI. Un sottospazio ¢-ciclico si dice
-irriducibile se non puo essere scritto come somma diretta di ¢-ciclici strettamente piu piccoli; se cio
succede, il polinomio minimo di ¢ ristretto a quel sottospazio € potenza di un polinomio irriducibile.

Due sottospazi o-ciclici si dicono ¢-equivalenti se esiste un isomorfismo tra loro che commuta con
(le restrizioni di) ¢; cio succede se e solo se le restrizioni di ¢ ai due sottospazi hanno ugual polinomio
minimo.

6.1.5. TEOREMA DI DECOMPOSIZIONE IN (-CICLICI. Sia ¢ un endomorfismo diV, e siam,(X) =
[L; pi(X)® con p;(X) € C[X] polinomi irriducibili (in C[X]). Allora V' é somma diretta di sottospazi
p-ciclici p-irriducibili, siano L;, tali che my, (X) = pi(;)(X)* (divisore di m,(X)).

Questo ¢ il vero risultato tecnico di questa sezione, e la sua dimostrazione si basa su una delicata
induzione. E facile (usando il teorema generale di decomposizione in sottospazi p-stabili) ridursi
al caso my,(X) = p(X)®, cioeé con un unico fattore irriducibile: dimostriamo allora che se ¢ & un
endomorfismo di V, e m,(X) = p(X)® con p(X) irriducibile, allora V & somma diretta di sottospazi
p-ciclici -irriducibili.

Si procede per induzione su n = dim V', essendo banale il caso n = 1. Supponiamo allora n > 1,
d = degp(X), dunque m = degm,(X) = ds (divisore di n). Sia vy € V tale che p(¢)*vy = 0, ma
p(¢)* g # 0 (esiste perché p(X)* ¢ il polinomio minimo), e poniamo Vy = (p'vg : i =0,...,ds—1)
sottospazio -ciclico di V' generato da vg.

Sia V = V/V, e @ 'endomorfismo indotto da ¢ su V. Siccome dimgV < dimc V' (perché
Vo # 0), e il polinomio minimo di p divide quello di ¢, quindi ¢ della forma p(X)® con 5 < s, possiamo
usare l'ipotesi induttiva e scrivere che V & somma diretta V = V1 @ --- ® V, con i V; sottospazi
p-ciclici (irriducibili). Il problema consiste ora nel rialzare i sottospazi V; di V a dei sottospazi V; di
V che siano p-ciclici (irriducibili) in somma diretta tra loro e con Vj.

Sia 7, un P-generatore di V1, e p(X)®! il suo p-annullatore (3; < s). Vogliamo ottenere v; € 7
tale che p(X)®! sia il suo p-annullatore. Procediamo scegliendo w; € vy qualsiasi, per cui p(p)%1w; =
0, ciog p(p)¥1wy € Vy, da cui p(p)¥ wy = k1(p)vy per qualche polinomio k(X). Siccome p(p)*v = 0
per ogni v € V abbiamo che 0 = p(¢)* 'p(p)¥ w1 = p(p)* 1 k1(p)ve, da cui segue che p(X)* divide
p(X)*™%1k(X), quindi p(X)* divide k;(X), e infine k1(X) = p(X)* hy(X). Otteniamo allora che
p(p)* wy = p(p)* hy(¢)vg. Ora ponendo vy = wy — hi(p)vy risulta facile vedere che p(¢)tv; = 0, e
dunque p(X)t ¢ il p-annullatore di v;.

Consideriamo allora Vi = (¢*(v1) : 4 > 0) lo spazio p-ciclico generato da vq; & chiaro che la
mappa di riduzione V; — V & isomorfismo (spazi ¢-ciclici con lo stesso polinomio minimo).

Ripetendo il procedimento per ogni ¢ = 1,...,r otteniamo dei sottospazi V; ¢-ciclici tali che
V =@._, V; (facile controllo), come si voleva. O

6.1.6. DIMOSTRAZIONE ALTERNATIVA. Sempre per induzione su n = dim V, sia m il grado del
polinomio minimo, e sia v vettore con p-annullatore di grado m; possiamo scrivere
-1
W:<’Ua§0v7"'a§0m 'U>

e completare la base di W ad una di tutto V. Usando la base duale su V*, sia w = ¢!

W = (w*, o*w*, ..., (") tw*)
che & sottospazio di V* che & stabile per ¢* (perché?). Quindi W+ & sottospazio di V stabile per ¢,

e risulta V = W @ W+ (per l'intersezione, basta applicare w*, ¢*w*,... ad una eventuale relazione
Yiaipiv = 0). Quindi l'ipotesi induttiva usata su U+ garantisce il risultato. (]

v, consideriamo

6.1.7. UNICITA DELLA DECOMPOSIZIONE? E chiaro a priori che una decomposizione in ¢-ciclici
w-irriducibili non ¢ unica: basta pensare alla applicazione identica. Vale comunque una proprieta
di essenziale unicita in questo senso: due decomposizioni diverse, a meno dell’ordine, sono fatte con
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sottospazi corrispondenti g-equivalenti. Dimostrarlo non & banale: si dimostra che per ogni potenza
di ogni fattore irriducibile del polinomio minimo, il numero di sottospazi -ciclici aventi quella come
polinomio minimo non dipende dalla decomposizione, ma solo da .

6.1.8. MATRICI COMPAGNE E IPERCOMPAGNE. Dato un polinomio monico f(X) = Y7 a; X"
(an = 1), diciamo matrice compagna di f(X) e indichiamo con C(f) la matrice

0 0 0 —ao
1 0 -+ 0 -—a
0 —
C(f)_<]1n_1 ‘;0)_ 0 1 0 —as
0 -+ 0 1 —ap,

che ha chiaramente polinomio caratteristico e minimo coincidenti con f(X).

Ora, se W & un sottospazio @-ciclico con y-generatore w e polinomio caratteristico di ¢ ristretto
a W pari a f(X) di grado r, allora nella base w, p(w), ..., »"~}(w) la matrice di ¢ (ristretta a W) &
esattamente la matrice compagna C(f).

Se poi W e un sottospazio ¢-ciclico con y-generatore w e polinomio caratteristico di ¢ ristretto
a W pari a p(X)* con p(X) irriducibile di grado d, allora nella base w, p(w), ..., %~ (w) la matrice
di ¢ (ristretta a W) ¢ la matrice compagna C(p®), e nella base costruita nel seguente modo:

w p(w) @*(w) E " (w)
ple)w  ple)e(w)  p(e)*(w) - p(p)e?H(w)
@) tw ple)o(w) ple) et (w) - p(e)* et (w)
si ottiene una matrice a blocchi della forma
0 —aop
I —a;
C(p) 1 0 —ao
era C(p) I —a
I(ps): €1.d C(p) — 1 0 —ag
. . I —Q;
era C(p) -
1 0 —Q
I —Qy;

(blocchi diagonali sono le matrici compagne di p(X), mentre i blocchi sottodiagonali sono matrici con
un unico 1 nella posizione in alto a destra: in particolare tutta la sottodiagonale ¢ composta di 1)
che si dice la matrice ipercompagna del polinomio p(X)?, e che si indica con I(p®). In particolare si
osservi che matrici compagna e ipercompagna di p(X)® sono simili tra loro: C(p®) ~ I(p®) (con che
matrice di cambiamento di base?).

6.1.9. FORMA CANONICA RAZIONALE. Dal teorema di decomposizione in sottospazi ¢-ciclici
segue allora che ogni endomorfismo ammette una base in cui la sua matrice si scrive a blocchi diagonali
che sono matrici ipercompagne (o compagne) associate a polinomi del tipo p(X)® ove p(X) sono i
divisori irriducibili del polinomio caratteristico (o minimo). E naturalmente, ogni matrice ¢ simile
in C' ad una matrice a blocchi diagonali che sono matrici ipercompagne (o compagne) associate a
polinomi del tipo p(X)*® ove p(X) sono i divisori irriducibili del polinomio caratteristico (o minimo).

Si osservi che nel caso in cui vi siano tutti gli autovalori di ¢ in C', per esempio sempre per C
algebricamente chiuso, allora la forma canonica razionale tramite ipercompagne ¢ la forma canonica
di Jordan (trasposta, veramente).

Si noti infine che le forme canoniche razionali dipendono dal corpo nel senso che una stessa matrice
considerata a coefficienti in C' o in qualche sotto (o sovra) corpo pud avere forme canoniche razionali
con blocchi diversi: dipende infatti dalla decomposizione in polinomi irriducibili, che puo cambiare
con estensioni di corpo.

6.2. METODO DELLA C[X]|-EQUIVALENZA (O EQUIVALENZA DI SMITH). Per le matrici a co-
efficienti polinomiali, cioé in M,,(C[X]) possiamo definire l’equivalenza elementare come per le ma-
trici a coefficienti in un corpo, tramite le tre operazioni elementari di Gauss su righe e colonne (ma
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l’operazione di moltiplicare una riga o una colonna per uno scalare si accetta solo per scalari invertibili,
cio¢ per elementi di C*).

D’altra parte possiamo definire la relazione di equivalenza usuale: A(X) & equivalente a B(X) se
esistono H(X), K(X) € GL,(C[X]) (in particolare i loro determinanti sono in C*) tali che B(X) =
H(X)A(X)K(X).

Siccome ogni matrice H(X) € GL,(C[X]) si scrive come prodotto di matrici elementari, le due
nozioni di equivalenza coincidono; scriveremo A(X) =~ B(X).

6.2.1. RELAZIONE FONDAMENTALE TRA SIMILITUDINE IN C' E EQUIVALENZA IN C[X]. 1l fatto
fondamentale che motiva per noi lo studio della C[X]-equivalenza di matrici & il seguente: date
A,B e M,(C), allora A & simile a B in C' (A ~ B) se e solo se XI— A ¢ equivalente a XI— B in C[X]
(XI- A~ XI— B). Cioé: due matrici sono simili in C' se e solo se le loro matrici caratteristiche sono
equivalenti in C[X].

Una implicazione ¢ ovvia: se A e B sono simili (in C), allora B = H"'AH per H € GL,(C), e
di conseguenza abbiamo X1 — B = H~}(XI— A)H, per cui XI— A e XI — B sono simili in C[X] e a
fortiori XT— A e XTI — B sono equivalenti in C[X].

Per il viceversa bisogna lavorare con matrici polinomiali: supponiamo che

XI—-B=PX)(XI-A)QX)
con P(X),Q(X) € GL,,(C[X]) (matrici polinomiali invertibili). Osserviamo che
P(X)"YXI—- B) = (XI - A)Q(X) e (XTI - B)Q(X)™' = P(X)(XT— A)
e operiamo le divisioni (per matrici moniche in X , quindi funziona l’algoritmo di divisione euclidea...)
P(X)=(X-BP(X)+ P ¢ QX)=@:(X)(X - B)+Q
con Py, Qo € M, (C) (matrici di costanti) da cui possiamo ricavare
P=P(X)— (X—B)A(X) e  Qo=Q(X)— QX)X B)

e anche
Py(X — A) = (X —A)Qo =
= P(X)(X - A) = (X = B)P(X)(X — A4) = (X -A)QX) - (X = A (X)(X - B)
= (X - B)QX)" — (X ~B)P(X)(X —4) *  =P(X)'(X - B)~ (X - HQ:(X)(X - B)
= (X = B)(Q(X)™! = PI(X)(X — A4)) = (P(X)™' = (X - A)Q:1(X))(X - B)
Dopo tutto questo possiamo calcolare:
X -B=
=PX)(X - A)Q(X) =
= ((X = B)P(X) + Bo)(X — A)(Qu(X)(X = B) + Qo) =
= (X = IR O - QX)X = B) + (X = BIRCX = Q0 + B(X ~ QXX = B) + (X - 4)20 -
= (X~ B)PUX)(X — A)Qi(X)(X — B) + (X ~ B)Pi(X)(P(X)™* — (X — A)Q:(X))(X — B)

+ (X = B)(QX) ™" = PX)(X = A)Q1(X)(X = B) + Po(X — A)Qo =

= (X~ B)(PXOPE) ™~ POX — A)Qu(X) + Q(X)Qu(X)) (X — B) + Ry(X — A)Qo
da cui si deduce che la terribile espressione tra parentesi ¢ nulla (altrimenti darebbe un termine di
grado almeno 2 in X, rendendo impossibile 'uguaglianza), e siamo ridotti a
X —B=PR(X - A4)Qo
che porta alla conclusione voluta poiché si ha subito Pp@Qo = I (da PpXQo = X) e B = PyAQo, e
dunque A e B sono simili.

6.2.2. CLASSIFICAZIONE PER C[X]-EQUIVALENZA IN M, (C[X]) (FATTORI INVARIANTI). Ogni
matrice A(X) € M, (C[X]) é equivalente su C[X] ad una matrice diagonale della forma

f1(X)
f2(X)
Cp(X)
0
-
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con r = r1kA(X), e dove gli f;(X) sono polinomi monici tali che f;(X) divide f;11(X) per ogni

i =1,...,r—1. Essi si chiamano i fattori invarianti di A(X), e sono determinati unicamente dalla
condizione f;(X) = ddi(l)&) dove d;(X) & il massimo comun divisore di tutti i minori d’ordine i di
A(X).

In particolare, due matrici A(X) e B(X) in M,(C[X]) sono equivalenti se e solo se hanno gli
stessi fattori invarianti.

La dimostrazione si ottiene per induzione su n (ordine della matrice) usando che A(X) & equiva-
lente in C[X] ad una matrice della forma

(fl(OX) Al(()X)>

dove f1(X) & polinomio monico e divide tutte le entrate di A;(X). Per fare cid basta pigliare come
f1(X) il polinomio monico di grado minimo tra tutte le entrate di tutte le matrici equivalenti ad A(X);
considerata poi una di queste matrici che abbia f;(X) in posizione iniziale, con operazioni elementari
si cancellano tutti i termini della prima riga e della prima colonna.

Per I'asserzione di unicita, basta considerare che per tutte le matrici equivalenti tra loro, il MCD
dei minori d’ordine 4 ¢ costante (¢ invariante sulla classe di equivalenza). Perché?

6.2.3. CLASSIFICAZIONE PER C[X]-EQUIVALENZA IN M, (C[X]) (DIVISORI ELEMENTARI). Se
f1(X), fo(X), ..., fr(X) sono i fattori invarianti di A(X), scriviamone la decomposizione in polinomi
irriducibili in C[X]:

Fi(X) = pi (X)) pa(X)92 - pg (X))
f2(X) = p1(X)? pa(X)®22 - ps (X)) 20

fr(X) = pr(X) " pa(X)2 -+ po(X)

dove per ogni fissato i abbiamo ej1; > ej; (per la divisibilita dei fattori invarianti. I polinomi p;(X )¢
sono determinati dai fattori invarianti, e a loro volta li determinano senza ambiguita; si chiamano i
divisori elementari di A(X).

Possiamo quindi concludere che due matrici A(X) e B(X) in M,,(C[X]) sono equivalenti se e solo
se hanno gli stessi divisori elementari.

6.2.4. APPLICAZIONI ALLA SIMILITUDINE IN C. Possiamo allora ritornare alle matrici A, B €
M, (C). Da quanto visto abbiamo che A e B sono simili (su C) se e solo se le loro matrici caratteristiche
X — A e X — B (sono equivalenti su C[X], cio¢) hanno gli stessi fattori invarianti, oppure se e solo se
hanno gli stessi divisori elementari.

Data A € M,(C), la matrice caratteristica ha comunque rango n; se i fattori invarianti sono
f1(X), f2(X), ..., fa(X), allora abbiamo pa(X) = f1(X)f2(X) -+ fn(X) (il polinomio caratteristico
¢ il prodotto dei fattori invarianti), e ma(X) = f,(X) (il polinomio minimo ¢ 'ultimo dei fattori
invarianti).

In particolare, se f(X) & polinomio monico, allora la sua matrice compagna C(f) ha matrice carat-
1

teristica X —C(f) con fattori invarianti 1, ..., 1, f(X), cioe & equivalente alla matrice )
F(X)
Problema: in generale i fattori invarianti della matrice caratteristica sono divisori del polimonimio
minimo della matrice data: che cosa rappresentano per la matrice stessa?

6.2.5. FORMA CANONICA RAZIONALE (FATTORI INVARIANTI). Se A € M,(C) ha matrice
caratteristica X — A con fattori invarianti 1,...,1, f1(X), f2(X),..., fr(X), allora A é simile su C" ad

una matrice con blocchi diagonali C(f;) (matrici compagne dei fattori invarianti).
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Infatti basta osservare le seguenti equivalenze:

1

Q

1
C(f1) X—C(f1) F1(X) -
X_< - >:< e >% - s ~ X-A
C(fr) X—C(fr) 1 .

X —

Fr(X)

fr(X)

da cui la conclusione. La seconda equivalenza si ottiene facilmente controllando i MCD dei minori
d’odini successivi.

6.2.6. FORMA CANONICA RAZIONALE (DIVISORI ELEMENTARI). Se A € M, (C) ha matrice
caratteristica X — A con divisori elementari p;(X)%7, allora A é simile su C' ad una matrice con
blocchi diagonali C(p*’) (matrici compagne dei divisori elementari).

Infatti, in base al risultato precedente, basta dimostrare che se f(X) = p1(X)* - - - ps(X)®=, allora
C(f) ¢ simile alla matrice su C' alla matrice con blocchi diagonali C(p7'),. .., C(pS). Questo si verifica
in base alle equivalenze seguenti:

1
C(ph) X—-C(pih) p1(X)* 1

Q
l

~
= . ~

C(pee) X—C(pg?) 1 £(X)

1 e
ps (X))

(la seconda equivalenza si ottiene facilmente controllando i MCD dei minori d’odini successivi).

E interessante anche trovare il cambiamento di base per la similitudine delle due matrici dette,
e si ottiene cosi: se v & vettore tale che v, puv,... & base in cui ¢ ha matrice C(f), allora posto
fi(X) = f(X)/pi(X)¢ definiamo i vettori v; = f;(¢)v e la base data da

V1, QUL .o, V2, PV, . .., Ug, PUs, . . -
¢ tale che ¢ ottiene la matrice a blocchi diagonali C(p;").

6.2.7. FORMA CANONICA RAZIONALE (DIVISORI ELEMENTARI). Se A € M,(C) ha matrice
caratteristica X — A con divisori elementari p;(X)%7, allora A é simile su C' ad una matrice con
blocchi diagonali 1(p{*”’) (matrici ipercompagne dei fattori invarianti). —Infatti, in base al risultato
precedente, basta dimostrare che matrici compagna e ipercompagna di p(X )¢ sono simili tra loro, e
questo segue subito dalle seguenti equivalenze:

C(p) 1
€1s C(p)

X-I(p°) =X — ~ X - C(p)

%

L. 1
e1s C(p) p(X)°©

(nell’unica non banale, si osservi che cancellando prima riga e prima colonna si ottiene una matrice
con diagonale unitaria...).

Da qualche parte abbiamo visto in effetti il cambiamento di base corrispondente a questa simili-
tudine.

7. Esercizi.

7.1. Esercizi su Autoteoria.
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-3 5 1 1

. . . -1 0 -1 1

7.1.1. Verificare che 0, 1 e —1 sono autovalori della matrice reale A = 0 3 2 -_1
-3 6 1 1

Determinare gli autospazi relativi. La matrice A € simile ad una matrice diagonale?

7.1.2. Sia A una matrice quadrata n x n. Verificare che A ¢ non singolare (cioe invertibile) se e
solo se 0 non ¢ un autovalore di A.

A si dice nilpotente se e solo se esiste k tale che A¥ = 0. Verificare che A & nilpotente se e solo
se il polinomio caratteristico di A & X™ (sugg.: come risulta il polinomio minimo?).

7.1.3. Sia A una matrice quadrata in M, (C) e a un autovalore di A. Allora o*

¢ autovalore di
A¥ (per ogni k € N). E vero il “viceversa” (se a* & autovalore di A* per qualche k...)?

7.1.4. Sia A una matrice quadrata in M, (C) e @ un autovalore di A. Se f(z) & un polinomio in
Clz], allora f(«a) & un autovalore di f(A).
Se A ¢ invertibile, allora o' & un autovalore di A~!. Mostrare che gli autovalori di A~! sono gli

inversi degli autovalori di A, esattamente con la stessa molteplicita.

7.1.5. Sia A una matrice quadrata in M, (C), supponiamo A1,..., A, i suoi autovalori. Discutere
autovalori e autovettori della matrice dei complementi algebrici.

7.1.6. Sia A una matrice quadrata in M, (C). Mostrare che se A ¢ diagonalizzabile (risp.
triangolarizzabile) allora A* & diagonalizzabile (risp. triangolarizzabile) (per ogni k € N). E vero il
“viceversa” (se A* & diagonalizzabile per qualche k...)?

7.1.7. Sia &, il gruppo simmetrico su {1,...,n}. Per ogni o € &,, sia ¢, 'unico automorfismo
di R™ tale che @, (e;) = e,(;) per ogni i = 1,...,n, dove {ey,...,e,} ¢ la base canonica di R™. Si
tratta di morfismi diagonalizzabili su R? E su C? (Sugg.: decomporre o in cicli).

Se invece K & corpo di caratteristica p, ed usiamo n = p, allora un ciclo ¢ induce un morfismo
v, che non e diagonalizzabile.

7.1.8. Sia A una matrice quadrata in M, (C). Determinare la relazione tra il polinomio carat-
teristico p4(X) di A e il polinomio caratteristico po4(X) di @A ove a € C e a # 0.

7.1.9. Sia A una matrice quadrata in M, (C). Mostrare che px(X*) = [, pwa(X) ove il
prodotto ¢ indiciato dalle radici k-esime di 1.

In particolare p42(X?) = pa(X)p_a(X).

7.1.10. Discutere la diagonalizzabilita su R e su C di matrici reali A d’ordine 2. In particolare,
distinguere i seguenti casi:

(a) tr(A)% —4det(A4) > 0,
(b) tr(A)? —4det(A) =0,
(¢) tr(A)? —4det(A) < 0.
(tr (A) indica la traccia di A, ovvero la somma degli elementi diagonali).

tr
tr

7.1.11. Calcolare autovalori, molteplicita e nullita, autospazi per le seguenti matrici:

5 =3 2 7T —-12 6 4 =5 7 0 1 0
6 —4 41, 10 —-19 10|, 1 -4 9], -4 4 0
4 —4 5 12 —24 13 -4 0 5 -2 1 2

Quali sono diagonalizzabili? Quali triangolarizzabili?

7.1.12. Calcolare autovalori, molteplicita e nullita, autospazi per le seguenti matrici:

0 0 01 2 2 0 2 2 0 -3 0
0 010 -2 0 0 -2 05 0 3
01 0 0" o 0 2 o0}’ 3 0 -4 0}°
1 0 0 0 -2 -2 0 -4 2 0 2 1
2 0 -1 0 3 010 1 -2 0 0
2 3 1 1 0 2 00 0 -3 0 O
10 4 0] 10 3 0] -4 -4 1 -4
-1 0 0 2 00 0 4 0 0 0 1

Quali sono diagonalizzabili? Quali triangolarizzabili?
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7.1.13. Studiare per quali valori dei parametri le seguenti matrici sono diagonalizzabili:

10 0 1 0 0 1 0 O 1 a?> -1 a b ¢
a 2 0 , 2 3 01, 01 a |, 0o 1 0|, ab b? be
a 0 1—-a 1 a b a 0 -1 0 2 -1 ac bc c?
12da’—aa
7.1.14. Studiare per quali valori del parametro la matrice ((2) &9 8) & diagonalizzabile.
00 0 3
7.1.15. Calcolare il polinomio caratteristico delle seguenti matrici
0 0 0 a 0---0 ap
0 a (1) 8 A 100 b ay
1 b))’ 0 1 ¢ ’ 01 0 ¢’ I,-1
0 01 d A1

Dedurne che ogni polinomio monico & polinomio caratteristico di qualche matrice.

7.1.16. Una matrice reale d’ordine 2 ha un solo autovalore (di molteplicita 2). Dire quali sono
le possibili nullita, e per ciascun caso dare un esempio di matrice di tale tipo.

7.1.17. Una matrice reale d’ordine 3 ha un solo autovalore (di molteplicita 3). Dire quali sono
le possibili nullita, e per ciascun caso dare un esempio di matrice di tale tipo.

7.1.18. Una matrice reale d’ordine 3 ha due autovalori distinti (uno dei quali di molteplicita 2).
Dire quali sono le possibili nullita, e per ciascun caso dare un esempio di matrice di tale tipo.

7.1.19. Una matrice reale d’ordine 4 ha un solo autovalore (di molteplicita 4). Dire quali sono
le possibili nullita, e per ciascun caso dare un esempio di matrice di tale tipo.

7.1.20. Una matrice reale d’ordine 4 ha due autovalori distinti (uno dei quali di molteplicita 3).
Dire quali sono le possibili nullita, e per ciascun caso dare un esempio di matrice di tale tipo.

7.1.21. Una matrice reale d’ordine 4 ha due autovalori distinti (ciascuno dei quali di molteplicita
2). Dire quali sono le possibili nullita, e per ciascun caso dare un esempio di matrice di tale tipo.

7.1.22. Calcolare polinomio caratteristico e discutere la diagonalizzabilita per le matrici

0 ¢ 0 - 0 100 --- 0
00 ¢ - 0 1 2 0 --- 0
S . 28 1 23 ... 0
00 0 . ¢ Do
c 0 0 --- 0 1 2 3 n

d’ordine n.

7.1.23. Si diano se possibile esempi di matrici reali d’ordine 2 tali che:
(a) siano prive di autovalori reali;

(b) abbiano un solo autovalore reale.

Se ne discuta eventualmente la diagonalizzabilita.

7.1.24. Si diano se possibile esempi di matrici reali d’ordine 3 tali che:
(a) siano prive di autovalori reali;

(b) abbiano un solo autovalore reale;

(c) abbiano due soli autovalori reali.

Se ne discuta eventualmente la diagonalizzabilita.

7.1.25. Si diano se possibile esempi di matrici reali d’ordine 4 tali che:
(a) siano prive di autovalori reali;

(b) abbiano un solo autovalore reale;

(c) abbiano due soli autovalori reali.

(d) abbiano tre soli autovalori reali.

Se ne discuta eventualmente la diagonalizzabilita.

7.1.26. Si consideri la matrice reale A,, d’ordine n avente entrate a; ;j ugualia 1se j =n—i+1,
e nulle altrimenti.
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(a) Determinare polinomi caratteristico e minimo per n = 2,3, e discutere la diagonalizzabilita.

(b) Determinare polinomi caratteristico e minimo per n = 4,5, e discutere la diagonalizzabilita.

(¢) Determinare polinomi caratteristico e minimo per n > 6, e discutere la diagonalizzabilita.

(d) E vero che si tratta di matrici in base canonica di simmetrie ortogonali? Quali simmetrie ortog-

onali ammettono matrici di questo tipo (in qualche base)?

b
c
d

0 b 0
7.1.27. Calcolare i determinanti delle seguenti due matrici: ( 2y ) , (a01 0 be ) .
az

Si considerino ora le matrici di ordine n date da:

0 b 0 0 e 0

ai 0 by O e 0

0 as 0 b3 0
A, = .

0 0 0 . 0 bn-1

0 0 0 - ap—1 0

(termini eventualmente non nulli solamente sopra e sotto la diagonale principale).

(b) Calcolare il valore dei determinanti di A4 e As.

(¢) Sitrovi e si dimostri una espressione generale per il determinante delle matrici A,, per ogni n € N.

(d) Sitrovi e si dimostri una espressione ricorsiva per il polinomio caratteristico p4, (X) delle matrici
A,, per ogni n € N. E vero o falso che il coefficiente di X! in pa, (X) & sempre nullo?

7.1.28. Sia A una matrice reale d’ordine n, e supponiamo che A € R sia autovalore dell’applicazione
va : R" — R" definita da p4(v) = Av. Mostrare che A & anche autovalore dell’applicazione
Ya : C" — C™ definita da ¥4 (v) = Av, e che le dimensioni degli autospazi relativi a A sono uguali,
cioe dimg V,(A) = dimg Vi (A). Qual & la dimensione di Vi;(\) come spazio vettoriale su R?

7.1.29. Sia A una matrice quadrata tale che A? = I. Dimostrare che A ¢ diagonalizzabile e che
i suoi autovalori sono solo 1 oppure —1. Se B ¢ una matrice quadrata della stessa dimensione di A e
se B2 =1, allora A e B sono simili se e solo se hanno la stessa molteplicita dell’autovalore 1.

7.1.30. Sia A una matrice quadrata tale che A2 = A. Dimostrare che A & diagonalizzabile e che
i suoi autovalori sono solo 0 oppure 1. Se B & una matrice quadrata della stessa dimensione di A e se
B? = B, allora A e B sono simili se e solo se hanno lo stesso rango.

7.1.31. Sia A una matrice quadrata tale che 43 = A.

(a) Dimostrare che A & diagonalizzabile e che i suoi autovalori sono solo 0, 1 oppure —1.

(b) Sia B una matrice quadrata della stessa dimensione di A e B3 = B; scrivere e dimostrare un
criterio, basato sul rango e sulle molteplicita degli autovalori, affinché A e B siano simili.

(¢) Dire quante matrici diagonali non equivalenti tra loro esistono per le matrici n x n soddisfacenti
all’ipotesi dell’esercizio.

(d) Per i casi n = 2,3 controllare il risultato precedente elencando tutte le possibili matrici in ques-
tione.

7.1.32. Sia A una matrice quadrata n x n a coefficienti reali tale che A% =1T,,.

(a) Dire se A & necessariamente diagonalizzabile nel corpo C dei numeri complessi;

(b) Dire se A ¢ necessariamente diagonalizzabile nel corpo R dei numeri reali; & vero che ha 1 come
unico autovalore reale?

1 0 O
(¢) Discutere il caso della matrice reale A= [ 0 0 1 | ;& diagonalizzabile su C? Lo & su R?
0 -1 -1

7.1.33. Sia A una matrice quadrata a coefficienti nel campo R dei numeri reali e tale che A% = 2A.
(a) Dire se A & necessariamente diagonalizzabile su R.
b) Elencare tutti i possibili autovalori di A in R.
¢) Dimostrare che se A ¢ a coefficienti nel campo @ dei numeri razionali, essa ¢ diagonalizzabile su
Q se e solo se A ¢ la matrice nulla.

7.1.34. Sia A una matrice quadrata a coefficienti nel campo C dei numeri complessi e tale che
A3 = A
(a) Dire se A & necessariamente diagonalizzabile su C.
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(b) Elencare tutti i possibili autovalori di A in R, il campo dei numeri reali.
(¢) Dimostrare che se A ¢ a coefficienti in R, essa ¢ diagonalizzabile su R se e solo se A ¢ la matrice
nulla.

7.1.35. Sia A una matrice quadrata tale che A3 = A2,

(a) Dire se A & necessariamente diagonalizzabile; se no, dare un esempio di matrice non diagonalizz-
abile soddisfacente all’ipotesi detta.

(b) In ogni caso dimostrare che gli autovalori di A sono solo 0 oppure 1.

(c) E vero o falso che A ¢ diagonalizzabile se e solo se il suo rango coincide con la molteplicita
geometrica dell’autovalore 1? Sia B una matrice quadrata dello stesso ordine di A e B3 = B?;
scrivere e dimostrare un criterio, basato sul rango e sulle molteplicita degli autovalori, affinché A
e B siano simili.

7.1.36. Diagonalizzare simultaneamente, se possibile, le due matrici

2 -1 -1 3 0 1
A=10 3 1 B=|-1 2 -1
0 1 3 1 0 3

e trovare la trasformazione lineare che le diagonalizza.

7.1.37. Se due endomorfismi ¢ e ¥ sono diagonalizzabili e commutano tra loro, allora 1 o ¢ &
diagonalizzabile. E vero in generale che il composto di due morfismi diagonalizzabili & diagonalizzabile?
E per la somma di due endomorfismi?

1 0o 0 O
2 -2 -1 2
1 0o 2 -1
-3 -3 0 2
canonica. Determinare il sottospazio massimo X di R* ove f coincide con I'applicazione identica. Il
sottospazio X ha un complemento f-invariante?

Sia W = ker(f — 1)2. Verificare che W ha un complemento f-invariante Z, e determinare Z. Il
sottospazio Z & unico?

7.1.38. Sia f l'endomorfismo di R* di matrice A = rispetto alla base

2 0 0 0
7.1.39. Sia f I’endomorfismo di R* di matrice A = \{? _(\)/i (2) _8/5 rispetto alla

2+vV2 V2 0 -2
base canonica. Verificare che esistono sottospazi f-invarianti di R* di dimensione 2 e determinarli
tutti.

7.1.40. Se A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine, e B = H 'AH (con H invertibile),
allora si ha che B® = H - 1A"H. Questo puo essere utile per semplificare il calcolo delle potenze di
una matrice: studiare il caso di matrice diagonalizzabile.

7.1.41. La successione di Fibonacci ¢ definita da g = 1, 1 = 1 e poi ricorsivamente da
Tpt1 = Tp + xp—1 (i tratta della crescita di una popolazione di conigli immortali, che ogni anno
cresce di un numero di individui pari al numero di individui della popolazione dell’anno precedente).
Scrivere i primi numeri della successione. Determinare una formula chiusa, cioé non ricorsiva, che dia
z,, in funzione di n.

Suggerimento: il processo di generazione dei numeri si puo rappresentare tramite la trasformazione
lineare (25", ) = (1) (2273) e iterando il procedimento: (4", ) = (1} (1))n_1 (3= 5)” (3) per
cui si tratta di calcolare la potenza n-sima di una matrice, che risulta diagonalizzabile: detti ay =
Qntl_gntl

+ —
o —Q—

—&2‘/5 le radici del polinomio caratteristico, risulta che (ali) sono gli autovettori, e x,, =

(ma /5 deve sparire dalle formule: gli z,, sono interi).
Pit in generale, discutere la diagonalizzabilita su R della matrice della forma (’f 8), e la sua

relazione con formule esplicite per un problema analogo a quello di Fibonacci.
d ¢ b

_ o o
o O R
@

c
7.1.42. Idem per le matrici | 1
0

OO =
o O O

0 0
10
0 1
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7.1.43. Sia d,, il determinante della matrice d’ordine n avente entrate non nulle solo sulla

diagonale principale (tutte uguali a b), immediatamente sopra la diagonale principale (tutte uguali ad
a) e immediatamente sotto (tutte uguali a ¢); queste matrici e i loro determinanti si dicono trigonanti.
Si proceda scoprendo dq, do e la relazione ricorsiva d,, = bd,_1 — acd,_o, ragionando poi come nel
caso di Fibonacci. I numeri di Fibonacci sono un caso particolare di d,,? Sperimentare con a = 1,
b=3,c=2.

7.1.44. Studiare i processi di Markov associati alle seguenti matrici, determinando in particolare

il comportamento al limite (cio¢ il limite per n infinito delle potenze n-sime):

(1o) (i o) (afs 3):

1/2 1/2 0 1/2 1/4 1/4 0 1/4 1/2
o 1/2 12|, [1/3 1/3 13|, [1/2 1/2 1/2
/2 0 1/2 1/4 1/4 1/2 1/2 1/4 0

7.1.45. Sia G = SL(2,R) := {X € M5(R) : det(X) = 1}. Mostrare che:

se [tr (X)| > 2 allora esiste U € G tale che UXU ™! = (3 1%) con t € R~ {-1,0,1} (caso
iperbolico);

se |tr (X)| < 2 allora esiste U € G tale che UXU ™ = (3¢ ~sint) con t € R (caso ellittico);

sint cost
se X # =l e |tr (X)| = 2 allora esiste V € G tale che VXV ™' € {+(§1),£(§ 7')} (caso
parabolico);
per ogni X € G esistono uniche due matrici U € K e V € T tali che X = UV ove

K= {(cgst —sint) . t e R} e T:={(61/u) :u,v €R, u>0}

sint cost

sono sottogruppi di G. Dedurre che allora possiamo supporre U € K in (b), e V € T in (c).
7.1.46. Sia G = SL(2,C) := {X € M>(C) : det(X) = 1}. Mostrare che:
se tr (X) # £2 allora esiste U € G tale che UXU 1 = (6 1%) conteC~\{-1,0,1};
se X # +Iy e tr(X) = 2 (risp. = —2) allora esiste V € G tale che VXV ™! = ({ 1) (risp.
— (1 -1)).
- (O 1 ))7
per ogni X € G esistono uniche due matrici U € K e V € T tali che X = UV ove

K:={(*%):uwveC, [u+*=1} e T::{(Sll/’a):a,bER, a,b> 0}
sono sottogruppi di G.

7.1.47. MATRICI MAGICHE. Da non confondere con i quadrati magici: qui non si chiede nulla

sulle diagonali!

(1)

(2)
(3)

Una matrice M € M, (C) si dice magica se le somme dei termini di ogni riga e di ogni colonna
sono tutte uguali; in tal caso tale somma si indica con s(M) e si chiama costante magica di M.
Verificare che se M & magica, allora s(M) & sempre autovalore di M (autovettori?).

Verificare che M & magica se e solo se il vettore X;e; € C™ avente tutte coordinate 1 & autovettore
di M ed M? con lo stesso autovalore.

Sia Mg,,(C) l'insieme delle matrici magiche in M, (C). Mostrare che Mg,,(C) & sotto-C-algebra
di M, (C), cioe & chiuso per somma, opposto, prodotto, inversione, contiene le matrici nulla e
identica. Inoltre mostrare che M +— s(M) ¢ morfismo di C-algebre Mg, (C) — C.

Quanto vale la dimensione su C' di Mg,,(C)? Quali matrici diagonali sono magiche?

Sia Mg? (C) Iinsieme delle matrici magiche di costante magica nulla, cioe il nucleo di s : Mg, (C') —
C'. Mostrare che le matrici in Mg? (C) hanno determinante nullo. E vero il viceversa? Cioe: ma-
trici magiche di determinate nullo hanno costante magica nulla?

Sia LMg,, (C) = Mg, (C) N GL,,(C) l'insieme delle matrici magiche invertibili. Mostrare che le
matrici in LMg,, (C) hanno costante magica non nulla. E vero il viceversa? Ciod: matrici magiche
con costante magica non nulla sono invertibili?

E vero o falso che la magia ¢ stabile per coniugio? Cioe: se M & magica, & vero che H 'MH &
magica per ogni H invertibile? Eventualmente, per quali H cio succede?
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(9) Nella classe di coniugio di una fissata matrice A € M,,(C), & vero o falso che si trovano sempre
matrici magiche? Eventualmente, sotto quali condizioni € vero?
(10) Dato un endomorfismo ¢ di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita su C, & vero o falso che
esistono basi ¥ di V tali che ay (p) & magica? Eventualmente, sotto quali condizioni & vero?

7.2. Esercizi su Jordan.

7.2.1. Sia f I'endomorfismo di R* che, con riferimento alla base canonica (eg,es,e€3,¢€4), ha
matrice

2 -1 0 0
1 0 0 O
A= 0 0 -1 0
0 0 0 1

(a) Determinare il polinomio caratteristico ed il polinomio minimo di f.

(b) Determinare una matrice di Jordan J per f e trovare una base di R* rispetto cui f & rappresentata
da J.

(c) E vero che esistono vettori u, v, w di R%, tali che (u,v,w, f(v) —v) sia una base di R*? Nel caso
affermativo si espliciti una tale base e si scriva la matrice di f rispetto ad essa. Si tratta di una
matrice di Jordan?

7.2.2. Per ognuna delle seguenti matrici, sia f ’endomorfismo di R* che, con riferimento alla
base canonica (e, e, €3, €4), ha quella matrice:

4 0 6 12 1 00 5
10 0 3 0 4 0 0
A= 00 —2 0 , Az = 3 8 0 15
20 0 6 -2 0 0 —-10

(a) Determinare il polinomio caratteristico ed il polinomio minimo di f.
(b) Determinare una matrice di Jordan J per f.
(¢) Trovare una base di R?* rispetto cui f & rappresentata da J.

2 0 0 O
. , C A s . -4 2 -4 -3 .
7.2.3. Sia ¢ l'endomorfismo di C* di matrice A = 4 0 5 3 rispetto alla base
-3 0 -2 0

canonica di C*.

(a) Determinare il polinomio minimo e la forma di Jordan di .

(b) Trovare una base di C* rispetto cui la matrice di ¢ & in forma di Jordan.

(c) Determinare la forma di Jordan dell’endomorfismo (¢ — a)?, al variare di a in C.

4 0 -1 1
. , .4 . 0 4 -1 .
7.2.4. Sia ¢ 'endomorfismo di R* rappresentato dalla matrice A = 01 6 -2 rispetto
01 2 2

alla base canonica.
(a) Calcolare il polinomio minimo e il polinomio caratteristico di ¢.
(b) Determinare la forma di Jordan di ¢.
(c) Trovare una base di R* rispetto cui la matrice di ¢ assume la forma di Jordan.
(d) Rispondere ai punti a, b e c relativamente all’ endomorfismo 1 = (¢ — 4)? di R*.
0 0 01
. , 4 . -1 2 0 0] . .
7.2.5. Sia ¢ 'endomorfismo di C* di matrice A = 11 0 rispetto alla base canonica
1 01

(617 ey 64).

(a) Si scriva il polinomio minimo di ¢ ed una matrice di Jordan J per ¢.

(b) Trovare una base di C* rispetto cui la matrice di ¢ ¢ J.

(c) Mostrare tutte le matrici B di M4(C) tali che rk(B) = 4, tk(B — 1) = 2, k(B — 1)? = 1,
k(B — 1)3 = 0, sono simili ad A.
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7.2.6. Sia ¢ I’endomorfismo di C* che, con riferimento alla base canonica (ey, es,e3,e4) di C?,

-2 0 -1 0

6 -2 2 -1

o 0 -2 0

-4 0 3 =2

(a) Determinare il polinomio caratteristico ed il polinomio minimo di .

(b) Determinare una matrice di Jordan J per ¢ e trovare una base di C* rispetto cui ¢ & rappresentata
da J.

(c) Esistono una matrice B in M3(C) ed uno scalare o in C tale che B e (A — «)? hanno lo stesso
polinomio minimo?

ha matrice A =

5 -1 0 0

. , . . Lo L 0 3 01

7.2.7. Sia p ’endomorfismo di C* la cui matrice rispetto alla base canonica ¢ A = 8 -4 3 1
2 -1 0 3

(a) Determinare il polinomio minimo di ¢.
(b) Trovare una base di C* rispetto cui ¢ assume la forma di Jordan.
(¢) Trovare tutte le matrici di Jordan che hanno lo stesso polinomio caratteristico di A.
(d) Dire se esistono almeno 5 sottospazi p-invarianti distinti di dimensione 2 di C*.
3 3 0 —4
7.2.8. Sia ¢ I'endomorfismo di C* di matrice A = _01 g g 2 rispetto alla base
0 -1 0 3

canonica.

(a) Determinare il polinomio caratteristico, il polinomio minimo e la forma di Jordan di ¢.
(b) Trovare una base di C* rispetto cui la matrice di ¢ ¢ in forma di Jordan.

(c) Dire se nella C-algebra C[A] generata da A esistono divisori di zero non nilpotenti.

-2 0 8 2

-1 -4 -4 -

0 0 -4 0

0 1 1 —4

7.2.9. Sia ¢ I'endomorfismo di C* di matrice A = rispetto alla base

canonica.
(a) Determinare il polinomio minimo e la forma di Jordan di .

(b) Trovare una base di C* rispetto cui ¢ assume la forma di Jordan.
(¢) Trovare tutte le matrici di Jordan che hanno lo stesso polinomio caratteristico di A.
(d) Trovare, se esiste, una matrice B di M3(C) con lo stesso polinomio minimo di A.
2 0 -2 2
o 4 . 2 -2 2| .
7.2.10. Sia ¢ 'endomorfismo di R* di matrice A = 02 5 -3 rispetto alla base canon-
02 3 -1

_.
~—— 7
Q. n T

222 ¢

Calcolare il polinomio minimo e il polinomio caratteristico di .

Determinare la forma di Jordan di ¢.

Trovare una base di R* rispetto cui la matrice di ¢ assume la forma di Jordan.

La R-algebra R[A] generata da A contiene divisori di zero non nulli? ed elementi nilpotenti non

nulli?
0 1 0 0
. , . . 0 O 1 0 .
7.2.11. Sia ¢ 'endomorfismo di R* rappresentato dalla matrice A = 0 0 0 1 rispetto
6 -5 -5 5

alla base canonica.

(a) Calcolare il polinomio minimo e il polinomio caratteristico di ¢.
(b) Determinare la forma di Jordan di ¢.

c¢) Trovare una base di R?* rispetto cui la matrice di ¢ assume la forma di Jordan.

d) Sia (sp)nen la successione definita mediante so =0, 51 =3, s =3, s3 =9, Spta = 68, — DSpp1 —
5Sn+2 + Dsnts per ogni n in N. Calcolare esplicitamente s,, per ogni n in N.
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7.2.12. Sia ¢ I'endomorfismo di R* di matrice A = rispetto alla base canonica

e e =)
— = O
— O =
O R = =

(61, ceey 64).

(a) Verificare che —1 & un autovalore di ¢, calcolare dimker(p + 1) e verificare che ey + es + e3 + e4
€ un autovettore di .

(b) Determinare il polinomio caratteristico ed il polinomio minimo di ¢ (suggerimento: usare (a)).

(¢) Determinare una matrice di Jordan J per ¢ e trovare una base di R* rispetto cui ¢ & rappresentata
da J.

(d) Esiste una matrice Y tale che Y*AY = J?

7.2.13. Si consideri la sequenza x; € Z definita dalla relazione ricorsiva X,, = X, 1 + X,,_o —
X,—3 (per n > 3) e dai valori iniziali zg, 21,22 € Z.

(a) Determinare la matrice A tale che (ﬁi?;) =A (%;%) e una forma di Jordan per A.
(
(

b) Determinare una formula chiusa per z,, in funzione di n e dei valori iniziali g, z1, 2.
¢) Sotto quali condizioni (sui valori iniziali) la sequenza diventa costante (da un certo punto in poi)?
E crescente?

7.2.14. Studiare la forma di Jordan della derivazione e delle sue potenze come endomorfismi
dello spazio dei polinomi di grado minore o uguale ad n.

7.2.15. Un endomorfismo nilpotente ¢ d’indice 4 di uno spazio vettoriale V soddisfa alle con-
dizioni dim ker ¢ = 5, dimker ¢? = 9, dim ker ¢ = 12, dim ker ¢* = 14. Determinare dim V, il numero
e la dimensione dei blocchi di Jordan di ¢ e scrivere la forma canonica di Jordan per ¢.

7.2.16. La forma canonica di Jordan di un endomorfismo nilpotente ¢ di uno spazio vettoriale V'
comporta 2 blocchi d’ordine 1, 1 blocchi d’ordine 2, 3 blocchi d’ordine 3. Determinare dim V', I'indice
di nilpotenza di ¢, e dim ker ¢/ per ogni j.

7.2.17. FORMA DI JORDAN REALE. Se A € M,(R) ¢ matrice quadrata reale, essa ammette
forma di Jordan (in R) se e solo se ha tutti gli autovalori reali. Invece ammette sempre forma di
Jordan pensata come matrice a coefficienti complessi, e si vede facilmente che i blocchi di Jordan per
un autovalore e il suo coniugato hanno la stessa forma, nel senso che il tipo di nilpotenza € lo stesso.
Si pud allora (ragionando opportunamente sulle basi: come?) ottenere un teorema di Jordan reale di
questo tipo: Ogni matrice quadrata reale ¢ simile in R ad una matrice con blocchi diagonali J e J',
dove J é una matrice di Jordan reale (e tiene conto degli autovalori reali) mentre J' é una matrice
(reale) d’ordine pari che si ottiene da una matrice di Jordan d’ordine meta sostituendo i termini
diagonali con opportune matrici d’ordine 2 (quali? tengono conto degli autovalori complessi) e gli
eventuali 1 sovradiagonali con matrici Iy (identiche d’ordine 2).
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Capitolo VI

Geometria Affine

La nozione di Spazio Affine vuole modellare la nostra esperienza di “spazio geometrico” (senza
ancora le nozioni metriche di distanze ed angoli); in uno spazio geometrico vi sono dei punti, e ci
si puo spostare da un punto ad un altro tramite “vettori-spostamento”. D’altra parte in uno spazio
geometrico non vi sono riferimenti privilegiati (non esiste una origine, un punto migliore di altri), né
ha senso a priori fare operazioni tra punti.

Percio definiremo uno Spazio Affine come un insieme su cui uno Spazio Vettoriale agisce spostando
da un punto ad un altro (e la struttura di spazio vettoriale conviene, poiché siamo interessati a parlare
di “spostamento nullo”, “somma di spostamenti”, “spostamento contrario”, ecc.). Un Fisico direbbe
che uno spazio vettoriale da le “velocita” e uno spazio affine da le “posizioni” per delle particelle.

Per gli Spazi Affini studieremo il calcolo baricentrico, una sorta di “operazione tra punti”, e la
nozione di trasformazioni affini, cio¢ di trasformazioni tra Spazi Affini (“deformazioni lineari dello
spazio”).

1. Spazi affini.

1.1. DEFINIZIONE (SPAZIO AFFINE). Uno spazio affine di dimensione n su un corpo C' con
spazio delle traslazioni V (spazio vettoriale di dimensione n su C) é un insieme A (i cui elementi
vengono detti punti) dotato di una azione di V:

AxV—A: (Pv)— P+v

soggetti ai seguenti assiomi:
(A1) nullitarieta: P+ 0 = P (per ogni P € A);
(A2) associativita: (P +v)+w = P+ (v+ w) (per ogni P € A e per ogni v,w € V);
(A3) differenza di punti: per ogni coppia di punti P,Q € A esiste un unico vettore v € V tale che
P+ v = Q. (l'unico vettore v si scrive v = Q—P, sicché possiamo parlare di “differenza tra
punti”).

1.1.1.  Si osservi che (A3) chiede esistenza ed unicita del vettore v; in particolare da (A3) e
(A1) segue che P+ v = P (per qualche P) implica v = 0. Dunque per ogni P vale che: P+ v = P se
e solo se v = 0.

1.1.2. Di solito si riassume la definizione dicendo che A € un insieme dotato di una azione fedele
e transitiva di uno spazio vettoriale V', ove:
azione significa la funzione + : A x V — A nullitaria ed associativa;
fedele significa: P+ v = P (se e) solo se v = 0;
transitiva significa: per ogni coppia di punti P, € A esiste un vettore v € V tale che P+ v =Q (la
fedelta fa si che v sia unico).

1.1.3. In modo equivalente si puo definire uno spazio affine di dimensione n su un corpo C' con
spazio delle traslazioni V' come un insieme dotato di una mappa “differenza di punti”
AxA—V: (PQ)— Q-P
ove V & uno spazio vettoriale di dimensione n su C, soddisfacente alle seguenti proprieta:
(A’1) P—P =0 (per ogni P € A);
(A'2) (Q—P) + (P—R) = Q—R (per ogni P,Q, R € A);
(A’3) per ogni punto P € A e per ogni vettore v € V esiste un unico punto @ € A tale che v = Q—P.

1.1.4. Si noti che fissato arbitrariamente un punto P di A, I'applicazione insiemistica V — A
che manda v in P + v & una biiezione, la cui inversa A — V' & I’applicazione che manda @ in Q—P.
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1.1.5. Ogni spazio vettoriale V' & uno spazio affine su sé stesso (cioe con spazio delle traslazioni
V') sotto 'operazione di somma. In particolare, quando lo spazio vettoriale standard V,,(C) viene
visto come spazio affine su sé stesso, si indica con il simbolo A™(C') (o anche A%).

& 1.2. ESEMPIO IMPORTANTE: STRUTTURA DELL'INSIEME DEI COMPLEMENTARI DI UN SOT-
TOSPAZIO VETTORIALE. Inseriamo qui un esempio che giustifica la generalitd della definizione data
di spazio affine. Dato uno spazio vettoriale V' di dimensione n e un suo sottospazio vettoriale di
dimensione m < n, consideriamo l'insieme A formato da tutti i sottospazi complementari di W, cioe
A={UKV:UNW=0eU+ W=V}. Che struttura ha I'insieme A?

Questo insieme ¢ uno spazio affine di dimensione m(n — m), e possiamo descrivere in due modi
lo spazio delle traslazioni di A. La prima descrizione ¢ la seguente: lo spazio delle traslazioni ¢ lo
spazio vettoriale Home (V/W, W), e l'azione sugli elementi di A si ottiene cosi: dato U € A abbiamo
un isomorfismo canonico U 2 V/W, e quindi per ogni ¢ : V/W — W abbiamo un’applicazione lineare
¥ : U — W; poniamo allora U + ¢ = {u+1(u) : u€U}, che si verifica facilmente essere un sottospazio
di V complementare di W, e dunque un elemento di A.

La seconda descrizione permette di identificare uno strano sottospazio di Aut(V'). Consideriamo
T = {¢ € Aut(V) : pyw=idw e p/W=idy w } cioe I'insieme degli automorfismi di V' che si restringono
alla identita su W e che inducono il morfismo identico su V/W. La struttura di spazio vettoriale di T &
data usando la composizione di applicazioni (si noti che essa risulta commutativa) e la moltiplicazione
per gli scalari definita da a-p = idy + a(p—idy). Puod essere piu facile vedere la struttura di T
osservando che con una opportuna scelta dalla base di V, gli elementi di T sono rappresentati da

matrici a blocchi del tipo (m%ﬁ,m Hnljm ) ove F' € My, r—m(C) (quest’ultima rappresenta un elemento

¥ € Home(V/W,W)) e osservando come si comporta il prodotto tra matrici di questo tipo. Ora
lazione di ¢ € Tsu U € A ¢ datada U + ¢ = p(U).

1.3. DEFINIZIONE (POSIZIONE GENERALE DI PUNTI).  Siano Py, P, ..., P,, punti di uno spazio
affine A con spazio delle traslazioni V di dimensione n. Essi si dicono “in posizione generale” o “in-
dipendenti” se i vettori Py—PFy, ..., P,—Py di V sono linearmente indipendenti (dunque in particolare
m<n).

1.4. DEFINIZIONE (RIFERIMENTI AFFINI E COORDINATE).  Sia A uno spazio affine su C' con
spazio delle traslazioni V' di dimensione n. Un sistema di riferimento di A é equivalentemente:

(R) un insieme di n+ 1 punti Py, Py, ..., P, di A in posizione generale;
(R') un punto O di A e una base vy,...,v, di V.
Scelto un sistema di riferimento, ad ogni punto P di A restano associate le sue coordinate (z1,...,2n)"

(in quel sistema di riferimento) definite equivalentemente da
(R) P=PF + Zl $i(Pi—P0),'
(R/) P=0+ Zz T;v;.
Il passaggio da (R) a (R') si ottiene definendo O = Py e v; = P,—Py per i = 1,...,n. Il viceversa
si ottiene definendo Py = O e P, = Py+v; peri=1,...,n.

1.4.1. Utilizzando le coordinate in un fissato riferimento affine, possiamo allora dire che i punti

Py, Py, ..., P, sono in posizione generale se e solo se la matrice (Pr—Py -+ Pp—Fy) € My (C)
ha rango m, o anche se e solo se la matrice
1 1 - 1
(Po P Pm) & M1 (C)

ha rango m + 1.
1.5. DEFINIZIONE (SOTTOSPAZI AFFINI).  Un sottinsieme del tipo
P+W={P+w:weW}

con P € A e W un sottospazio vettoriale di V' di dimensione m si dice una varieta lineare affine (o
sottospazio affine) di dimensione m di A; W si chiama lo spazio direttore.

1.5.1. Sinotiche P+ W =Q + W seesolose Q—P € W.
1.5.2. I punti di A sono sottospazi affini con spazio direttore nullo.
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1.5.3. Le rette (risp. i piani) di A sono i sottospazi affini con spazio direttore di dimensione 1
(risp. 2).
1.5.4. EQUAZIONI PARAMETRICHE E CARTESIANE. Una varieta affine si descrive tramite

equazioni parametriche: se wy, ..., w,, sono una base di W, allora ogni punto X di P + W si scrive
come X = P+ >, a;w; ove gli a; € C sono i parametri.
Fissato un riferimento affine, se P ha coordinate (x1,...,x,)", si puo esplicitare:

Xi=21+ E oGw;
1

Xy =zp + E iaiwi,n

Il sottospazio affine P + W si puo descrivere anche tramite un sistema di n—m equazioni lineari
(rappresentazione cartesiana) che si ottengono dalla condizione

tk(X—2 wy -+ wy)<m

(esiste una sottomatrice quadrata invertibile di ordine m: e allora basta annullare i determinanti di
ordine m+1 contenenti quella sottomatrice). Equivalentemente si pud chiedere che

1 1.0 --- 0
< .
rk(X v ow - wm) <m+1
Viceversa un sistema lineare di m equazioni nelle incognite X = (X7, ..., X, ) (che abbia soluzioni)

determina un sottospazio affine di dimensione n — r ove r & il rango comune delle matrici completa
e incompleta. Il sistema di equazioni si dice minimale se & composto esattamente da r equazioni.
Risolvere il sistema equivale a trovare una rappresentazione parametrica per la varieta lineare.

1.5.5. Una collezione di m=+1 punti Py, Py,..., P, di A in posizione generale determina una
varieta affine di dimensione m: la piu piccola varieta affine contenente quei punti. Ha equazioni
parametriche X = Py + >, a;(P;—Fp) ed equazioni cartesiane date dalla condizione:

fk(X—PO Pl—PO Pm—Po)gm

111 e 1
rk(X Py P - Pm)ngrl'

Si ricordi il principio dei minori orlati al fine di ricavare un sistema minimo di equazioni lineari, a
partire dalle condizioni di rango.

ovvero che

1.5.6. Una collezione di m+1 punti Py, P, ..., P, di A & in posizione generale se e solo se ogni
punto non appartiene al sottospazio affine generato dagli altri. Per esempio due punti distinti sono in
posizione generale; tre punti non allineati sono in posizione generale; quattro punti non complanari
sono in posizione generale.

1.6. DEFINIZIONE (POSIZIONI RECIPROCHE DI SOTTOSPAZI AFFINI). Siano L = P+ W e
L' = P' + W’'; i due sottospazi si dicono
(1) incidenti se LN L' # @ (e l'intersezione é un sottospazio affine); disgiunti in caso contrario;
(2) paralleli se W C W' o W/ C W; in tal caso possono appartenersi (L C L' risp. L' C L) oppure
essere disgiunti;
(3) sghembi se sono disgiunti e W NW' = 0.

1.6.1. Secondo la definizione, due punti sono sempre paralleli, ma non si dice.

1.6.2. Secondo la definizione, un punto ¢ parallelo a qualunque sottospazio affine, ma non si
dice nemmeno questo.

1.6.3. Due rette sono parallele se e solo se i vettori generatori degli spazi direttori sono
proporzionali. Questo si dice.

1.6.4. Una retta P + (v) & parallela ad un piano @ + (wy,ws) se e solo se v € (wy, wsy). Essa &
contenuta nel piano se inoltre P—Q € (wy, ws).

1.6.5. Esistono coppie di sottospazi affini che non sono né incidenti, né parallele, né sghembe:
per esempio in A‘é sia L definito da X1 = X9 = 0 e M definito da X; — 1 = X3 = 0. In A3C la
situazione & piu semplice: due sottospazi affini sono o incidenti o paralleli o sghembi.
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1.6.6. QUESTIONI ANTICHE. E quasi ovvio osservare che per ogni sottospazio affine L = P+ W
di A, e per ogni punto @) ¢ L esiste un unico sottospazio affine passante per ), parallelo e delle stessa
dimensione con L (si tratta di @ + W). Quindi nei nostri Spazi Affini vale sempre il celebre “quinto
postulato” di Euclide: per ogni punto esterno ad una retta data passa una ed una unica retta parallela
alla data”.

Facciamo solo notare che noi, nel prossimo capitolo e seguendo la terminologia moderna, useremo
il termine “geometria euclidea” non per indicare la validita del postulato, ma per indicare Spazi Affini
reali in cui si introduca una nozione di metrica (distanza tra punti, angoli, ortogonalita, tutte nozioni
indotte arricchendo la struttura dello spazio vettoriale delle traslazioni).

1.7. DEFINIZIONE (INF E SUP DI SOTTOSPAZI AFFINI). Siano L =P+ W e L' =P + W’
sottospazi affini di A; poniamo

(1) inf (o meet, o intersezione) di L e L': L AL’ := LN L' (massima sottovarieta contenuta sia in L

che in L),

(2) sup (o join, o congiungente) di L e L': L'V L' := la minima sottovarieta contenente L e L'.
Quest’ultima si scrive come P+(P'—P,W, W'} (ovvero P'+(P—P',W+W")) in generale (in particolare
se le varieta sono disgiunte); per varieta con intersezione non vuota, possiamo supporre P = P’ e allora
il sup ¢ dato da P' + (W+W").

1.8. TEOREMA (GRASSMANN AFFINE). Risulta che:
dim¢g (L V Ll) + dlmc(L N L/) < dimg L + dime L'

e vale I'uguaglianza se L e L' sono incidenti (oppure sghembe se poniamo dim¢e @ := —1); se le varieta
sono disgiunte (in particolare se sono parallele) é

dime (L V L) + dime (W N W) = dime L + dime L' + 1.

DIMOSTRAZIONE. Evidente dalla descrizione precedente e dalla formula di Grassmann per spazi
vettoriali. O

1.8.1. Si osservi che la seconda formula ¢ particolarmente sgradevole, poiché abbiamo dovuto
ricorrere ad un termine, la dimensione dello spazio vettoriale W N W' che non ha apparentemente
corrispondente nello spazio affine. Si tratta di un termine che tiene conto delle “direzioni in comune”
tra L ed L', ma non corrisponde ad alcun punto dello spazio affine. Studiando la Geometria Proiettiva,
questi termini saranno interpretati come “punti all’infinito” in comune alle varieta date, e la formula
assumera un aspetto molto pitt naturale.

1.8.2.  Comunque, sotto 'ipotesi che due sottospazi affini non siano paralleli, le formule di
Grassmann possono essere usate per dedurre che se le loro dimensioni sono abbastanza grandi, allora
devono essere incidenti. Scrivere un enunciato preciso di questo tipo.

1.9. SOTTOSPAZI COMPLEMENTARI. Due sottospazi affini L ed L’ si dicono complementari se
sono sghembi (LA L' = & e l'intersezione degli spazi direttori ¢ nulla) e generano tutto lo spazio affine
(LV L' = A). In tal caso dimg L + dimg L’ = n — 1 se n & la dimensione di A (si noti che gli spazi
direttori non generano tutto lo spazio vettoriale delle traslazioni).

1.9.1. Per esempio una retta ed un punto non appartenente ad essa sono complementari in un
piano affine.

1.9.2. In uno spazio affine tridimensionale due rette sono complementari se e solo se sono
sghembe. Un piano e complementare ad un punto se e solo se il punto non appartiene al piano.

1.9.3. In uno spazio affine quadridimensionale una retta ¢ complementare ad un piano se e solo
se retta e piano sono sghembi tra loro.

1.10. COLLEZIONI DI IPERPIANI AFFINI (SOTTOSPAZI AFFINI DI CODIMENSIONE UNO). Dati r
iperpiani 7y, ..., T, in uno spazio affine A di dimensione n tali che 71 N---Nm, abbia dimensione n —1r
(equivalentemente: scelto qualsiasi riferimento, il sistema delle equazioni L; ( )1() =0,...,L, ( )1() =
0 degli iperpiani risulta compatibile di rango r; si noti che Li,...,L, € M ,4+1(C)), allora: un
iperpiano di A contiene 71 N --- N 7, se e solo se la sua equazione ¢ una combinazione lineare a
coefficienti non tutti nulli delle equazioni di 71, ..., 7, (nel riferimento dato dev’essere quindi del tipo

(1 Ly + ...+ arLr)()l() =0ove ay,...,q, € C non tutti nulli).
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Si tratta di una applicazione immediata del teorema di Rouché-Capelli: aggiungendo ’equazione
del nuovo iperpiano il sistema ha esattamente le stesse soluzioni...

L’insieme di tutti gli iperpiani contenenti l'intersezione di 71, ..., 7, si chiama collezione di iper-
piani di centro w1 N --- N 7,..

1.10.1. Nel piano affine si dice fascio di rette di centro un punto P 'insieme formato da tutte le
rette contenenti quel punto; se P ha coordinate (z), ovvero equazioni X —x =0 =Y — y, allora le
rette del fascio hanno equazioni (X — z) + (Y — y) = 0 con «, 5 non entrambi nulli.

Date due rette distinte nel piano affine, se la loro intersezione ¢ un punto siamo esattamente nel
caso descritto e le rette del fascio hanno equazioni date dalle combinazioni non nulle delle equazioni
date; se invece le due rette sono parallele, le rette che si descrivono tramite combinazioni non nulle sono
tutte e sole le rette parallele alle due date (segue ancora da Rouché-Capelli) e la loro collezione si dice
un fascio di rette improprio; si dice ancora che queste rette hanno in comune “un punto all’infinito”.

1.10.2. Nello spazio affine di dimensione 3 si dice fascio di piani di asse una retta r l'insieme
formato da tutti i piani contenenti quella retta; se r ha equazioni L = 0 = M, allora i piani del fascio
hanno equazioni aL + M = 0 con «, 8 non entrambi nulli.

Dati due piani distinti nello spazio affine, se la loro intersezione & una retta siamo esattamente
nel caso descritto e i piani del fascio hanno equazioni date dalle combinazioni non nulle delle equazioni
date; se invece i due piani sono paralleli, i piani che si descrivono tramite combinazioni non nulle sono
tutti e soli i piani paralleli ai due dati e I'insieme si dice un fascio di piani improprio; si dice ancora
che questi piani hanno in comune “una retta all’infinito”.

1.10.3. Nello spazio affine di dimensione 3 si dice stella di piani di centro un punto P l'insieme
formato da tutti i piani contenenti quel punto; se P ha coordinate (é), ovvero equazioni X —xr =
Y —y=27—2=0, allora le rette del fascio hanno equazioni a(X —z)+ (Y —y) +v(Z — z) = 0 con
a, 3, non tutti nulli.

Dati tre piani distinti nello spazio affine, se la loro intersezione & un punto siamo esattamente nel
caso descritto e i piani della stella hanno equazioni date dalle combinazioni non nulle delle equazioni
date; se invece i tre piani hanno intersezione vuota (ma non sono in un fascio improprio, ovvero non
sono tutti a due a due paralleli), i piani che si descrivono tramite combinazioni non nulle sono tutti e
soli i piani paralleli alla direzione comune ai tre dati e 'insieme si dice una stella di piani impropria;
si dice ancora che questi piani hanno in comune “un punto all’infinito”.

1.10.4. In uno spazio affine di dimensione 4 si possono definire fasci, stelle, reti di iperpiani, che
sono collezioni di iperpiani di centri rispettivamente un piano, una retta, un punto e sono descritti
usando rispettivamente due, tre e quattro parametri non tutti nulli.

Dati due, tre, quattro iperpiani, essi definiscono rispettivamente un fascio, una stella, una rete
di iperpiani se la loro intersezione e rispettivamente un piano, una retta, un punto. Se invece le
intersezioni hanno dimensioni minori, si parla di fasci, stelle, reti impropri di iperpiani.

# 1.11.COLLEZIONI DI SOTTOSPAZI AFFINI. Allo stesso modo si potrebbe pensare di descrivere
I'insieme dei sottospazi affini di dimensione r che contengono un fissato sottospazio affine di dimensione
s < r descritto da n — s equazioni cartesiane (detto centro, intersezione di n — s iperpiani), oppure pitt
generalmente descrivere 'insieme dei sottospazi di dimensione s le cui equazioni si possono scrivere
usando combinazioni lineari di n — s equazioni di iperpiani distinti.

Cid porta a descrivere 'insieme quoziente delle matrici di rango n — r in M,,_,,,_s(C) sotto
Pequivalenza per righe, cio¢ I'azione di moltiplicazione a sinistra per matrici in GL,,_.(C).

Il caso precedente (iperpiani) si ritrova usando righe non nulle modulo la relazione di proporzion-
alita.

1.12. PROBLEMA. Siano r ed s due rette sghembe in uno spazio affine; si mostri che per ogni
punto P appartenente a r V s ma non a r U s (attenzione!) esiste una unica retta t passante per P e
complanare sia con r che con s (ovviamente, in due piani distinti...). Quando tale retta é incidente o
parallela con le due date? Per affrontare il problema, conviene ragionare identificando le condizioni a
cui deve soddisfare t: dovendo passare per P e dovendo essere complanare con r, deve stare sul piano
PVr (un piano?); per lo stesso motivo deve stare su PV s; ma allora deve essere 'intersezione di questi
due piani, se l'intersezione € una retta... Si noti che il ragionamento fatto da anche un procedimento
facile per calcolare delle equazioni per la retta cercata: basta trovare le equazioni dei due piani, e per
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questi basta imporre al generico piano del fascio di asse r (risp. s) la condizione di passare per P.
Analogamente si puo costruire una unica complanare comune che abbia una fissata direzione.
Generalizzare il problema per sottospazi di dimensioni superiori (retta e piano sghembi in dimen-

sione 4, due piani sghembi in dimensione 5...).

1.12.1. E un simpatico e classico esercizio il seguente: Date tre rette a due a due sghembe in uno
spazio di dimensione tre, descrivere I'insieme formato dai punti dello spazio che appartengono a com-
planari comuni alle tre rette, cioé I'unione di tutte le complanari comuni alle tre rette date. Che di tali
complanari ve ne siano & chiaro: per ogni punto di una delle rette passa una complanare comune alle
altre due, quindi... D’altra parte descrivendo con un parametro A\ una retta, e usando la costruzione
61 + )\gg = 0
b3+ M4 =0
£; sono espressioni lineari delle coordinate dello spazio. Dunque i punti cercati (sono quelli che ap-
partengono a una di queste rette per qualche A € C, cioe quelli per cui esiste un A € C' che soddisfa

precedente troviamo che la complanare comune (dipendente da A) si scrive come { dove

al sistema) sono caratterizzati dalla equazione di secondo grado det (2 ﬁj) =0.

Si osservi che un ragionamento del tipo: per ogni punto X imponiamo che i tre piani formati da
X con le tre rette date siano coassiali (cio¢ appartengano ad un fascio di asse una retta), porterebbe
apparentemente ad una condizione di terzo grado...

1.13. INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DI ROUCHE-CAPELLI (COSTELLAZIONI DI SOTTOSPAZI
AFFINI). Il teorema di Rouché-Capelli ci permette di discutere completamente tutte le possibili re-
lazioni reciproche di sottospazi affini. Si osservi pero che diverse disposizioni geometriche possono
comparire aventi gli stessi ranghi completi e incompleti del sistema che descrive i sottospazi coinvolti.
Discutiamo solo una paio di casi, invitando il lettore a svilupparne altri.

1.13.1. La costellazione di tre piani in A% & descritta da un sistema lineare di matrice incompleta
A € M3(C') e completa (A b) € Ms 4(C); distinguiamo i casi delle coppie (rgA,rg(A b)):

(3,3) sono tre piani che si incontrano in un punto: piani generici di una stella;

(2,3) i tre piani hanno intersezione vuota, ma ¢ necessario distinguere due casi:

e il rango di A & 2 perché una riga € multipla di un’altra: allora si hanno due piani paralleli e
distinti, e un terzo che li interseca in due rette parallele;

e il rango di A ¢ 2 ma nessuna riga ¢ multipla di un’altra: allora si tratta di tre piani aventi una
direzione comune delle giaciture, e a due a due si intersecano in (tre) rette tra loro parallele;

2) si tratta di tre piani di un fascio di centro una retta (I'intersezione comune);

2) si tratta di tre piani paralleli di cui almeno due distinti;

1) si tratta di tre piani coincidenti.

1.13.2. La costellazione di due piani in A3?

1.13.3. La costellazione di un piano e una retta in A3?

1.13.4. La costellazione di tre rette in A3?

1.13.5. La costellazione di due piani in A* & descritta da un sistema lineare di matrice incompleta
A € My(C) e completa (A b) € My 5(C); distinguiamo i casi delle coppie (rgA,rg(A b)):

(4,4) sono due piani che si intersecano in un punto: il sottospazio congiungente & tutto A*;

(3,4) sono due piani con intersezione vuota, ma le cui giaciture hanno una direzione comune: il sot-
tospazio congiungente & tutto A*; esistono due iperpiani paralleli contenenti ciascuno uno dei due
piani;

(3,3) sono due piani che si intersecano in una retta: il sottospazio congiungente ¢ un iperpiano;

(2,3) sono due piani paralleli e distinti contenuti in uno stesso iperpiano;

) sono due piani coincidenti.

1.13.6. La costellazione di tre iperpiani in A*?

1.13.7. La costellazione di tre piani in A*?

2. Calcolo baricentrico.

2.1. DEFINIZIONE-TEOREMA (SOMME PESATE O BARICENTRICHE DI PUNTI). Dati m punti
Py, ..., P,eA em coefficienti ay,...,0,€C tali che ), a;=1, il punto definito dalla formula P :=
Q+ >, oi(P;—Q) risulta indipendente dal punto “di base” () arbitrariamente scelto, e si puo dunque
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scrivere come P := ). o;P; (“somma pesata di punti” o “somma baricentrica di punti”: la somma
dei punti é definita solo se i coefficienti hanno somma 1). Il punto P si dice il baricentro del sistema
dei punti Py, ..., P, €A con i pesi rispettivi aq, ..., an€C.

DIMOSTRAZIONE. Se Q' & qualsiasi altro punto, e P’ := Q'+, a;(P;—Q"), allora la differenza
P—P ¢ (Q-Q') + >, ai(Q'—Q) = 0 (nota bene: vale che (P +v) — (Q +w) = (P - Q) +v —w,
uguaglianza tra vettori: perché?). O

2.1.1. Le combinazioni pesate di m punti descrivono il sottospazio affine generato da quei
punti; si tratta di un sottospazio di dimensione m — 1 se i punti sono in posizione generale. Cio si vede
facilmente osservando che ), o; P; = Po+ ), o (P;—Fp) descrive esattamente PyV P V---V P, = Py+
(P;—Py). In particolare: le combinazioni pesate di due punti distinti descrivono la retta congiungente
i due punti; le combinazioni pesate di tre punti non allineati descrivono il piano congiungente i tre
punti (esplicitare bene).

2.1.2. PROPRIETA DISTRIBUTIVA DEI BARICENTRI. Data una famiglia di punti P, ; con i =
0,...,mej=0,...,r, una famiglia di pesi o j coni=0,...,me j=0,...,7 tali che Zjam =1
per ogni 7, ed una ulteriore famiglia di pesi 3y con k =0,...,m tali che ), B = 1 allora risulta

Y 8> i iPig) =D (Bici )P

i J i,
(nel senso che entrambe le espressioni hanno senso, in particolare >, j Bio;; = 1, e i due punti
coincidono).

2.2. PROPOSIZIONE (CARATTERIZZAZIONE BARICENTRICA DEI SOTTOSPAZI AFFINI). Un
sottinsieme L di A é un sottospazio affine se e solo se é stabile per somme pesate di punti, ovvero sse
quando contiene due punti contiene la retta generata (combinazioni pesate di due punti).

DIMOSTRAZIONE. Facile esercizio. O

2.3. DEFINIZIONE (COORDINATE BARICENTRICHE).  Dato un riferimento affine Py, Py, ..., P,
nello spazio affine A, ogni altro punto P si scrive unicamente come combinazione baricentrica P =

o
> ;a;Picona; € Ce), a; =1. La(n+1)-upla ordinata (:

Oy

) si dice delle coordinate baricentriche

@y

di P nel riferimento dato. E una facile osservazione che allora Ia n-upla ( . ) ¢ quella delle coordinate

Qi
cartesiane affini di P in quel riferimento, e che ag =1 — 3. ;.

2.4. DEFINIZIONE (COMBINAZIONI CONVESSE REALI DI PUNTI: m-EDRI). Nel caso C' = R,
possiamo descrivere il segmento tra P; e P» come le combinazioni pesate dei due punti con i combinatori
oy, a2€[0,1]; il triangolo di vertici Py, Py e P3 tramite le combinazioni pesate con a1, as, az€|0,1]; in
generale I'inviluppo convesso di m punti si rappresenta tramite le combinazioni ), a; Py con ), oy = 1
e 0 < «o; < 1 per ogni i. L’inviluppo convesso di m punti in posizione generale si dice un m-edro
(segmento per m = 2, triangolo per m = 3, tetraedro per m = 4).

S
Q
S+
P Q
+_
_+_
aP+BQ (a+p=1) aP+BQ+YR (at+p+vy=1) aP+BQ+YR+4S (a+pB+y+0=1)

2.4.1. OSSERVAZIONE. Si noti che la scelta di un n-edro (n+ 1 punti in posizione generale in uno
spazio affine reale di dimensione n) permette di dividere lo spazio affine stesso in 2" — 1 zone definite
dalla sequenza dei segni (positivi o negativi) delle coordinate baricentriche (le zone sono in numero di
3,7,15,31,63... in dimensione rispettivamente 1,2,3,4,5,...).
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2.5. DEFINIZIONE-TEOREMA (BARICENTRI). Il punto medio del segmento tra P; e Py ¢ il
punto %P1+%P2.

Il baricentro del triangolo di vertici Py, P, e P3 (punti non allineati) é il punto B = %P1+%P2+%P3
e appartiene alle rette congiungenti ogni vertice P; col punto medio M; del lato opposto; risulta che
B= %Pﬁ—%Mi (per ogni 7).

Il baricentro del tetraedro di vertici Py, Py, P3 e Py (punti non complanari) é il punto B =
iP1+iP2+%P3+%P4 e appartiene alle rette congiungenti ogni vertice P; col baricentro B; del triangolo
opposto, e risulta che B = %Pi+%Bi (per ogni i).

Dati m punti Py, ..., P, in posizione generale, il baricentro dell’'m-edro costituito da quei punti
é il punto B = %Pﬁ— -.-4+L P, eappartiene alle rette congiungenti ogni vertice P; col baricentro B;

dell’(m—1)-edro opposto (quello generato dagli altri vertici), e risulta B = = P;+™=LB; (per ogni i).

m
DIMOSTRAZIONE. Facile esercizio. O
S
P P
o IP+3iR
" +3Q+3R
3P+30Q ’ 1P+1Q
P 1Q+iR o o

2.5.1. OSSERVAZIONE. Si osservi che la nozione di punto medio e in generale di baricentro non
ha, a priori, a che fare con le distanze; noi non abbiamo ancora definito cosa siano le distanze tra
punti. La definizione di baricentro dipende solo dalla struttura affine, vale a dire dall’azione dello
spazio vettoriale, e dal fatto che i vettori possono essere moltiplicati per gli scalari %, %, ceey %7 .
(siamo in R, o comunque in corpi di caratteristica 0, in cui ogni intero & invertibile; cosa succede di
queste nozioni in corpi di caratteristica positiva, o in corpi non ordinabili?).

2.5.2. Dato un simplesso formato da n+1 punti in posizione generale, i baricentri delle sue facce
(gli n+1 n-simplessi ottenuti dimenticando uno alla volta ciascuno dei punti) formano un (n + 1)-
simplesso in qualche modo “simile” al precedente, i cui punti si ottengono applicando la matrice
L(Se;)(Se;)t — 11,41 (di ordine n+1, con zero nella diagonale principale, 1/n nelle altre posizioni).

Viceversa, dato un (n+1)-simplesso & sempre possibile determinarne un altro di cui quello dato
¢ il simplesso dei baricentri delle facce: si nota facilmente che esso si ottiene applicando la matrice
(Xe;)(Ze;)t — nl, 41 (di ordine n+1, con 1 — n nella diagonale principale, 1 nelle altre posizioni), che
& quindi 'inversa della matrice precedente...

Si noti la matrice (Xe;)(Xe;)", che & quella di rango 1 avente tutte le entrate uguali ad 1...

2.5.3. PROBLEMA: QUADRANGOLI E PARALLELOGRAMMI. Un quadrangolo piano e il dato di
quattro punti distinti ordinati Py, P», P3, P, su un piano affine, e delle quattro rette che congiungono
punti successivi nell’ordine ciclico.

Un quadrangolo piano Py, Ps, Ps, Py si dice un parallelogramma se P,—P; = P3—Py;. In questo
caso vale anche che Ps—P, = P;— Py, cioe anche Ps, Ps, Py, P; € un parallelogramma.

Supponiamo che la caratteristica di C si diversa da 2: allora Py, P», P3, P4 & un parallelogramma
se e solo se % = % (cioe: se e solo se le diagonali si incontrano nei loro punti medi!).

Come si caratterizzano invece i parallelogrammi in caratteristica 2?7 Risposta divertente: un
quadrangolo ¢ parallelogramma se e solo se ogni vertice ¢ baricentro degli altri tre...

2.5.4. PROBLEMA. Dati quattro punti Py, P», Ps, Py in A™(R), si consideri un quadrilatero
(non necessariamente piano) da essi formato (basta scegliere un ordine tra i quattro punti); allora i
baricentri dei quattro lati formano un parallelogramma, quindi in particolare sono complanari. Quanti
di questi piani si possono ottenere a partire da quattro fissati punti?

2.5.5. PROBLEMA: QUADRILATERI PIANI COMPLETI. Un quadrilatero piano completo 2 del
piano affine A%(C) & la figura costituita da quattro rette r;,i = 1,2,3,4 a due a due non parallele, e
a tre a tre non appartenenti ad uno stesso fascio. Le rette r;,7 = 1,2, 3,4 sono dette i lati di 2; i sei
punti d’intersezione P;; = r;Nr;, ove 1 <7 < j < 4 sono detti i vertici; due vertici si dicono opposti se
non appartengono ad uno stesso lato; le rette che congiungono una coppia di vertici opposti si dicono
diagonali. Si faccia il disegno della figura seguendo la descrizione, e si mostri che i punti medi delle
tre diagonali (cioe dei segmenti delimitati dalle coppie di vertici opposti) sono allineati.
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& 2.6. DEFINIZIONE (RAPPORTO SEMPLICE). Dati tre punti allineati X,A,B € A, se
X = AM+uB con Mpu=1, definiamo
(X AB):= —g .
Se &, a, 8 € C sono le coordinate di X, A, B in un riferimento sulla retta che li contiene, allora
E—«
XAB)=
XAB) =3

(“rapporto tra le distanze”, anche se la terminologia ¢ abusiva, visto che non abbiamo ancora definito
una nozione di distanza: ¢ tuttavia interessante notare che in Geometria Affine abbiamo un termine
che tiene conto del rapporto tra termini che saranno definiti solo in Geometria Euclidea).

Verifichiamo la seconda formula: siano Py e P il riferimento scelto. Allora X = Py + £(P1—Fp),
A= Po + ()é(ljl—P())7 B = Po + ﬁ(Pl—P()), eda X =M+ /lB = P() + ()\Q+Mﬂ)(P1—P0) Qun’ldl
dall’uguaglianza £ = Aa+pS insieme alla condizione A + p = 1, troviamo A = % e = 5—:;, da cui
la formula voluta.

2.6.1. Un modo piu semplice, forse, per pensare al rapporto semplice ¢ il seguente: se X, A, B
sono allineati, allora i vettori X —B e X —A sono dipendenti, e possiamo “definire” il loro “quoziente”
§:§ come lo scalare ¢ € C tale che X—B = ¢(X—A). Questo chiaramente si puo fare solo per vettori
dipendenti (definire un “quoziente” per vettori qualsiasi in R? porta alla struttura di C, per vettori
in R? porta alla struttura dei quaternioni di Hamilton...)

Ebbene: siccome da X = AA+uB segue che X—B = A\(A—B) e X—A = —pu(A—B), abbiamo

che il rapporto semplice e proprio il quoziente di vettori
X-A
X-B

(X AB) =

(com’era prevedibile dalla formula in coordinate).
2.6.2. X ¢ il punto medio tra A e B sse (X A B) = —1.
2.6.3. AZIONE DELLE PERMUTAZIONI. Dati tre punti allineati A,B,C € A, se (A B C) = p,

allora:
(ABC)=o (BAC):L1
o—1 e
(BCA)=T (CBA)=1-p
1 1
CAB)= —— ACB) ==
(CAB)= — (“en=

(si lasciano le verifiche per esercizio).
2.6.4. Dati quattro punti allineati A, B,C, D € A, abbiamo che (A B C) = (A B D)(AD ().

# 2.7. TEOREMA (CEVA E MENELAO).  Sia dato un triangolo di vertici i punti A, B,C (non
allineati); siano A', B', C" tre punti rispettivamente sulle rette BV C, AV C, AV B; allora:

(MENELAO) A’, B',C’ sono allineati se e solo se (A’ B C)(B' C A)(C' AB)=1;

(CEvA) AV A', BV B, CV (' si incontrano in un punto sse (A’ B C)(B' C A)(C' A B)=-1.

DIMOSTRAZIONE. Siano A’ = aB+a/C, B' = fA+5'C, C' =yA++'B (con a+a' =+ =
v+~ =1),dacui (A BC)=-d/a, (B'C A)=-3/5, (C" AB)=—+"/~.
Sappiamo ora che A’, B’, C” sono allineati se e solo se A’ = AB’ + uC’ (con A + p = 1), e questo
equivale a
aB+a'C=AB"+uC’" = XBA+3C)+ u(vA++'B) = A8+ uy)A+ uwy' B+ M\3'C

e dunque al sistema in A e

A+ puy=0
W' =«
{ A3 =
che ha soluzioni se e solo se A = o/’ e u = a/+' soddisfano alla prima equazione, ovvero se e solo se
%g% = —1, che da la condizione cercata.
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D’altro lato sappiamo che AV A’, BV B/, C'V C’ si incontrano in un punto se e solo se esiste un
punto X che si scrive al contempo

X =M+ NA' =X+ XNaB+Xd'C
X =puB+ B =p/BA+uB+ /'3 C
X =vC+VC' =vyA+VyB+vC

(con A+ XN =p+p =v+1v/ =1), dunque se e solo se il sistema in X', ' e v/

pp=vy

Na=v'y

A/a/ — M/BI
ammette soluzione. Questo si vede facilmente essere equivalente alla condizione %g% =1, che dala
condizione cercata. O

2.8. PROBLEMA: TEOREMA DI (SUPER)TALETE. Dati tre iperpiani mg, 1, 7o paralleli a due a
due distinti in uno spazio affine, e due rette r, s trasverse agli iperpiani, siano Py, Py, P> e Qg,Q1, Q2
rispettivamente 1 punti di intersezione delle rette con i tre iperpiani.

2

1
0

|
|
|
|
*
|
|
*
]
\r
|

|

|

Allora abbiamo che (Py P1 P2) = (Qo Q1 Q2) ovvero che Ilzf:f;g = % .

E vero che tre iperpiani distinti sono paralleli se e solo se per tutte le (per quante?) rette trasverse
il rapporto semplice dei punti di intersezione é costante?

Si osservi in particolare che il teorema di Talete & affermazione puramente affine, cioé non richiede
nozioni di distanza o metrica.

E utile affrontare il problema sia in termini di calcolo vettoriale, o di calcolo baricentrico, sia in
termini di coordinate scegliendo un riferimento in cui iperpiani e rette abbiamo equazioni facili... E
possibile, e come, ridursi al caso classico del piano affine (tre rette parallele tagliate da due trasver-
sali...)?

2.9. PROBLEMA: TEOREMA DI DESARGUES AFFINE. Dati due triangoli di vertici A, B,C e
A’,B’,C" in un spazio affine, se i lati omologhi sono paralleli (cioé X VY é parallelo a X' VY’ per
ogni X € {A, B,C}), allora le rette per vertici omologhi AV A’, BV B’, C'V C’ sono in un fascio
(proprio, cioé sono concorrenti in un punto, oppure improprio, cioé sono parallele).

Cosa si puo dire del viceversa? Per esempio: se le rette per vertici omologhi sono in un fascio, e due
coppie di lati omologhi sono paralleli, allora anche la terza coppia lo é...
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Si puo dimostrare usando Talete? In Geometria Proiettiva si vedra il vero teorema di Desargue,
molto piu semplice ed elegante.

2.10. PROBLEMA: TEOREMA DI PAPPO AFFINE. Date due
rette incidenti in un piano affine, e tre punti A, B,C e A’, B’,C’
su ciascuna retta, distinti tra loro e dal punto di intersezione,
abbiamo che: se AV C' & parallela a CV A’ e AV B’ ¢ parallela
a BV A’, allora anche BV C' é parallela a C' vV B’.

Cosa si puo invece dire se le coppie di rette evidenziate si
intersecano?

Anche in questo caso, in Geometria Proiettiva si vedra il
vero teorema di Pappo, molto pitt semplice ed elegante.

AA 2.11. PROBLEMA: ASSIOMATICA BARICENTRICA PER LO SPAZIO AFFINE. Trovare una
assiomatica per lo spazio affine (su un corpo di caratteristica diversa da 2) in cui 'operazione definita
sia il calcolo baricentrico tra coppie di punti. Per esempio, definire lo spazio affine come un insieme
A dotato di una mappa C' x A x A — A che ad ogni (a, P,Q) con a € C e P,Q € A associa aP + o'Q
punto di A (o' =1 — «), soggetta ad alcune condizioni, quali:

(0) 1IP+0Q =P e 0P +1Q = Q (azione di 1 e 0);

(1) aP+d'Q = d’Q + aP (commutativita);

(2) distributivita sui punti (aP +o'Q) + 8’ (7P ++v'Q) = (a8 + f'v)P + (/B + 5'7")Q;

(3) distributivita sui pesi f(aP + o'Q) + 8’ (aR + o/ S) = a(BP + 'R) + o/ (BQ + 5'S);

(4) omogeneita: per ogni A, B,C € A e per ogni a, 3 € C esiste unico X € A tale che €A+ o'B =

BC 4+ 3’ X (automaticamente per tale X risulta X = %(aA +d'B) — gC);
da cui poi ricavare la struttura di spazio vettoriale V' delle traslazioni (come definire i vettori? classi di
equivalenza di coppie di punti: V.= A x A/ ~ con (4, B) ~ (B, C) se e solo se %A—i— %B = %C—i— %D,
questione di parallelogrammi, ciot D = B4+C — A = 2(3B+ 3C)— A... poi le operazioni...) e I'azione
piena e fedele di V' su A.

3. Trasformazioni affini e affinita.

3.1. DEFINIZIONE (TRASFORMAZIONI AFFINI).  Siano A e B spazi affini di spazi direttori V' e
W rispettivamente. Una trasformazione affine é una applicazione insiemistica F' : A — B tale che
“rispetta il calcolo baricentrico”, i.e. per ogni insieme finito di punti P, ..., P, e per ogni insieme di
numeri reali oq,...,qy, tali che Y a; =1siha F(3 ", i P) =Y 1 o, F(P;).

L’insieme delle trasformazioni affini di A in B si indica con Trasf(A,B).

3.1.1. Nella definizione bastava chiedere che per ogni coppia di punti fossero rispettate le somme
baricentriche, e poi estendere la proprieta per induzione ad ogni insieme finito di punti, tenendo conto
della distributivita del calcolo baricentrico.

3.1.2. La composizione di trasformazioni affini & ancora una trasformazione affine; se F €
Trasf(A,B) e G € Trasf(B, C) allora G o F' € Trasf(A, C).

3.1.3. Dalla definizione segue subito che una trasformazione affine manda sottospazi affini in
sottospazi affini (ricordare che i sottospazi affini si descrivono come “somme pesate di punti”).

3.2. TEOREMA (APPLICAZIONI LINEARI SOGGIACENTI). Sia F' : A — B una applicazione
insiemistica tra spazi affini di spazi direttori V e W rispettivamente. I seguenti fatti sono equivalenti:
(1) F é trasformazione affine;
(2) esiste una applicazione lineare ¢ : V.— W con la proprieta che F'(P + v) = F(P) + p(v) per
ogni Pc A eognivelV.
(3) esiste una applicazione lineare ¢ : V. — W tale che F(P')—F(P) = ¢(P’'—P) per ogni coppia
P, P e A.

DIMOSTRAZIONE. Le condizioni (2) e (3) sono evidentemente equivalenti, basta porre v = P'—P.

Dip.Mat.P.&A. (Un.Padova) M. Cailotto@2004—



164 Geometria Affine VI.3.

Supponiamo vero (1), e per ogni vettore v, definiamo p(v) = F(P')—F(P) se v = P'—P; questa
definizione non dipende dalla rappresentazione di v (se v = Q'—Q allora Q' = Q+P—P’, e per
ipotesi F(Q') = F(Q)+F(P)—F(P')), e definisce una applicazione lineare (verificare: & facile vedere
che rispetta la somma, e si usa il calcolo baricentrico per verificare che rispetta il prodotto per gli
scalari...) di V in W con le proprieta richieste in (3). Viceversa, ¢ facile verificare che una funzione F
come in (3) rispetta il calcolo baricentrico, e dunque & una trasformazione affine. O

3.3. PROPOSIZIONE (RAPPRESENTAZIONE VETTORIALE). La scelta di un punto P € A e
un punto @ € B permette di descrivere le trasformazioni affini tramite coppie (w,p) con w € W e
@ : V. — W applicazione lineare. Precisamente abbiamo una biiezione

Trasf(A, B) —— W x Homg(V, W)

che manda F' nella coppia (F(P)—Q, ) se ¢ & I'applicazione lineare soggiacente a F.
In questi termini, la composizione di due trasformazioni affini F: A — B e G : B — C (scelti
Pe A, QeB, ReC) corrispondenti a (w, ) e (z,1) é la coppia (z + w, v o ¢).

DIMOSTRAZIONE. Fissato P € A, ogni trasformazione affine ¢ determinata dal vettore w =
F(P) — @ e dalla applicazione lineare associata ¢, tramite:

F(X)=F(P+ (X-P)) = F(P) + p(X—P) = Q+w+p(X—P) .

Viceversa e chiaro che ogni tale formula determina una trasformazione affine, e che due trasformazioni
affini coincidono se e solo se sono rappresentate dalla stessa coppia in W x Home (V, W).
L’affermazione per le composizioni segue dal calcolo

G o F(X) = G(Q+uwp(X—P)) = Rtz+(w+(X—P)) = Rt (z-+6w)+1 0 (X —P)
da cui segue che G o F' & rappresentata come detto. O

3.3.1. Poiché la scelta di una base di V' e una base di W permette di identificare Home (V, W) con
lo spazio delle matrici M,, ,,,(C) (se A ha dimensione m e B dimensione n), e W con M, 1(C) la scelta
di riferimenti affini su A e B permette di avere una identificazione Trasf(A,B) = M, 1(C) x My, m(C).
Inoltre la composizione di due trasformazioni affini F' e G come sopra rappresentate da (w, A) e (z, B)
¢ rappresentata da (z + Bw, BA).

3.4. PROPOSIZIONE (RAPPRESENTAZIONE MATRICIALE).  La scelta di un riferimento affine su
A e di un riferimento affine su B permette di definire una mappa

Trasf(A, B) —— My41,m+1(C)

che manda F nella matrice (1 ) se la coppia (w, A) € M, 1(C) x M, ,,(C) rappresentava la trasfor-
mazione affine F' come sopra. Si tratta di una mappa iniettiva, e ogni matrice della forma detta (la
prima riga ¢ (1,0,...,0) € My m+1(C)) corrisponde ad una trasformazione affine.

In questi termini, la composizione di due trasformazioni affini F : A — B e G : B — C (scelti
riferimenti affini in A, B, C) é rappresentata dal prodotto delle due matrici.

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di mostrare che la mappa
Mn,l(c) X Mn,m(c) E— n+1,m+1(c)

che manda (w, A) in (1}] 9‘) ¢ iniettiva e che I'immagine & quella descritta. Entrambe le cose sono
facili. Per vedere che la composizione a sinistra corrisponde alla moltiplicazione di matrici a destra,

basta osservare che
1 o\/1 0\ [ 1 0
z B w A) \z+Bw BA

(facendo il prodotto a blocchi). O

® 3.4.1. Si osservi che insiemisticamente le matrici in Mj,11 m+1(C) sono in biiezione con
I'insieme prodotto cartesiano C™ x M, ,,,(C'), ma che 'operazione di composizione (prodotto) non ¢
quella “componente per componente” del prodotto cartesiano (altrimenti, come vedremo, traslazioni
e affinita centrali commuterebbero...). Talvolta si indica con AM,, ,,(C) o AM(n,C) il gruppo delle
matrici di trasformazioni affini di A™(C), e si dice che ¢ il prodotto semidiretto C™ x M, n,(C)
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per intendere che insiemisticamente ¢ il prodotto cartesiano, mentre l’operazione ¢ quella che tiene
conto anche dell’azione di M, ,,(C) su C", ovvero (v, A)(w, B) = (v+ Aw, AB). Cio si puo fare ogni
qualvolta un gruppo opera su un altro? Quale dei due fattori risulta normale nel prodotto semidiretto?

3.4.2. Studiare Deffetto sulle matrici di cambiamenti di riferimento affine (“punto dello spazio
affine e base dello spazio direttore”) su dominio e codominio.

3.5. RIASSUNTO. Abbiamo quindi visto le seguenti biiezioni:

Trasf(A,B) = W xHomc(V,W) = M,1(C) X Mym(C) = {(L %) € Muy1,m+1(C)}
(scelti P € A, Q € B) (scelte basi di V, W)
F = (w=FP)-Qp) = (wA=aryy) +—  (49)

che rispettano le composizioni definite da:
GF = (z,9)(w,9)=(z+pw,¥p) < (2,B)(w,A)=(2+Bw,BA) < (L§)(43)

3.6. TEOREMA. Fissato un riferimento nello spazio affine A e un insieme ordinato di punti della
stessa cardinalita nello spazio affine B, esiste una unica trasformazione affine che manda ordinatamente
i punti del riferimento nei punti scelti.

DiMOSTRAZIONE. Ovvio, dall’analogo risultato per gli spazi vettoriali. O

3.7. DEFINIZIONE-TEOREMA (AFFINITA).  Le affinita di uno spazio affine A sono le trasfor-
maczioni affini biiettive di A in sé. L’insieme delle affinita di A é un gruppo sotto la composizione e si
indica con Aff(A). Fissati due riferimenti affini su A, esiste una unica affinita che manda ordinatamente
i punti del primo riferimento nei punti del secondo.

3.7.1. Dalla definizione segue subito che le affinita rispettano il rapporto semplice di tre punti
allineati. Dunque, anticipando la nozione di “distanza tra punti” possiamo dire che le affinita non
rispettano in generale le distanze, ma mantengono costanti opportuni rapporti tra le distanze.

3.7.2. La scelta di P € A determina un isomorfismo del gruppo delle affinita di A in sé con
il gruppo V' x Aute (V) dotato di una opportuna composizione dato dalla regola (v,¢) o (w,1)) =
(v+ow,p o).

L’affinita identica & rappresentata dalla matrice identica. L’inversa dell’affinita rappresentata da
(v, ) & dunque (—p~tv, 7).

3.7.3. La scelta di un riferimento affine in A determina un isomorfismo del gruppo delle
affinitd di A in se con il sottogruppo del gruppo GL,+1(C) formato dalle matrici del tipo (1 §) con
A € GL,(C).

L’affinita identica e rappresentata dalla matrice identica. L’inversa dell’affinita rappresentata da
(L 9) & dunque rappresentata dalla matrice inversa (7 e )

3.7.4. Analogamente a quanto detto per le trasformazioni affini, le matrici di affinita si indicano
con AGL,(C) o AGL(n,C) e formano un gruppo isomorfo al prodotto semidiretto C™ x GL,(C)

(ovvero, insiemisticamente il prodotto cartesiano, con l'operazione di composizione che tiene conto
anche della azione di GL,(C) su C™).

3.7.5. RIASSUNTO. Abbiamo quindi visto le seguenti biiezioni:
Aff(A) = V x Aute(V) = M,1(C)xGL,(C) = {(19):4€GL,(C)}
(scelto P € A) (scelta base di V)
F  — (w=F/P)-Py) — (wA=ayp) — (L9)

3.7.6. DEFINIZIONE-TEOREMA (TRASLAZIONI).  Le traslazioni di A sono le affinita con appli-
cazione lineare associata 'identita; osservare che Trasl(A) é sottogruppo delle affinita di A isomorfo a
V', dunque in particolare commutativo.

In un riferimento affine le traslazioni si riconoscono dall’avere matrice associata del tipo (11, Hg)

con v € My 1(C); quindi la composizione di traslazioni corrisponde alla somma di vettori, poiché
10 1oy_( 1 o0
v I, w I, —\v+tw i, |-
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3.7.7. DEFINIZIONE-TEOREMA (AFFINITA CENTRALI).  Le affinita centrali di centro P € A
sono le affinita F' di A con F(P) = P; osservare che Centrp(A) é sottogruppo delle affinita di A
isomorfo a Autc (V') (quindi non commutativo).

In un riferimento affine con origine in P le affinita centrali di centro P si riconoscono dall’avere
matrice associata del tipo ((1) 2) con A € GL,(C); quindi la composizione di traslazioni corrisponde
al prodotto di matrici, poiché (§ §) (§ %) = (§ L) -

3.7.8. Si osservi che le traslazioni non commutano in generale con le affinita centrali di centro
assegnato, poiché

Goa)Ga)=0 a)#(a 2)=6G )0 5):

capire il significato geometrico (si pensi al piano) e caratterizzare i casi in cui le due affinita commutano.
Si osservi quindi che Aff(A) ¢ insiemisticamente, ma non come gruppo, il prodotto cartesiano di
Trasl(A) e Centrp(A). In effetti, come gruppo, ¢ un opportuno prodotto semidiretto: usando ’azione
di Centrp(A) su Trasl(A) tramite coniugio (¢ in ¢~ 1ty).
3.7.9. DECOMPOSIZIONI. Ogni affinita si puo scrivere come composizione di una affinita centrale
di centro assegnato seguita da una traslazione, o anche in ordine inverso, poiché

)0 a)=0 4)=( ) (st 1)

3.7.10. DEFINIZIONE-TEOREMA (OMOTETIE).  Una affinita F' di A ha la proprieta di mandare
ogni retta in una retta parallela (cioé r é parallelo a F(r) per ogni retta r) se e solo se 'applicazione
lineare ¢ associata é (la moltiplicazione per) uno scalare o = «(F) non nullo. Se tale scalare é 1,
si tratta di una traslazione; altrimenti l’affinita si dice una omotetia, e lo scalare a # 1 si dice il
rapporto di omotetia. Ogni omotetia (non traslazione) possiede un unico punto unito, detto il centro
di omotetia C = C(F); centro e rapporto di omotetia determinano completamente I'omotetia.

Per I'equivalenza si osserva subito che ogni vettore va trasformato in un suo multiplo, cioe p(v) =
a(v)v, ma per due vettori indipendenti possiamo confrontare le costanti ragionando sulla somma:
w(v) = a(v)v, p(w) = a(w)w ma anche (v + w) = a(v+ w)(v + w) e si confronta con (v + w) =
o(v) + p(w) = a(v)v + a(w)w per l'indipendenza, ottenendo a(v) = a(v + w) = a(w). Dunque la
costante o dipende solo da F' e non dai vettori. Il resto e facile. O

3.7.11. ComMmPOSIZIONI. L’insieme di omotetie e traslazioni & un sottogruppo delle affinita. Se la
composizione di due omotetie ¢ una omotetia, allora i tre centri di omotetia sono allineati; se invece la
composizione di due omotetie & una traslazione (quando succede?), la direzione ¢ quella congiungente
i due centri di omotetia.

3.7.12. Descrivere il comportamento di centri e rapporti di omotetia per composizione.

3.7.13. Cosa c’entrano le omotetie con il teorema di Desargues affine?

3.7.14. SIMMETRIE. Siano U e V sottospazi complementari di V,,(C) (i.e. V,,(C) =U @ V).
La simmetria di A"(C) di asse la varieta affine P + U e direzione il sottospazio V' ¢ I’affinita definita
dall’avere P come punto unito e applicazione lineare associata la simmetria di V,,(C) di asse U e
direzione V (i.e. Papplicazione che al vettore u 4+ v con u € U e v € V associa u — v). Si osservi che i
punti uniti della simmetria sono tutti e soli i punti di P + U. Inoltre il quadrato di una simmetria e
sempre l'identita.
Si osservi che in un opportuno riferimento di A”(C) la simmetria viene rappresentata da una
matrice ((1) H?L 3 )
006 —I,

Cos’¢ la composizione di due simmetrie di direzione V' comune?

3.7.15. PROIEZIONI (PARALLELE, O DALL’INFINITO). Siano U e V sottospazi complementari di
Vo (C) (ie. Vo (C)=U @ V). La proiezione di A"(C) sulla varietd affine P + U nella direzione del
sottospazio V ¢ la trasformazione affine definita dall’avere P come punto unito e applicazione lineare
associata la proiezione di V,,(C) su U con direzione V' (i.e. 'applicazione che al vettore u + v con
u € U ewv €V associa u). Si osservi che i punti uniti della proiezione sono tutti e soli i punti di
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P + U. Inoltre il quadrato di una proiezione ¢ sempre la proiezione stessa. Una proiezione puo essere
una affinita?

Si osservi che in un opportuno riferimento di A™(C') la proiezione viene rappresentata da una

. 10 0
matrice (0L, 0 .
00 O,

Cos’e la composizione di due proiezioni di direzione V' comune?

3.7.16. PROIEZIONI DI CENTRO AFFINE. Siano L e L’ sottospazi affini complementari di A™(C)
(i.e. sghembi e A*(C) = LV L'). La proiezione di A"(C) su L e di centro L' & la funzione 7 :
A"(C)\L' — A"(C) definita da w(P) = (P V L) N L (verificare usando le formule di Grassmann
affini che il risultato in effetti & un punto).

Si tratta di una funzione suriettiva 7 : A"(C)NL'— L i cui punti fissi sono esattamente gli
elementi di L. Per ogni sottospazio affine M complementare con L’ (dunque della stessa dimensione
di L),  si restringe a una affinita 7 : M — L che si dice proiezione da M a L di centro L’.

3.8. TEOREMA (AZIONE SU SOTTOSPAZI AFFINI).  Siano F' € Aff(A) e L un sottinsieme di A;
allora L é sottovarieta affine se e solo se F(LL) lo &, e in tal caso hanno la stessa dimensione.

Se L ¢ definita dalle equazioni BX = b con B € M,, ,(C) eb € M,,1(C) e F ¢é rappresentata
dalla matrice A = (Uljf,) allora F(LL) ¢ definita dalle equazioni BA' 71X = b+BA’ ~*v. In forma
compatta: se L é dato da (—bB) ()1() =0, allora F (L) é dato da (—b B)A*I()l() =0.

Invece antimmagine di L tramite F' ha equazioni date da (—b B)A()l() =0.

DIMOSTRAZIONE. La prima asserzione dipende dal fatto che una affinita & una biiezione che
rispetta il calcolo baricentrico.
D’altra parte, se L & definita da (—b B) ()1() =0, allora

F(L) = {F(X)|(—bB) ()1() = 0}
_ {n(;) _ (12) ()1() con (—bB)<)1(> - o}
o) ()4

che giustifica la seconda asserzione; per 'ultima basta considerare che F*(L) = (F~!)(L) (e che F~!
¢ affinita di matrice la matrice inversa di quella di F). O

3.8.1. PUNTI E IPERPIANI UNITI. Data una affinita F' di A in se, un sottospazio affine IL si dice
unito (o fisso) per F' se F(L) = L (non necessariamente punto per punto: se F'(P) = P per ogni P € L
si dice “puntualmente unito”). E facile studiare punti e iperpiani uniti: sia A = (Ul f?,) la matrice di
F nel riferimento scelto.

(p) i punti uniti (o fissi) per F sono i punti P € A tali che F(P) = P, e si trovano risolvendo il
sistema (I — A’)P = v; in particolare, se A’ non ha l'autovalore 1, allora F' ha un unico punto
unito, altrimenti puo non averne o averne infiniti.

(7) gli iperpiani uniti (o fissi) per F' sono gli iperpiani H C A tali che F(H) = H; le loro equazioni,
pensate come righe, devono essere autorighe della matrice A: quindi si tratta di cercare gli
autovettori della matrice trasposta di A (a parte 'autovettore banale per I'autovalore 1, che non
da l’equazione di un piano, essendo 1 = 0).

A 3.9. FUNZIONI AFFINI. In particolare abbiamo le trasformazioni affini di A sulla retta affine:

A — AlL. Queste trasformazioni si dicono “funzioni (affini) su A”, e il loro insieme si indica con

O(A). Ogni trasformazione affine F': A — B determina una applicazione F* : O(B) — O(A) (per

composizione). Per una applicazione insiemistica F': A — B, i seguenti fatti sono equivalenti:

(i) F: A — B & una trasformazione affine;

(ii) per ogni f € O(B) si ha fo F € O(A);

(iii) scelti un punto € B e una base wy,...,w, di W, si ha fio FF € O(A) per i = 1,...,n ove
fi € O(B) sono definite da f;(Q +v) = w}(v). [riconoscere che le f; sono delle “proiezioni” per il
riferimento scelto: si tratta delle composizioni B — A% — A}, ove il primo isomorfismo ¢ dato
dalla scelta del riferimento in B.]
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Dunque le trasformazioni affini tra A e B si possono definire come “le applicazioni insiemistiche F' il
cui pull-back F* manda O(B) in O(A)”, ovvero rispetta le funzioni (affini) definite sugli spazi.

Ricordare I'analogo risultato per le applicazioni lineari tra due spazi vettoriali. Riflettere sulla
opportunita di definire le “trasformazioni tra spazi geometrici” come le applicazioni insiemistiche che
“rispettano un prefissato tipo di funzioni” su quegli spazi.

4. Piano affine.

Siano P; = (z) € A%(C) punti del piano e v; = (77[1) € V5(C) vettori dello spazio direttore.

4.1. CONDIZIONE DI ALLINEAMENTO DI TRE PUNTI. Tre punti Py, P;, P> sono allineati se e solo

se
T1—To T2—T bl
1_ 0 2_ O1=0 ovvero |xzg a1 a2|=0.
Y1—=Y% Y2—Yo Yo Y1 e

4.2. RETTE.
4.2.1. RETTA PER DUE PUNTI. La retta per i punti distinti Py e Py si scrive Py+(P;—Fp); ha
equazioni parametriche

X=xo+a(x;—x0)
Y=yo+a(y1—yo)
ed equazione cartesiana:

X—x9 T1—x ! 1 1
S ) ovvero, X xzy x1|=0.
Y-y y1—%o Y v w

4.2.2. RETTA PER UN PUNTO E DIREZIONE UN VETTORE. La retta per il puntto Py e di direzione
il vettore non nullo v si scrive Py+(vp); ha equazioni parametriche

X=xg+aly
Y=yo+amg
ed equazione cartesiana:
1 1 0
X
Yijjo ﬂlf =0 ovvero |X xo o |=0.
0 0 Y yo mo

4.2.3. POSIZIONE RECIPROCHE DI DUE RETTE. Date due rette ro=Py+{vg) e r1=P1+(v;) di
equazioni cartesiane rispettivamente agX+bgY +co=0 e a1 X+b1Y +c1=0, esse risultano:
(1) incidenti se vy e v1 sono linearmente indipendenti; ovvero se e solo se la matrice (Z‘; Z‘l)) ha rango
due. In tal caso il punto di incidenza ha coordinate date dalla regola di Cramer applicata al
sistema delle due equazioni.
(2) parallele e distinte se vy e v1 sono linearmente dipendenti e Pyéry; ovvero se e solo se la matrice
incompleta (£ g?) ha rango uno e la matrice completa (§° Z‘l’ ¢°) ha rango due.
(3) coincidenti se vy e v1 sono linearmente dipendenti e Py€ry; ovvero se e solo se le matrici incompleta

e completa hanno rango uno.

4.2.4. FASCI DI RETTE. Le rette passanti per un fissato punto Py si scrivono come P0—|—<(7ln)>,
ovvero m(X —xo)—I(Y —y0)=0 con (I,m) # (0,0).

Le rette parallele ad un fissato vettore direzione vq si scrivono come P+(vg) con P punto qualsiasi,
ovvero moX —lgY +¢=0 con ceC.

Due rette distinte rg e r; determinano un fascio di rette che si descrive tramite

AMaoX+boY +co)+pu(a X+b1Y +¢1)=0, ovvero (Aag+par)X+(Abg+pb1)Y +(Aco+puci)=0

al variare di (A, u) # (0, 0).
Una retta ro appartiene al fascio determinato da rg e r; se e solo se la matrice completa del
sistema delle tre rette ha determinante nullo.
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4.3. AFFINITA DEL PIANO. La scelta di un riferimento affine sul piano A2?(C) determina un
isomorfismo del gruppo Aff(A%(C)) delle affinita del piano con il sottogruppo

{(i OA") la,beC; Ac GL2(C’)}

di GLy(C).

4.3.1. AZIONE SULLE RETTE. L’immagine di una retta r = PV @ (risp. r = P + (v)) tramite
una affinitd F' (di applicazione lineare associata ¢) si calcola piu facilmente come F(r) = F(P)V F(Q)
(risp. F(r) = F(P) + {(p(v))). Se la retta r & data tramite equazione cartesiana, per calcolare F(r)
bisogna usare la matrice inversa di F' in quel riferimento.

4.3.2. SIMMETRIE RISPETTO A PUNTI E RETTE. La matrice associata alla simmetria del piano
: _ (x N _ a\ __ (2x
rispetto al punto P = (yg) ¢ tale che A = —1s, e (b) = (21/8)

La matrice associata alla simmetria del piano di asse la retta P + (v) e di direzione w, ove

P = (zg), ¢ tale che, posto B = (vw) (matrice invertibile d’ordine due), A = B ((1) _01) Bl e

(5) =B(88) B~ ()
5. Spazio affine.

i l; . . ..
Siano P; = ( 2 ) €A? punti dello spazio e v; = (m) €V vettori dello spazio delle traslazioni.

ng
5.1. RELAZIONI TRA PUNTI.
5.1.1. CONDIZIONE DI COMPLANARITA DI QUATTRO PUNTI. quattro punti Py, P;, Ps, P3 sono
complanari se e solo se
X X X X X X 1 1 1 1
1—To T2—Tg T3—To To T1 T2 s
Y1—Y Y2—Yo Y3—yo |=0, ovvero =0
Yo Y1 Y2 Y3
Z1—Z20 R2—Z20 R3—%0
20 21 %2 Z3
5.1.2. CONDIZIONE DI ALLINEAMENTO DI TRE PUNTI. Tre punti Py, Pi, P> sono allineati se e

solo se

1 1 1

Ir1—X To—XI

1—To T2—To P

k| vy1—yo Y2—yo | =1, ovvero rk =92

Yo Y1 Y2

Z1T20 22—X0
20 R1 22

5.2. PI1aANIL
5.2.1. PIANO PER TRE PUNTI NON ALLINEATI. Il piano per tre punti non allineati Py, Py, Ps si
scrive Py+(P;— Py, Po—Py); ha equazioni parametriche
X=xo+aq(z1—20)+az(x2—x0)
Y=yo+a1(y1—yo)+az(y2—%o)
Z=zp+ay(z1—20)+a2(21—20)
ed equazione cartesiana:

X—x9 T1—To T2—T 11 1 1

0 T1—Tp T2—To X z0 1 o
Y=y0o y1—% y2—yo |=0, ovvero =0.
Z—z9 21—29 Z22—2% Y v v

0 1—20 2—20 Z oz

5.2.2. PIANO PER UN PUNTO E DIREZIONE DUE VETTORI LINEARMENTE INDIPENDENTI. Il
piano passante per Py e di giacitura lo spazio generato da due vettori linearmente indipendenti vg, vy
si scrive Py+(vp, v1); ha equazioni parametriche

X=xo+alyg+pBl
Y=yo+amo+Bm
Z=zy+amng+06n,
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ed equazione cartesiana:

1 1 0 0
o lo ll

Y yo mo ma

7 20 no ny
5.2.3. POSIZIONI RECIPROCHE DI DUE PIANI. Dati due piani mo=Py+(vo, v()) e mi=P1+(v1,v})

di equazioni cartesiane rispettivamente ag X +boY +coZ+do=0 e a1 X+b1Y +c1 Z+d;=0, essi risultano:

(1) incidenti se rk(vg v} v v])=3; ovvero sse la matrice (Z‘l’ Z? 2) ha rango due. In tal caso la retta
di incidenza ha equazioni cartesiane date dal sistema delle due equazioni.

(2) paralleli e distinti se rk(vy v{, v1 v})=2; (i.e. gli spazi direttori coincidono: (vg,vy)=(v1,v])) e

Py¢m (i.e. mo N m=0); ovvero sse la matrice incompleta (Z‘f gi’ 2‘;) ha rango uno e la matrice

X*IO lo ll
Y—yo mg m1|=0 ovvero
Z—zp mng Ny

=0.

aop bo Cco d(]
completa (5 ,° % ) ha rango due.

(3) coincidenti se gli spazi direttori coincidono e PyEmy; ovvero sse le matrici incompleta e completa
hanno rango uno.

5.2.4. Fasci DI PIANIL. I piani contenenti una fissata retta ro=Py+(vg) (asse del fascio) di
a(]X+b0Y+Coz+d0:0
ag X +byY +c¢( Z+dy=0
earmente indipendente con vy, ovvero

MaoX +boY +co Z+do)+p(ag X +byY +c Z+dy)=0

- . - ! l .
equazioni cartesiane si scrivono come Py+(vo, (m)> con (m) vettore lin-
n

n

cioe
(/\a0+Ma/0)X+()\bo+Mb6)Y+()\Co+MC6)Z—l-()\do-i-udlo)zo
al variare di (A, u) # (0, 0).
I piani paralleli ad un fissato spazio direttore (vg,v1) si scrivono come P+(vg,v1) con P punto
qualsiasi, ovvero
(m0n1 —ngmi )X-i—(—lo’ﬂl +noly )Y—l—(lmnl —mply )Z+C:0
con ceC (i coefficienti sono i minori d’ordine due di (vg v1)).
Due piani distinti 7y e m; determinano un fascio di piani descritto da
MaoX+boY +coZ+do)+p(ar1 X+b01Y +c¢1 Z+d1)=0,
oVVero
()\ao—‘rMCM>X+()\bo+ubl)Y+<)\Co+Mcl)Z-i-()\do-i-udl):()
per (A, p) # (0,0).
Un piano 7y appartiene al fascio di piani determinato da mg e 71 se e solo se la matrice completa
del sistema dei tre piani ha rango due.
5.2.5. STELLE DI PIANI. I piani passanti per un fissato punto Py si scrivono come Py+(v, w) con v
e w vettori linearmente indipendenti, ovvero m(X —x¢)+I(Y —yo)+n(Z—20)=0 con (I,m,n) # (0,0, 0).
I piani paralleli ad un fissato vettore direzione vy (ovvero a una qualsiasi retta ro di direzione v)
si scrivono come P+(vg,v) con P punto qualsiasi e v vettore linearmente indipendenti con vy, ovvero
aX+bY +c¢Z+d=0 con deC, (a,b,c) # (0,0,0) tale che alo+bmgo-+cne=0.
Tre piani distinti 7, 71 e T che non appartengano ad un fascio determinano una stella di piani
che si descrive tramite

)\(G()X+b0Y+C()Z+d0)+/J(CL1X+b1Y+ClZ+d1)+V(a2X+b2Y+CQZ+d2):O
ovvero
()\0,04’#0,1+I/0,2)X+()\b0+,ubl+l/b2)Y+()\C(rl’ﬂcl+I/02)Z+(Ado+ﬂd1+yd2):0
per (A, u,v) # (0,0,0).
5.3. RETTE.
5.3.1. RETTA PER DUE PUNTI DISTINTI. La retta per due punti distinti Py, P; si scrive
Py+(P,—Py); ha equazioni parametriche
X=zo+a(x1—x0)
Y=yo+a(y1—yo)
Z=zp+a(z1—20)
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ed equazioni cartesiane date dalla condizione:

X—x9 x1—20 )1( 901 xl
tk| Y-y wy1i—yo | =1, ovvero rk 0 Fl ] _o

Z—2z 21—2 Y v wn

0 1—20 7w =

5.3.2. RETTA PER UN PUNTO E DI DIREZIONE UN VETTORE. La retta per un punto Py e di
direzione un vettore non nullo vy si scrive Py+(vg); ha equazioni parametriche

X=xg+aly
Y=yo+amg
Z=z9+ang
ed equazioni cartesiane date da:
1 1
X—l‘o lo X ZO
tk| Y—yo mo | =1, ovvero rk 00 =2,
Y yo mo
Z*ZO no 7 % 1o

5.3.3. POSIZIONE RECIPROCHE DI DUE RETTE. Date due rette ro=FPy+(vo) e =P+ (v1) di
ao X +boY +coZ+do=0 {a1X+blY+ch+d1:0

/ / / , € / , , , , esse risul-
ao X +byY +cy Z+dy=0 a1 X+bY 4+, Z+d, =0

equazioni cartesiane rispettivamente {

tano:

(1) sghembe se vg e vy sono linearmente indipendenti e 7o Nr; = &, ovvero sse la matrice incompleta
del sistema delle due rette ha rango tre, e la matrice completa rango quattro;

(2) incidenti e distinte se vg e v; sono linearmente indipendenti e g N7y # &; ovvero sse le matrici
incompleta e completa hanno rango tre. In tal caso il piano di appartenenza e dato da Py+(vo, v1)
ed & 'unico piano appartenente a entrambi i fasci di asse le due rette. I punto di incidenza ha
coordinate date dalla soluzione del sistema delle quattro equazioni.

(3) parallele e distinte se vy e v; sono linearmente dipendenti e 1o N r; = &; ovvero sse la ma-
trice incompleta ha rango due e la matrice completa ha rango tre. Il piano di appartenenza e
Py+(P1—Py, vp) ed & I'unico piano appartenente a entrambi i fasci di asse le due rette.

(4) coincidenti se vy € v1 sono linearmente dipendenti e ro N7y # &; ovvero sse la matrice incompleta
e la matrice completa hanno rango due.

5.3.4. FASCI DI RETTE IN UN PIANO. Usando equazioni cartesiane, si tratta di intersecare il piano
dato con la stella dei piani che soddisfano alle condizioni poste (passaggio per un punto o contenente
una fissata direzione).

Se mo=Po+(vo, v}) € il piano di giacenza, e si tratta del fascio per Pj €y, il fascio di rette si scrive
come Pj+{avg+0v)) con (a, B) # (0,0); se si tratta del facio di rette di direzione v1 € (v, v() allora si
scrive come (Py+awvg+0v])+(v1) con (o, 5) qualsiasi.

5.3.5. STELLE DI RETTE. Le rette passanti per un fissato punto P, si scrivono come PO+<(7£’L)>
n

l 0 . s . .
con (m) #+ (8)’ ovvero scegliendo due equazioni indipendenti tra le seguenti:
n

m(X —x0)— (Y —yo)=0, n(X —x¢)—1(Z—20)=0 e n(Y —yo)—m(Z—2z0)=0.
Le rette parallele ad un fissato vettore direzione vy si scrivono come P+(vg) con P = (é) punto
qualsiasi, ovvero scegliendo due equazioni indipendenti tra le seguenti:
mo(X—x)—lo(Y—y)=0, no(X—2)—1g(Z—2)=0 e no(Y —y)—mo(Z—2)=0.
5.4. POSIZIONI RECIPROCHE DI RETTE E PIANIL: dati un piano mop=Py+(vg,v}) € una retta
a1 X+b1Y+ce1 Z+di=0

r1=P;+(v1), di equazioni cartesiane rispettivamente ag X +byY +coZ+dp=0 e
1=Pit (o), dieq P O TTOT TR ay X+, Y +¢) Z+d; =0

)

essi risultano:

(1) incidenti se vg,v(, e v1 sono linearmente indipendenti; cid accade sse le matrici completa e incom-
pleta del sistema piano-retta hanno rango comune tre; le coordinate del punto di intersezione si
ottengono applicando la regola di Cramer a tale sistema;
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(2) paralleli e disgiunti se vi€(vg, v)) (i.e. se vg,v e v1 sono linearmente dipendenti) e mg N1y = ;
ovvero sse la matrice incompleta ha rango due e la matrice completa ha rango tre.

(3) appartenersi se v1E€(vg, v() (i.e. se vg,v} e v1 sono linearmente dipendenti) e mg N1y # &; ovvero
sse le matrici incompleta e completa hanno rango due. In tal caso r; C 7.

5.5. AFFINITA DELLO SPAZIO. La scelta di un riferimento affine sullo spazio A3(C) determina
un isomorfismo del gruppo Aff(A3(C)) delle affinita dello spazio con il sottogruppo

1 000
{(% A )lmb,ce(); AEGLg(C)}

di GL4(O).