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2. Teorema di desingolarizzazione (via SdRc). 43
3. Applicazioni ed Esempi. 43
4. Aspetto topologico delle singolarità (nodi algebrici). 45
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Capitolo O

Preliminari a Geometria Variabile

In questo capitolo preliminare richiameremo un importante risultato di Analisi Matematica come
motivazione per una strategia di definizione degli oggetti di interesse della Geometria in generale.

1. Oggetti Geometrici.

Ricordiamo l’importante risultato di Analisi Matematica:

1.1. Teorema (del Dini, o della funzione implicita). Il sottinsieme di R2 descritto
da f(x, y) = 0, con f funzione differenziabile, si può scrivere localmente come grafico di una funzione
nell’intorno di ogni suo punto in cui ∇f(x, y) 6= 0. Precisamente: se f(x0, y0) = 0 e ∂

∂yf(x0, y0) 6= 0,
allora esistono intorni U di x0 in X e V di y0 in Y , ed esiste una funzione ϕ : U → V tali che
f(x, y) = 0 se solo se y = ϕ(x) (per x ∈ U e y ∈ V ), cioè

{(x, ϕ(x)) : x ∈ U} = {(x, y) ∈ U × V : f(x, y) = 0} .

Inoltre tale ϕ è derivabile e risulta

d

dx
ϕ(x0) = −

∂
∂xf(x0, ϕ(x0))
∂
∂yf(x0, ϕ(x0))

(come risulta “subito” differenziando totalmente f(x, ϕ(x)) = 0).

1.1.1. Il teorema si estende a funzioni di più variabili usando come ipotesi la massimalità del
rango della matrice Jacobiana.

1.1.2. Il teorema si estende a funzioni di variabili complesse, usando ipotesi e conclusioni di
differenziabilità in senso complesso.

1.1.3. Una delle osservazioni importanti da fare a proposito del risultato citato, è che un
oggetto abbastanza complicato (quale l’insieme degli zeri di una funzione con qualche proprietà di
differenziabilità) si comporta localmente come un oggetto decisamente più semplice (il grafico di una
funzione differenziabile). Questo suggerisce una buona strategia per la definizione di oggetti geometrici
usando come oggetti base certi tipi speciali e semplici di quegli stessi oggetti.

1.2. Modelli locali e oggetti globali. Chiamiamo “oggetti locali ammissibili” una certa
classe di oggetti geometrici, e “mappe ammissibili” una certa classe di mappe tra oggetti locali am-
missibili. Per noi vi saranno essenzialmente tre tipi di questi oggetti, che daranno luogo a tre tipi di
geometrie:
(1) aperti di Rn e mappe differenziabili di classe Cm per m > 0 (geometria reale di classe Cm);
(2) aperti di Cn e mappe differenziabili in senso complesso (geometria analitica complessa o olomorfa);
(3) aperti (di Zariski) di varietà algebriche in PnC e mappe razionali tra esse (geometria algebrica

complessa).
1.2.1. Una volta decisi gli oggetti locali ammissibili per una certa geometria, definiamo gli

oggetti ammissibili per quella geometria nel modo seguente: sono gli spazi topologici X (con even-
tualmente fissate condizioni) che ammettono un ricoprimento fatto di aperti Uα ciascuno dei quali
omeomorfo (in quanto spazio topologico) a un oggetto locale ammissibile Vα tramite ϕα : Uα → Vα, e
tali inoltre che ogni qual volta due aperti del ricoprimento si intersecano, le mappe di transizione tra
oggetti locali ammissibili che ne vengono indotte

ϕαβ = ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

siano mappe ammissibili.
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2 Preliminari a Geometria Variabile O.1.

Ecco la nostra versione del classico disegno:

ϕα ϕβ

ϕαβ

È chiaro che affinché una tale definizione sia ben posta è necessario che gli oggetti locali ammissibili
e le mappe ammissibili abbiano certe proprietà di stabilità (per esempio: aperti di oggetti locali
ammissibili devono essere ancora oggetti locali ammissibili; composizione di mappe ammissibili deve
essere ammissibile, e simili ovvie proprietà).

1.2.2. Carte e Atlanti. Di solito, mutuando una terminologia geografica, le mappe ϕα si
chiamano le carte di X, e la collezione delle carte di un ricoprimento aperto si chiama un atlante di X.
Un atlante massimale per l’ordine naturale tra gli atlanti (restrizione delle carte ad aperti più piccoli)
si chiama una struttura geometrica su X; è chiaro che per dare una struttura geometrica è sufficiente
dare un atlante, cioè le carte di un ricoprimento.

1.2.3. Funzioni di transizione. Le mappe ϕβ ◦ ϕ−1
α sono dette mappe di transizione

dell’atlante, e si possono usare per trasportare proprietà e definizioni dagli oggetti locali ammissi-
bili agli oggetti ammissibili di quella geometria: ogni proprietà o definizione invariante per queste
mappe ammette una estensione.

1.2.4. Attenzione. Naturalmente ogni oggetto locale ammissibile è anche ammissibile (atlante
con una unica carta...), ma le proprietà globali degli oggetti ammissibili possono essere molto diverse
da quelle dei modelli locali; per esempio un oggetto può essere compatto come spazio topologico, anche
se nessun modello locale lo è. Classificare gli oggetti che si ottengono usando questo tipo di definizioni
è spesso difficile se non impossibile.

1.3. Vediamo alcuni casi importanti per il nostro corso.
1.3.1. Varietà Reali. Una varietà reale (di classe C n) è uno spazio topologico separato (o

di Hausdorff: ogni due punti distinti hanno intorni disgiunti) a base numerabile dotato di un atlante
verso aperti di Rm con mappe di transizione differenziabili (di classe C n).

1.3.2. Varietà Analitiche Complesse. Una varietà complessa è uno spazio topologico
separato (o di Hausdorff: ogni due punti distinti hanno intorni disgiunti) a base numerabile dotato
di un atlante verso aperti di Cm con mappe di transizione differenziabili (in senso complesso, cioè
olomorfe; si ricordi che si tratta allora automaticamente di funzioni analitiche, cioè indefinitamente
differenziabili e convergenti alla loro serie di Taylor).

1.3.3. Varietà Algebriche. Una varietà algebrica su un corpo K è uno spazio topologico T0

(o di Kolmogoroff: per ogni due punti distinti vi è un intorno dell’uno che non contiene l’altro), o T1

(o di Fréchet: per ogni due punti distinti vi è un intorno di ciascuno che non contiene l’altro) a base
numerabile dotato di un atlante verso aperti di varietà algebriche (zeri di polinomi in spazi affini) con
mappe di transizione funzioni razionali. Si osservi che in questo caso i modelli ammissibili locali sono
in corrispondenza con le algebre finitamente generate su C, e le mappe ammissibili con le funzioni
razionali tra tali algebre (nella direzione opposta): in questo caso il modello locale è quindi puramente
algebrico.

1.3.4. Si osservi che una varietà complessa si può riguardare anche come varietà reale, e che
una varietà algebrica su R (risp. su C) si può riguardare come varietà reale (risp. complessa).
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O.3. Gioco. 3

1.4. Esempi.
1.4.1. Spazi proiettivi. Gli spazi proiettivi ammettono ricoprimenti aperti fatti con spazi

affini e mappe di transizione razionali (esplicitare per bene, se non lo si è mai visto): quindi si tratta
di varietà algebriche. Si osservi che gli spazi proiettivi sono compatti (in quanto spazi topologici),
mentre i modelli locali (spazi affini) non lo sono.

1.4.2. Curve algebriche complesse lisce. Le curve algebriche complesse non singolari
ammettono un ricoprimento con carte su aperti del piano complesso, e mappe di transizione olomorfe
(differenziabili in senso complesso); dunque si tratta di varietà complesse, in particolare anche reali.
Si tratta di varietà compatte.

1.4.3. Curve Algebriche. Lo stesso vale per curve algebriche complesse qualsiasi, una volta
che ne siano tolti i punti singolari (e allora non sono più compatte).

2. Funzioni e Mappe.

2.1. Mappe tra oggetti geometrici. Una volta definiti degli oggetti geometrici tramite
modelli locali ammissibili (e mappe di transizione ammissibili tra le carte), viene spontaneo definire
le mappe ammissibili tra questo tipo di oggetti nel modo seguente: una mappa continua f : X → Y
è ammissibile se per un atlante {ϕα} di X e un atlante {ψβ} di Y si ha che tutte le mappe composte
ϕ−1
α ◦ f ◦ ψβ opportunamente ristrette sono mappe ammissibili di modelli locali.

Di nuovo, la classe di modelli locali ammissibili e delle mappe ammissibili deve essere tale che la
definizione sia indipendente dall’atlante scelto, cioè che valga per ogni atlante una volta che vale per
uno.

2.2. Funzioni. Nei casi che in effetti ci interesseranno durante il corso, vi sono tra i modelli
locali dei casi speciali che di solito si dicono “di dimensione uno” (R per le geometrie reali, C per la
geometria analitica complessa, la retta affine per la geometria algebrica), e le mappe tra un oggetto
geometrico X e questo modello locale di dimensione uno si dicono funzioni su X, e assumono una
rilevanza speciale per studiare gli oggetti stessi.

Per esempio, spesso le mappe X → Y tra oggetti geometrici si possono caratterizzare come quelle
funzioni continue che per composizione mandano funzioni su Y in funzioni su X.

2.2.1. Vi possono essere più modelli importanti di dimensione uno: per esempio nel caso
delle geometrie complesse analitica ed algebrica, anche la retta proiettiva complessa assumerà una
importanza strategica.

2.2.2. Cenno sugli Spazi Anellati? In effetti, nella geometria algebrica moderna si preferisce
dare una definizione che include primariamente sia lo spazio topologico che le “funzioni” in qualche
senso definite sui suoi aperti, ricorrendo alla nozione di fascio (di anelli) su uno spazio topologico;
noi non insisteremo su queste definizioni, che portano velocemente ad un eccesso di risultati formali
troppo astratti per un corso elementare.

3. Gioco.

Due superficie reali X,Y immerse in Rn si dicono omotope, o topologicamente equivalenti, se
esiste una applicazione continua ϕ : [0, 1] × X −→Rn tale che ϕ(0, ·) sia l’immersione di X in Rn,
ϕ(1, ·) sia un omeomorfismo di X su Y , e per ogni t si abbia un omeomorfismo di X in Xt = imϕ(t, ·).
Si tratta di avere un “disegno animato” che trasforma X in Y senza ricorrere a tagli, strappi, cuciture
o altri accidenti discontinui.

Si considerino allora le seguenti superficie immerse in R3, e si dica quali sono equivalenti tra loro,
e quali no, giustificando le risposte positive tramite qualche fotogramma del “disegno animato”. Come
è possibile giustificare delle risposte negative?

Due tori:
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4 Preliminari a Geometria Variabile O.3.

Un bitoro:

Un toro e un bitoro:

Immaginarsi tutte le configurazioni possibili di due bitori tipo quello rosso. Per esempio:

Si osservi invece che tutte le configurazioni precedenti di superficie possono essere “sciolte” in
R4: in particolare il miglior strumento per un ladro di biciclette sembra essere una palla aperta di R4

(dove immergere le catene).
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Capitolo I

Superficie reali compatte.

In questo capitolo presentiamo gli strumenti fondamentali per la classificazione delle superficie
reali compatte e introdurremo la nozione di genere topologico, invariante fondamentale della classi-
ficazione. Il calcolo del genere è spesso difficile, e noi introdurremo il teorema di Riemann-Hurwitz
quale principale strumento per questo, mostrandone l’applicazione al caso di curve algebriche piane
complesse.

1. Superficie reali compatte: definizione, esempi.

1.1. Definizione (Superficie reali). Seguendo la filosofia illustrata nel capitolo zero, una
superficie reale S è uno spazio topologico separato e connesso localmente omeomorfo ad aperti di R2

(oppure a dischi aperti di R2) con mappe di transizione differenziabili. La superficie si dirà compatta
se lo è in quanto spazio toplogico. Una superficie si dirà orientabile se ammette un atlante tale che le
mappe di transizione abbiano Jacobiane di determinante positivo in ogni punto; equivalentemente, se
ogni cammino chiuso sulla superficie conserva l’orientamento.

1.1.1. Con cammino chiuso intendiamo una mappa ϕ dall’intervallo chiuso [0, 1] in S tale che
ϕ(0) = ϕ(1), con orientamento intendiamo la scelta di un orientamento nello spazio tangente ad S nel
punto iniziale (e finale).

1.1.2. Nota sulla connessione: per comodità abbiamo richiesto che una superficie sia
connessa; naturalmente tutto quello che vedremo si applicherebbe anche ad ogni componente connessa
di una “superficie reale non connessa”.

1.2. Esempi. Vediamo subito alcuni esempi fondamentali che saranno i “pezzi base” della
classificazione.

1.2.1. Sfera. La sfera S, come ben noto, è una superficie reale compatta orientabile che si può
presentare con un atlante di due carte (le proiezioni stereografiche dai due poli sul piano dell’equatore).
Essa si può ottenere identificando in senso “discorde” i due lati di un poligono chiuso formato da due
soli lati (un di-agono): si tratta di chiudere con un zip le due semicircoferenze di un cerchio del piano
reale.

a

a

Rappresenteremo questa costruzione con il simbolo aa (girando intorno al bordo del poligono, si
incontra uno dei due lati in un verso, l’altro nel verso opposto).

1.2.2. Toro. Il toro T è la superficie reale compatta orientabile che si ottiene identificando i
lati di un quadrato secondo il simbolo abab;

a

a

bb

identificando prima una coppia di lati si ottiene un cilindro C , e successivamente si identificano i due
bordi rimanenti. Un atlante reale per il toro si può ottenere usando tre carte, quali?
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6 Superficie reali compatte. I.1.

1.2.3. Otre di Klein. L’otre di Klein K è la superficie reale compatta non orientabile che si
ottiene identificando i lati di un quadrato secondo il simbolo abab;

a

a

bb

come per il toro, identificando i due lati a si ottiene un cilindro, ma poi i due bordi rimanenti
sono identificati con l’orientamento opposto che per il toro. Atlante? Si veda per divertimento:
http://www.kleinbottle.com/ ma si faccia attenzione in quanto il genere dichiarato è sbagliato...

È importante osservare che l’otre di Klein si può costruire prima identificando i due lati b, il che
dà luogo ad una figura M chiamata nastro di Mœbius, e poi identificando i due lati a che nel nastro
si sono uniti a formare un circuito chiuso (una circonferenza). Questa costruzione rende chiaro che la
superficie non è orientabile, poiché M contiene un percorso chiuso che inverte l’orientamento.

1.2.4. Piano proiettivo. Il piano proiettivo (reale) P è la superficie compatta non orientabile
che si ottiene identificando i lati di un di-agono secondo il simbolo aa, oppure i lati di un quadrato
secondo il simbolo abab;

a

a

a

a

bb

questa seconda costruzione rende chiaro che P contiene nastri di Mœbius, e dunque non è orientabile.
Si può descrivere con un ben noto atlante formato di tre piani affini (si tratta del “solito piano
proiettivo reale” ottenuto dal disco modulo antipodia del bordo...).

1.3. Chirurgia sulle superficie. Gli esempi visti sono stati costruiti partendo da poligoni
piani con un numero pari di lati, ed identificandone a coppie i lati; implicitamente abbiamo dato alla
superficie risultante la topologia quoziente della relazione di equivalenza che consiste nella identifi-
cazione dei lati nel modo via via indicato. Si osservi per inciso che in tutti i casi i vertici del poligono
vengono tutti identificati in un unico punto della superficie.

Parleremo di “chirurgia delle supeficie” quando passeremo da una rappresentazione di una super-
ficie come “poligono modulo identificazione di lati” ad un’altra tale rappresentazione senza alterarne
la topologia e la struttura di superficie reale.

Per esempio possiamo osservare che:

1.3.1. Sia P che K si ottengono incollando (in modo diverso) un disco D ad un nastro di
Mœbius.

a

a

bb

a

a

bb d
c a

bb

d

c d

c

a

a

bb

a

a

bb d
c a

bb

d

c d

c

In particolare, togliendo un disco D a P (oppure a K) si ottiene un nastro di Mœbius.
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I.1. Superficie reali compatte: definizione, esempi. 7

1.3.2. L’otre K si ottiene come unione di due nastri di Mœbius.
a

a

b

b′

b′′

b

b′

b′′
c

d

a
b

b′
b′′

b
b′

b′′

c

d
c

d

In particolare si osservi come vengono incollati i bordi dei due nastri per ottenere l’otre.

1.4. Somma connessa. L’operazione chirurgica più importante per la classificazione delle
superficie reali compatte è la somma connessa. Date due superficie S1 ed S2, la somma connessa
S1#S2 si ottiene tramite la costruzione seguente: si sceglie un disco Di su Si e un omeomorfismo
ϕ : B1 → B2 tra i bordi dei due dischi; allora S1#S2 è la superficie che si ottiene incollando secondo
ϕ i due bordi Bi delle superficie bucate Si rDi. Scrivere per bene il procedimento. Come si ottiene
un atlante per S1#S2 a partire da atlanti di S1 ed S2?
Vediamo alcune proprietà evidenti (uguaglianza significa essere canonicamente isomorfi):

1.4.1. S1#S2 = S2#S1.
1.4.2. (S1#S2)#S3 = S1#(S2#S3).
1.4.3. S#S = S (∀S).

Dunque # è operazione commutativa ed associativa, con elemento neutro S; ma non esiste in generale
il simmetrico di un fissato elemento S.
Vediamo alcuni esempi importanti per la classificazione:

1.4.4. K = P#P. L’abbiamo osservato prima: togliendo un disco al piano proiettivo di ottiene
un nastro di Mœbius, ed incollando due nastri per il bordo si ottiene un’otre di Klein.

1.4.5. K#P = T#P. Questa formula è sorprendente, e si può verificare a partire dalla seguente:
K#M = T#M , poiché P si ottiene con opportune identificazioni da M . Il punto essenziale è che
sia K sia T si ottengono da cilindri per identificazione dei bordi (in due modi diversi), e la somma
amalgamata di qualunque superficie S con un cilindro è semplicemente la superficie stessa a cui sono
stati rimossi due dischi; questi due dischi sono poi incollati per il bordo seguendo le identificazioni
richieste.

1.4.6. T#P = P#P#P. È una conseguenza delle prime due osservazioni. Però non si può
“cancellare” P e scrivere che T sia P#P, altrimenti anche T e K sarebbero uguali!

1.4.7. Somma connessa di n tori. Si può rappresentare come un poligono con 4n lati con
i bordi identificati secondo la sequenza a1b1a1b1a2b2a2b2 · · · anbnanbn. Si può vedere facilmente per
induzione a partire dalla seguente costruzione, che serve sia per il caso base che per il passo induttivo:

a

a

b

b

c

c

d

d

e e

a

a

b

b

d

d

c

c

e

a

a

b

b

d

d

c

c

1.4.8. Somma connessa di n piani proiettivi. Si può rappresentare come un poligono con
2n lati con i bordi identificati secondo la sequenza a1a1a2a2 · · · anan. Si può vedere facilmente per
induzione a partire dalla seguente costruzione, che serve sia per il caso base che per il passo induttivo:

a

a

b

b

e e

a

a

b

b

e

a

a

b

b

Dip.Mat. (Un.Padova) M.Cailotto c©2005-∞



8 Superficie reali compatte. I.2.

2. Triangolazioni e Caratteristica di Eulero-Poincaré.

Il triangolo euclideo standard ∆ è la regione del piano reale descritta dall’inviluppo convesso dei
punti O (origine), O + e1, O + e2 (versori degli assi), ovvero ∆ = {

(
x
y

)
: 0 6 x, y, x+y 6 1}. Qualche

volta conviene usare triangoli equilateri, nel qual caso si considerano come vertici le tre radici cubiche
dell’unità nel piano di Gauss oppure i tre punti unità degli assi coordinati dello spazio usuale. Scrivere
esplicitamente un omemorfismo del triangolo euclideo nel triangolo equilatero standard.

Se S è una superficie, un triangolo di S è una mappa iniettiva e continua τ : ∆ → S che sia un
omeomorfismo sull’immagine. Chiamiamo lati e vertici dei triangoli di S le immagini dei lati e dei
vertici dei corrispondenti triangoli euclidei.

2.1. Definizione-Teorema (Triangolazioni). Una triangolalazione di una superficie reale
S è una collezione di triangoli di S tale che:
(1) ogni punto P di S che non sia un vertice e non appartenga ad un lato, appartiene ad un unico

triangolo che ne è un intorno;
(2) ogni punto P di S che non sia un vertice ma appartenga ad un lato, appartiene ad esattamente

due triangoli che si intersecano esattamente in quel lato, e la cui unione è un intorno di P ;
(3) ogni punto P di S che sia un vertice appartiene ad un numero finito di triangoli che sono numerabili

in modo tale che ciascuno abbia esattamente un lato in comune con il successivo nell’ordine ciclico,
e l’unione di tutti è un intorno di P .

Ogni superficie reale ammette una triangolazione; una superficie è compatta se e solo se ammette
una triangolazione finita (e allora tutte lo sono). Vale anche il viceversa in questo senso: uno spazio
topologico separato e connesso è una superficie reale se e solo se ammette una triangolazione.

La dimostrazione di questo fatto non è banale. Ovviamente possiamo per definizione ricoprire
la superficie S con un insieme (finito se compatta) di (immagini omemorfe di) dischi chiusi; nel caso
che ogni bordo di tali dischi sia diviso in un numero finito di segmenti dai bordi degli altri dischi, il
risultato diventa facile: abbiamo a disposizione una “poligonazione” della superficie, e per ottenerne
una triangolazione basta suddividere ogni poligono in triangoli. Tuttavia può presentarsi in caso in
cui bordi di dischi si incontrano in infiniti punti, e per ricondursi al caso “finito” occorre un argomento
delicato di deformazione dei bordi. �

2.2. Esempi.
2.2.1. Sfera. Alcune possibili triangolazioni della sfera vista come di-agono, alcune delle quali

non rispettano la nostra definizione:

(si provi a disegnare tali triangolazioni sulla superficie sferica; si contino vertici, lati e triangoli).
2.2.2. Toro. Alcune possibili triangolazioni del toro visto come quadrangolo, alcune delle quali

non rispettano la nostra definizione:

(si provi a disegnare tali triangolazioni sulla superficie torica; si contino vertici, lati e triangoli).
2.2.3. Otre di Klein. Esercizio.
2.2.4. Piano proiettivo. Alcune possibili triangolazioni del piano proiettivo visto come di-

agono, alcune delle quali non rispettano la nostra definizione:
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I.2. Triangolazioni e Caratteristica di Eulero-Poincaré. 9

(si contino vertici, lati e triangoli). Si osservi che togliendo il triangolo centrale alla prima triango-
lazione si ottiene un nastro di Mœbius.

2.2.5. Somme connesse. Facile esercizio.

2.3. Definizione-Teorema (Caratteristica di Eulero-Poincaré). Data una superficie
S, e una sua triangolazione T , siano t il numero di triangoli, e il numero di lati, v il numero di vertici.
La caratteristica di Eulero-Poincaré di S è per definizione l’intero χ(S) = t − e + v. Tale intero non
dipende dalla triangolazione scelta, ma solo dalla superficie S.

Infatti, date due triangolazioni di una superficie, possiamo trovarne un’altra che è un raffinamento
di entrambe, nel senso che ogni triangolo di ciascuna delle due è formato dalla unione di triangoli del
raffinamento comune (questo fatto non è proprio banale, e richiede un argomento simile a quello del
teorema precedente, per evitare che un lato sia diviso in infiniti segmenti). Di conseguenza, basta
confrontare le caratteristiche di Eulero-Poincaré di una triangolazione e di un suo raffinamento. Ma
ogni raffinamento si ottiene con un numero finito di operazioni simili ai seguenti tipi:
(1) aggiungere un nuovo vertice interno ad un triangolo, e come lati i segmenti dal nuovo vertice ai

tre vertici del triangolo: vi sono un vertice, tre lati e due triangoli più di prima;
(2) aggiungere un nuovo vertice interno ad un lato, e due lati che congiungono il nuovo vertice con i

vertici opposti a quel lato dei due triangoli che lo condividono: vi sono un vertice, tre lati (dove?)
e due triangoli più di prima;

(3) aggiungere un nuovo vertice interno ad un lato per i tre lati di un triangolo, il triangolo che
li congiunge, e tre nuovi lati che congiungono i nuovi vertici ai vertici opposti dei tre triangoli
adiacenti: vi sono tre vertici, nove lati e sei triangoli più di prima;

e in ogni caso si vede che la caratteristica di Eulero-Poincaré non è variata.
Una alternativa è di mostrare che si può passare da una triangolazione di S ad una qualsiasi

altra tramite un numero finito di “poligonazioni”, con operazioni che non modificano il valore della
caratteristica di Eulero-Poincaré (estendendo la definizione nel modo ovvio alle poligonazioni di una
superficie). �

2.4. Esempi.
2.4.1. Sfera. χ(S) = 2.
2.4.2. Toro. χ(T) = 0.
2.4.3. Otre di Klein. χ(K) = 0.
2.4.4. Piano proiettivo. χ(P) = 1.
2.4.5. Somme connesse. χ(S1#S2) = χ(S1) + χ(S2)− 2. In particolare si ha:

χ(#n
i=1T) = 2− 2n,

χ(#n
i=1P) = 2− n,

χ(P#(#n
i=1T)) = 1− 2n,

χ(K#(#n
i=1T)) = −2n.

2.5. Problema: poliedri regolari. Usando la nozione di triangolazione, e sapendo che
la caratteristica di Eulero-Poicaré della sfera è 2, si mostri che vi sono solo cinque poliedri regolari
(tetraedro: 4 triangoli, cubo: 6 quadrati, octaedro: 8 triangoli, dodecaedro 12 pentagoni, icosaedro: 20
triangoli) specificando quali poligoni regolari si usano, quanti, e quanti si incontrano in ogni vertice.
Conviene per esempio chiamare n il numero di poligoni, L il numero di lati di ogni poligono, V il
numero di poligoni che si incontrano in un vertice; si hanno allora n poligoni, nL/2 lati, nL/V vertici
nella poligonazione, e la relazione di Eulero permette di limitare L < 6, poi V (< 6, 6 3, 6 3
rispettivamente per L = 3, 4, 5), e infine gli n possibili.

Si veda per esercizio: http://darkwing.uoregon.edu/ koch/java/FourD.html
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10 Superficie reali compatte. I.3.

3. Genere Topologico e Classificazione.

3.1. Definizione (Genere Topologico). Data una superficie S, definiamo il genere
topologico di S come l’intero dato da:

g(S) =

{
2− χ(S)

2
se S orientabile

2− χ(S) altrimenti.

Dunque abbiamo che

χ(S) =

{
2− 2g(S) se S orientabile
2− g(S) altrimenti.

3.2. Esempi.
3.2.1. Sfera. g(S) = 0.
3.2.2. Toro. g(T) = 1.
3.2.3. Otre di Klein. g(K) = 2.
3.2.4. Piano proiettivo. g(P) = 1.
3.2.5. Somme connesse. g(S1#S2) = g(S1) + g(S2) se le superficie sono entrambe orientabili

o entrambe non orientabili; g(S1#S2) = 2g(S1) + g(S2) se S1 è orientabile e S2 è non orientabile (nel
qual caso S1#S2 non è orientabile). In particolare:

g(#n
i=1T) = n,

g(#n
i=1P) = n,

g(P#(#n
i=1T)) = 2n+ 1,

g(K#(#n
i=1T)) = 2n+ 2.

3.3. Teorema (di classificazione delle superficie reali compatte). A meno di
omeomorfismi, le superficie reali compatte si classificano nel modo seguente: sfera (rappresentazione
poligonale aa, genere 0), somma connessa di n tori (rappresentazioni poligonali a1b1a1b1 · · · anbnanbn,
genere n), somma connessa di n piani proiettivi (rappresentazioni poligonali a1a1 · · · anan, genere n).
Pensando in termini di genere: per g = 0 vi è solo la sfera, per ogni genere g positivo vi sono due
superficie, una orientabile (somma connessa di g tori) e una non orientabile (somma connessa di g
piani proiettivi reali).
Equivalentemente: ogni superficie reale compatta orientabile è una sfera oppure la somma connessa
di n tori, e ogni superficie reale compatta non orientabile è la somma connessa di una superficie reale
orientabile e di un piano proiettivo o di un’otre di Klein.

La dimostrazione di questo teorema è un esercizio di chirurgia delle superficie; bisogna mostrare
che ogni superficie reale compatta si può rappresentare con uno dei poligoni (modulo identificazione
dei lati) che abbiamo visto essere delle forme canoniche per le somme connesse di tori e piani proiettivi.
Procediamo in due passi, uno geometrico e uno algebrico:

Nel primo, si sceglie una triangolazione della superficie, e se ne ottiene un modello formato da un
poligono piano con un numero pari di lati i quali devono essere a due a due identificati per ottenere
la superficie di partenza. Questo si ottiene scegliendo un ordine nell’insieme dei triangoli tale che
l’i-esimo triangolo τi abbia un lato in comune, sia ei, con almeno uno dei precedenti. Allora è chiaro
che possiamo disporre sul piano i triangoli euclidei (equilateri) in modo da rispettare la comunanza
dei lati corrispondenti, ed ottenere una figura poligonale piana come detto, e tale che la superficie di
partenza si ottiene come quoziente topologico del poligono (la mappa dal poligono alla superficie è
chiusa, poiché è mappa continua da un compatto ad uno spazio separato, quindi la superficie ha la
topologia quoziente). Ora abbiamo un poligono con un numero pari di lati da identificare a due a due
in uno dei due possibili modi; scegliendo un senso di percorrenza del bordo possiamo rappresentare la
figura tramite una sequenza di lettere

abbcadcdefefgg...

dove ogni lettera compare due volte e può comparire semplice o soprallineata a seconda che si presenti
nel verso di percorrenza o meno. Dobbiamo quindi, tramite chirurgia, ridurre questo simbolo a uno
di quelli standard.

Nel secondo, si riducono tutte le possibili parole a quelle standard. Diciamo rappresentazione
poligonale una qualsiasi sequenza di lettere, ciascuna occorrente due volte semplice o sovrallineata
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I.3. Genere Topologico e Classificazione. 11

(come sopra, rappresentano i lati da identificare per ottenere la superficie dal poligono), e introduciamo
le seguenti regole di equivalenza (usiamo le lettere romane per i lati, lettere greche per sequenze di
lati):
(a) cancellazione: aa ∼ ∅ (rappresentazione poligonale della sfera);
(b) ciclicità: aα ∼ αa;
(c) reversibilità: α ∼ α (il segnato di una sequenza è la sequenza dei segnati nell’ordine inverso, e

a = a);
(d) coppie concordi: αaβa ∼ αβaa (o equivalentemente, usando la reversione, αaβa ∼ αaaβ);
(e) coppie discordi: αaββ′a ∼ αaβ′βa.
Le prime tre regole sono ovvie, le ultime due si giustificano con la chirurgia usuale:

a

a

a′
βα

α

β

a

a′

a′

e

a

a

a′
β

β′
α

α

β

β′
a

a′

a′

Facciamo subito notare alcune conseguenze facili:
(d′) la regola per le coppie concordi si generalizza facilmente in

αaββ′a ∼ αβ′aβa ∼ αaβ′aβ ∼ αβ′aaβ

Osserviamo anche che le regole (d) ed (e), usando la ciclicità, si generalizzano lasciando invariata una
eventuale coda γ, cioè: αaβaγ ∼ αβaaγ e αaββ′aγ ∼ αaβ′βaγ.
(f) Blocchi completi di lettere sono mobili (giustificazione euristica: si tratta di una superficie

sommata-connessa, quindi si può spostare dove si vuole): basta dimostrarlo per piani proiettivi
e tori. Per i piani proiettivi è facile: αaaβ ∼ αβaa (passando attraverso αaβa), e si generalizza
in αaaβγ ∼ αβaaγ. Per i tori abbiamo αababβ ∼ αβabab perché

αababβ ∼ βabaαb ∼ βabαab ∼ βaαbab ∼ aαβbab ∼ αβbaba

e si generalizza in αababβγ ∼ αβababγ.
Segnaliamo anche le facili osservazioni che:
(1) K = P#P perché aabb ∼ abab;
(2) T#P = P#P#P perché aabbcc ∼ abacbc ∼ ab bc ac;
(3) di conseguenza risulta T#P = K#P, ma non si può cancellare P.
Vediamo allora la dimostrazione del teorema di classificazione:
(1) possiamo prima di tutto associare e scorporare tutte le coppie di lettere concordi che compaiono:

si tratta di una somma connessa di piani proiettivi:

αaβaγ ∼ αβaaγ ∼ αβγaa

e restano allora solo coppie discordi;
(2) se una coppia discorde è separata da un’altra coppia discorde, possiamo associarle in un toro e

scorporarlo:
αaβbγaδbε ∼ αabγβaδbε ∼ ababεαδγβ

e si continua con εαδγβ fino a scorporare tutti i tori possibili;
(3) restano allora solo coppie discordi, non divise da altre coppie discordi: facendo induzione sulla

distanza tra le due occorrenze di una lettera si arriva ai casi aa che si cancellano. �

3.4. Teorema (di classificazione delle superficie reali compatte, seconda forma).
Due superficie reali compatte sono omeomorfe se e solo se sono entrambe orientabili o entrambe non
orientabili, e hanno lo spesso genere oppure hanno la stessa caratteristica di Eulero-Poincaré.

3.4.1. Riassunto:
car\g 0 1 2 3 · · · n · · ·
or S T T#2 T#3 · · · T#n · · ·
nor P P#2 P#3 · · · P#n · · ·
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12 Superficie reali compatte. I.4.

3.5. Significati topologici. In particolare, ogni superficie reale compatta orientabile di genere
n è omeomorfa ad una sfera con n manici, oppure a un toro con n buchi (primo significato topologico
del genere). E ogni superficie reale compatta non orientabile di genere n è omeomorfa alla somma
connessa di un toro con n buchi con un piano proiettivo oppure con un’otre di Klein?

Il genere n di una superficie si può interpretare topologicamente in questi termini:

3.5.1. n è il massimo numero di cammini chiusi disgiunti che si possono togliere da una superficie,
facendo in modo che rimanga ancora uno spazio connesso.

3.5.2. 2n è il massimo numero di cammini chiusi senza componenti comuni che si possono togliere
da una superficie, facendo in modo che rimanga ancora uno spazio connesso.

3.6. Problema. Studiare la superficie che si ottengono dai seguenti simboli per poligoni:

3.6.1. a1a2 · · · an−1ana1 a2 · · · an−1an (è una somma connessa di n piani proiettivi);

3.6.2. a1a2 · · · an−1ana1 a2 · · · an−1 an (è una somma connessa di [n/2] tori).

3.7. Problema. Nel caso di superficie compatte non orientabili, che cosa si può dire del
significato topologico del genere? In particolare, se il genere è n, quanti “buchi” ha la superficie?

3.8. Problema. Ogni parola con tutte le lettere doppie dà una superficie reale compatta?

4. Rivestimenti ramificati e Teorema di Riemann-Hurwitz.

4.1. Definizione (Rivestimento ramificato). Una mappa continua f : X → Y di
superficie reali è detta un rivestimento (con n fogli) ramificato (lungo E sottinsieme finito di X) se
valgono le seguenti condizioni:

(1) f è suriettiva, chiusa e a fibre finite;

(2) f ristretta a X r f−1(f(E))→ Y r f(E) è rivestimento (con n fogli), cioè per ogni y ∈ Y r f(E)
esiste un intorno aperto V tale che f−1V è unione disgiunta di n aperti omeomorfi a V tramite
f (“una pila di dischi sopra V ”).

4.1.1. Si noti dalla definizione che per ogni y ∈ Y si ha che la fibra f−1y è finita, con
esattamente n elementi se y /∈ f(E). Denotiamo con e(f) = n il numero di fogli del rivestimento
X r f−1(f(E))→ Y r f(E).

4.1.2. Ramificazione in un punto. Per ogni x ∈ X e per ogni intorno U sufficientemente
piccolo di x abbiamo che la restrizione f|U : U → f(U) è un rivestimento fuori di x; definiamo ex,U (f)
il numero di fogli di f|U . Tale funzione a valori interi è descrescente sul filtro degli intorni di x, e
quindi diventa stabile per U sufficientemente piccolo: sia ex(f) tale valore. Diciamo che il punto
x è semplice se ex(f) = 1, di ramificazione altrimenti. Definiamo la ramificazione di f in x come
ramx(f) = ex(f)− 1 (dunque nulla sse il punto è semplice).

4.1.3. Ramificazione di f . La ramificazione (totale) di f è definita dalla somma ram(f) =∑
x∈X ramx(f) (si noti che solo x ∈ E, che possiamo supporre uguale a f−1(f(E)), possono dare

contributo positivo).

4.1.4. Punti, valori e luoghi di ramificazione. Per ogni y ∈ Y abbiamo f−1y =
{x1, . . . , xr} ove

∑
i exi

(f) = e(f) e poniamo r = e(f)−
∑
i ramxi

(f).

0

0

0

0 0

0

0

01

1

1

0

0 3

2

0

(il disegno suggerisce un rivestimento ramificato con quattro fogli, specificando la ramificazione in
alcuni punti.)

Si dicono punti di ramificazione (ramification points) i punti x di X con ramx(f) > 1, valori di
ramificazione (branch points) i punti y di Y nella cui fibra c’è almeno un punto di ramificazione (si
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tratta dei punti che hanno meno di e(f) antimmagini distinte per f); l’insieme dei punti di ramifi-
cazione si dice luogo di ramificazione (ramification lucus), l’insieme dei valori di ramificazione si dice
anche luogo di ramificazione (branch lucus).

4.1.5. Esempi fondamentali. Si considerino le mappe fn : C→ C date da fn(z) = zn ristrette
al disco unitario chiuso. L’unico punto di ramificazione è l’origine, in cui tutti gli n fogli si incrociano.
Cosa succede se consideriamo f∞ : C→ C data da f∞(z) = ez?

4.2. Teorema (Riemann-Hurwitz). Se f : X → Y è un rivestimento ramificato di superficie
reali compatte orientabili, allora vale la seguente relazione tra le caratteristiche di Eulero-Poincaré:

χ(X) = e(f)χ(Y )− ram(f)

e dunque tra i generi:

g(X) = e(f)(g(Y )− 1) +
ram(f)

2
+ 1

(in particolare, la ramificazione è pari).

Infatti, possiamo trovare una triangolazione di Y e una corrispondente triangolazione di X tali che
ogni punto di ramificazione in Y sia vertice di esattamente e(f) triangoli tali che le loro antimmagini
siano triangoli disgiunti in X eventualmente con un vertice comune. Allora abbiamo tX = e(f)tY
per il numero di triangoli, eX = e(f)eY per il numero di lati, e vX = e(f)vY −

∑
x(ex(f) − 1) per il

numero di vertici, da cui segue la formula per la caratteristica di Eulero-Poincaré di X. La formula
per il genere ne è una conseguenza immediata. �

4.2.1. Poiché e(f) > 1 e ram(f) > 0, abbiamo che g(X) > g(Y ):

g(X) = e(f)(g(Y )− 1) +
ram(f)

2
+ 1 > (g(Y )− 1) + 1 = g(Y )

e dunque non possono esistere rivestimenti ramificati da superficie di genere minore a superficie di
genere maggiore. In particolare non esistono rivestimenti ramificati dalla sfera al toro.

4.2.2. Nel caso di avere g(X) = g(Y ) abbiamo le seguenti situazioni:

g(X) = g(Y ) =

 0 allora ram(f) = 2(e(f)− 1) (ramificazione tra sfere)
1 allora ram(f) = 0 (tra tori non c’‘è ramificazione)
> 1 allora e(f) = 1, ram(f) = 0 e f è un isomorfismo

(i primi due casi sono facili, per il terzo si consideri l’espressione con le caratteristiche di Eulero-

Poincaré: e(f) = χ(X)+ram(f)
χ(Y ) = 1 + ram(f)

χ(Y ) 6 1, visto che χ(Y ) < 0).

4.2.3. Nel caso di avere g(X) > g(Y ) abbiamo le seguenti situazioni:

g(Y ) =

 0 allora ram(f) = 2(g(X) + e(f)− 1) > 2(g(X) + 1)
1 allora ram(f) = 2(g(X)− 1)
> 1 allora ram(f) = 2(g(X)− e(f)g(Y ) + e(f)− 1) 6 2(g(X)− 2g(Y ) + 1)

(per il primo e l’ultimo si ricordi che e(f) > 2).
4.2.4. Notiamo esplicitamente che nel caso g(Y ) = 0 (rivestimenti della sfera) la formula diviene

particolarmente facile e utile:

g(X) = 1− e(f) +
ram(f)

2
(useremo questa formula nel prossimo paragrafo).
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5. Genere di Curve Algebriche Piane Complesse: formule di Plücker.

5.1. Vogliamo applicare la formula di Riemann-Hurwitz per il calcolo del genere di curve
proiettive piane complesse. Se la curva non è singolare, essa è una superficie reale in base al teorema del
Dini, che ne fornisce delle carte locali. Nel caso invece che la curva sia singolare, anticipiamo che come
genere della curva intenderemo il genere della sua normalizzazione in quanto Superficie di Riemann.
Questa si ottiene sostituendo opportuni intorni dei punti singolari con opportune parametrizzazioni
dei rami di quei punti: ai fini attuali possiamo sostituire la curva C con l’insieme dei suoi posti (invece
che dei suoi punti, si cambia qualcosa solo per i punti singolari).

5.2. L’argomento chiave su cui si basano le nostre applicazioni alle curve algebriche è il seguente.
Sia C la curva proiettiva piana di equazione f(X0, X1, X2) = 0 di grado d. Eventualmente cambiando

il riferimento possiamo supporre che
(

0
0
1

)
/∈ C e che la retta impropria X0 = 0 non sia tangente a C .

Sia e = degX2
f e consideriamo la mappa π : C → P1(C) che manda (X0, X1, X2) in (X0, X1) (nella

parte affine manda (X,Y ) in X, una “proiezione”). Allora i punti di ramificazione di π sono tutti
e soli quelli con tangente “verticale”, cioè i punti della curva C che appartengono anche alla polare

C ′ di C rispetto a
(

0
0
1

)
(ma non alla retta impropria). Si tratta dei punti affini che soddisfano alle

equazioni f = 0 e ∂
∂X2

f = 0.
Possiamo allora usare la formula di Riemann-Hurwitz per π e scrivere che g(C ) = 1−e+ram(π)/2,

osservando che eP (π) = ordyf(x, Y ) e ramP (π) = ordy
∂
∂Y f(x, Y ) se P =

(
x
y

)
.

5.2.1. In qualche caso si possono fare i conti anche violando le condizioni richieste.

5.3. Caso di curve non singolari. Se C è non singolare, e il suo grado è d, possiamo
supporre d = degX2

f , e basta calcolare i punti di intersezione di C con la polare C ′ = Pe2(C ),
che sono esattamente d(d− 1) per il teorema di Bézout (più precisamente, per punti lisci P abbiamo
ramP (π) = mP (C ,C ′)). Dunque risulta:

g(C ) = 1− d+
d(d− 1)

2
=

(d− 1)(d− 2)

2

(formula genere-grado per curve proiettive piane lisce). In particolare abbiamo la seguente tabella
grado-genere:

grado 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
genere 0 0 1 3 6 10 15 21 · · ·

da cui si nota che rette e coniche sono entrambe di genere zero (curve razionali), e che non esistono
curve piane lisce di generi 2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, . . .. Vedremo comunque in futuro
che esistono curve algebriche proiettive lisce immerse in qualche Pn (anche con n = 3) di ogni genere.

5.4. Caso di curve iperellittiche. Se consideriamo le curve di equazione Y 2 =
∏m
i=1(X−αi)

(αi 6= αj se i 6= j) sappiamo che l’unico punto singolare è il punto improprio dell’asse Y , e con tangente
esattamente la retta impropria. Tuttavia, la proiezione sull’asse delle X è chiaramente un rivestimento
ramificato con due fogli, sono di ramificazione (uno) tutti i punti della curva sull’asse delle X, e
l’unica incertezza riguarda il comportamento del punto improprio, che potrebbe portare ramificazione
1 oppure 0. D’altra parte, poiché la ramificazione totale dev’essere pari, risulta necessariamente
questo: se m = 2n è pari, allora il punto improprio non ramifica, se m = 2n+1 è dispari, allora il
punto improprio ha ramificazione 1. Quindi abbiamo

g(C ) =

{
1− 2 + 2n/2 = n− 1 se m = 2n
1− 2 + (2n+ 2)/2 = n se m = 2n+1.

Otteniamo quindi la seguente tabellina che distingue di casi pari e dispari delle iperellittiche:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
genere m = 2n 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
genere m = 2n+1 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·

da cui si osserva che ogni genere può essere realizzato da curve proiettive piane (iperellittiche), anche
se si tratta quasi sempre di curve singolari. Si noti anche che curve ellittiche (iperellittiche di grado
3, non singolari) e iperellittiche di grado 4 sono ambedue di genere 1:

grado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 · · ·
genere 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 · · ·
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In alternativa, o per conferma, si poteva ricordare che il punto singolare delle curve iperellittiche
presenta due posti nel caso di grado pari (quindi non ramificato), e un solo posto nel caso di grado
dispari (quindi un solo punto, ramificato).

5.5. Caso di curve singolari. Per trattare in generale il caso di curve singolari, bisogna
nel ragionamento generale prima esposto tener conto di quanto i punti singolari contribuiscono alla
intersezione della curva con la polare descritta, e di quanto effettivamente essi contribuiscano alla
ramificazione totale. Siccome ogni punto è sostituito dai propri posti opportunamente parametrizzati,
è importante capire la ramificazione in tali posti.

Conviene perciò che il sistema di riferimento sia tale che nessuna tangente nei punti singolari
sia una retta “verticale”. Per ogni tale punto P possiamo distinguere i rami Pi; allora è chiaro che
ciascuno contribuisce con mPi

(C ′) al calcolo di intersezione di C con C ′, mentre dal procedimento di
normalizzazione sarà chiaro che contribuisce con mPi

− 1 alla ramificazione totale (una parametriz-
zazione del posto sarà del tipo

(
z
zm

)
e la mappa localmente si comporta come z 7→ zm). Questo porta

alle formule di Plücker generalizzate per il genere:

g(C ) =
(d− 1)(d− 2)

2
−
∑

P∈C (mP(C ′)−mP + 1)

2
ove la somma è estesa a tutti i posti sui punti singolari di C . Questa formula si può usare con una
polare generica C ′ e anche usando polari diverse da posto a posto, purché per ogni posto si usi una
polare generica per quel posto, cioè tale che mP(C ′) sia minimo tra le polari.

In particolare abbiamo i seguenti casi speciali:

5.5.1. Nodi. Un nodo ha due posti lineari, ciascuno dei quali ha molteplicità di intersezione 1 con
la polare, e dà contributo nullo alla ramificazione; quindi ogni nodo contribuisce con −(1 + 1)/2 = −1
alla formula generalizzata.

5.5.2. Cuspidi. Una cuspide ordinaria ha un solo posto di molteplicità 2, ha molteplicità di
intersezione 3 con la polare, e dà contributo 1 alla ramificazione; quindi ogni nodo contribuisce con
−(3− 1)/2 = −1 alla formula generalizzata.

5.5.3. Curve di Plücker. Quindi per curve di Plücker, cioè curve che hanno solo nodi e
cuspidi ordinarie come singolarità, abbiamo che

g(C ) =
(d− 1)(d− 2)

2
− τ − κ ,

ove τ è il numero dei nodi, e κ quello delle cuspidi. In particolare, coincide con la deficienza della
curva C .

5.5.4. Punti ordinari. Un punto ordinario m-uplo ha m posti lineari, ciascuno dei quali ha
molteplicità di intersezione m−1 con la polare, e dà contributo nullo alla ramificazione; quindi ogni
punto ordinario contribuisce con −m(m−1)/2 alla formula generalizzata.

5.5.5. Supercuspidi ordinarie. Una supercuspide ordinaria di molteplicità r (come punto
singolare) ha un solo posto di molteplicità r, ha molteplicità di intersezione r2 − 1 con la polare, e dà
contributo r−1 alla ramificazione; quindi ogni supercuspide ordinaria contribuisce con −(r2−1− r+
1)/2 = −r(r − 1)/2 alla formula generalizzata.

5.5.6. In particolare, per curve che abbiano solo singolarità ordinarie o supercuspidi ordinarie
abbiamo una formula per il genere data da

g(C ) =
(d− 1)(d− 2)

2
−
∑
P mP (mP − 1)

2
,

ove la somma è estesa ai punti singolari e mP è la molteplicità dei punti.

5.5.7. Problema. Determinare il contributo alla formula generalizzata di singolarità di molteplicità
due, con unica tangente che interseca la curva con molteplicità p > 3 (il caso p = 3 è quello delle
cuspidi ordinarie); conviene distinguere i casi pari e dispari di p.

Altro caso interessante è quello di punti di molteplicità m, con una unica tangente che interseca
la curva con molteplicità p > m+ 1 (il caso p = m+ 1 è quello delle supercuspidi ordinarie).

5.5.8. Problema. Che cosa succede se qualche posto P (su punti singolari) della curva ha come
tangente la direzione di proiezione della mappa che stiamo usando? Si mostri che il contributo alla
ramificazione diventa mP + cP − 1.
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5.5.9. Problema. Che cosa succede se si decide di proiettare da un punto P ∈ C verso una
retta r (ovviamente non contenente P )? È facile estendere per continuità la proiezione π definita da
CrP → r ad una mappa π : C → r (mandando ogni posto P di centro P nell’intersezione con r
della sua tangente), e si vede trattarsi di un rivestimento con d(C ) −mP (C ) fogli. Poi si vede che
mP(π) = mP(tP)−mP = cP, da cui si ricava ramP(π) = cP − 1.

5.6. Altri esempi.

5.6.1. Le curve di equazioni Y 3 =
∏m
i−1(X − αi) con m > 4 (e αi 6= αj se i 6= j) hanno genere

dato da

g(C ) =

{
m− 2 se d ≡ 0(3)
m− 1 altrimenti.

Dunque otteniamo questa tabellina grado-genere:

grado 4 5 6 7 8 9 10 11 12 · · ·
genere 3 4 4 6 7 7 9 10 10 · · ·

5.6.2. Le curve di equazioni Y 4 =
∏m
i−1(X − αi) con m > 5 (e αi 6= αj se i 6= j) hanno genere

dato da

g(C ) =

 3m/2− 3 se d ≡ 0(4)
3m/2− 2 se d ≡ 2(4)
3(m+ 1)/2− 3 altrimenti.

Dunque otteniamo questa tabellina grado-genere:

grado 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 · · ·
genere 6 7 9 9 12 13 15 15 18 19 21 21 · · ·

5.6.3. Le curve di equazioni Y 5 =
∏m
i−1(X − αi) con m > 6 (e αi 6= αj se i 6= j) hanno genere

dato da

g(C ) =

{
2m− 4 se d ≡ 0(5)
2m− 2 altrimenti.

Dunque otteniamo questa tabellina grado-genere:

grado 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 · · ·
genere 10 12 14 16 16 20 22 24 26 26 30 · · ·

5.6.4. Per esercizio, esplorare il caso di curve di equazioni Y n =
∏m
i−1(X − αi) con m > n+1

(e αi 6= αj se i 6= j).

5.7. Problemi. Determinare, sia tramite analisi dei posti e formule di Plücker, sia tramite
opportune mappe di rivestimento ramificato della retta proiettiva (per esempio le proiezioni sugli assi
coordinati), il genere delle seguenti curve piane:

(5.7.1) Xn
1 +Xn

2 = Xn
0 (Fermat)

(5.7.2) (X + Y )(X − Y ) = X4 + Y 4

(5.7.3) Y 2 = X3 + Y 4

(5.7.4) Y 2 = X4 + Y 3

(5.7.5) Y 2 = X4 +XY 3

(5.7.6) Y 2 = X4 + Y 4

(5.7.7) (Y −X2)2 = Y 3

(5.7.8) (Y −X2)2 = XY 3

(5.7.9) XY (X − Y ) = X4 + Y 4

(5.7.10) Y 2X = X4 + Y 4

(5.7.11) Y 3 = X4

(5.7.12) (X − 1)(X + Y )(X − Y ) = X4 + Y 4

(5.7.13) (X + Y )(X − Y ) = X4

(5.7.14) (X + Y )(X − Y ) = X5 + Y 5

(5.7.15) X2 = Y 5

(5.7.16) (Y −X2)2 = Y 5

(5.7.17) (Y −X2)2 = Y 5 +XY 4

(5.7.18) XY (X − Y ) = Y 5 +X5
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(5.7.19) X2Y = Y 5 +X5

(5.7.20) X3 = Y 5

(5.7.21) X(Y −X2)2 = Y 4

(5.7.22) X(Y −X2)2 = Y 5

(5.7.23) X4 = Y 5

(5.7.24) X3Y = X5 + Y 5

(5.7.25) X2Y 2 = X5 + Y 5

(5.7.26) XY (X + 2Y )(X − 2Y ) = X5 + Y 5

(5.7.27) X2 + Y 3 = X5

(5.7.28) (X + Y )(X − Y ) = X5
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Capitolo II

Superficie di Riemann.

In questo capitolo, dopo un veloce richiamo delle nozioni legate alle funzioni olomorfe (funzioni di
variabile complessa differenziabili in senso complesso), diamo la definizione di supeficie di Riemann, di
funzioni e mappe olomorfe e meromorfe tra superficie di Riemann, e vedremo i primi esempi importanti.

0. Richiami di Analisi Complessa.

0.1. Definizione (Funzione olomorfa). Sia U un aperto di C. Una funzione f : U → C
si dice olomorfa se è derivabile in senso complesso, cioè se per ogni punto z ∈ U esiste il limite

lim
C3ε→0

f(z+ε)−f(z)
ε . Una funzione olomorfa su U = C si dice intera.

0.1.1. Si osservi che la condizione posta è molto forte, poiché si richiede di variare ε ∈ C: quindi
ε varia su tutto un intorno di 0 in C, e si sta “controllando” il comportamento di f in tutto un intorno
di ogni z ∈ U (e non solo, per esempio, sulle rette per z).

0.2. Condizioni di Cauchy-Riemann. Usando che C è in biiezione con R2, e le usuali iden-
tificazioni z = x + iy, f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) con u, v : R2 → R, dunque identificando
f : C → C con (u, v) : R2 → R2, si vede che f è olomorfa se e solo se (u, v) è differenziabile in senso
reale (come funzione di due variabili), e il suo differenziale in ogni punto è C-lineare come funzione
C → C. Per questo è necessario e sufficiente che il differenziale commuti con la “moltiplicazione per
i”, che è rappresentata in R2 dalla matrice

(
0 −1
1 0

)
.

Quindi una funzione f è olomorfa (differenziabile in senso complesso) se e solo se è differenziabile
in senso reale e vale la seguente relazione:( ∂u

∂x
∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

)(
0 −1
1 0

)
=

(
0 −1
1 0

)( ∂u
∂x

∂v
∂x

∂u
∂y

∂v
∂y

)
.

Questa condizione si traduce nelle due relazioni seguenti
∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂v

∂x
= −∂u

∂y

dette relazioni di Cauchy-Riemann.

0.3. Simbologia completa. Conviene forse richiamare la simbologia completa di derivazioni e
differenziali, con il dizionario complesso/reale:

z = x+ iy x = <(z), y = =(z)

z = x− iy
(
x
−y
)

=
(

1 0
0 −1

) (
x
y

)
iz = −y + ix

(−y
x

)
=
(

0 −1
1 0

) (
x
y

)
dz = dx+ idy dx = dz+dz

2

dz = dx− idy dy = dz−dz
2i

dz ∧ dz = −2idx ∧ dy

∂ = ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x − i

∂
∂y

)
∂
∂x = ∂

∂z + ∂
∂z

∂ = ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x + i ∂∂y

)
∂
∂y = i

(
∂
∂z −

∂
∂z

)
e possiamo allora scrivere che f è olomorfa se e solo se ∂f

∂z = 0, ovvero se e solo se fdz è una forma

differenziale chiusa (cioè il differenziale complesso d(fdz) = ∂(f)dz ∧ dz è nullo).
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0.3.1. Funzioni antiolomorfe. Si dice spesso che una funzione f = u + iv è antiolomorfa
se f = u − iv è olomorfa, cioè sse ∂f

∂z = 0, sse fdz è una forma differenziale chiusa, sse valgono le
antirelazioni di Cauchy-Riemann (esplicitare).

0.4. Integrazioni. Funzioni e differenziali di variabile complessa si possono integrare lungo
cammini nel modo usuale per varietà reali:
0.4.1. se γ : I → C (I intervallo reale, γ(x) ∈ C, continua) allora

∫
γ
fdz =

∫
I
(f ◦ γ) dx (∈ C), e se

ω è una 1-forma differenziale complessa,
∫
γ
ω =

∫
I
ω ◦ γ (∈ C);

0.4.2. se Σ : S → C (S aperto del piano reale, Σ(x, y) ∈ C, continua) allora
∫

Σ
fdz ∧ dz =∫

S
(f ◦Σ) dx ∧ dy (∈ C), e se η è una 2-forma differenziale complessa,

∫
Σ
η =

∫
S
η ◦Σ (∈ C).

0.4.3. Naturalmente, valgono le formule di Gauss-Green:
∫
∂Σ
ω =

∫
Σ
dω.

0.5. Teorema (Cauchy). Supponiamo f funzione di classe C 1 (in quanto funzione reale);
allora f è olomorfa se e solo se per ogni regione (aperto limitato) Σ si ha

∫
∂Σ
f(z)dz = 0.

0.6. Formule integrali di Cauchy. Se f è funzione olomorfa in z0 e limitata in un intorno
∆, allora per ogni z ∈ ∆ valgono:

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(ζ)
dζ

ζ − z
∂nf

∂zn
(z) =

n!

2πi

∫
∂∆

f(ζ)
dζ

(ζ − z)n+1

0.6.1. Sviluppi di Taylor. Conseguenze dalle formule integrali sono:
(a) una funzione è olomorfa se e solo se è indefinitamente differenziabile (dunque ammette sviluppo

di Taylor) e analitica (la sua serie di Taylor converge alla funzione);
(b) una funzione è olomorfa se e solo se è limite uniforme di polinomi in z.

0.7. Teorema (Liouville). Se f è funzione olomorfa intera, allora f è limitata se e solo se
è costante, ed è un polinomio (di grado minore ad n) se e solo se è o(|z|n).

0.7.1. Ordine di zero. Se f(z) =
∑
i>m ai(z−z0)i è lo sviluppo di Taylor di f in z0, e am 6= 0,

allora m si dice ordine di zero di f a z0; si scrive ordz0f(z) = min{m ∈ N : am 6= 0}.

0.8. Teorema (Principio di identità o continuazione analitica). Se f è funzione
olomorfa su un connesso, allora f è (identicamente) nulla se (e solo se) si annulla su un insieme con
un punto di accumulazione.

0.9. Teorema (Principio del massimo modulo). Se f è funzione olomorfa e z0 è punto
di massimo relativo per |f |, allora f è costante nella componente connessa di z0.

0.9.1. Ne segue subito che: se K → C è funzione continua non costante su un compatto
connesso K di C ed è olomorfa nell’interno, allora il modulo assume valore massimo nella frontiera di
K.

0.10. Teorema (Weierstrass-Vitali). Sia fn successione convergente uniformemente sui

compatti ad f . Se fn è olomorfa per ogni n allora f è olomorfa e le derivate f
(i)
n della successione

convergono uniformemente sui compatti alle derivate f (i) di f .

0.11. Teorema (M-test di Weierstrass). Se fn : U → C con U aperto di C sono
funzioni olomorfe limitate in modulo da una successione con somma convergente (‖fn‖U 6 Mn con∑
nMn convergente), allora la serie

∑
n fn converge ad una funzione olomorfa f , e la serie

∑
n f

(i)
n

delle derivate converge alla derivata f (i) di f (tutto uniformemente sui compatti).

0.12. Funzioni meromorfe e ordini di polo. Una funzione f : U → C si dice meromorfa in
z0 ∈ U se è olomorfa fuori di z0 e ammette uno sviluppo di Laurent finito (negativamente)

f(z) =
∑
i>−m

ai(z − z0)i con m > 0 .

Il punto z0 si dice un polo (isolato) di f , e l’intero m si dice l’ordine di polo di f a z0.
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0.12.1. Residui. Se f è meromorfa in z0, si dice residuo di f in z0 il numero complesso a−1

dello sviluppo di Laurent. Vale che

resx0f = a−1 =
1

2πi

∫
∂∆

f(ζ)dζ

ove ∆ è intorno di z0 ove f converge (questo segue dal fatto che l’integrale su un circuito attorno a
zero di 1/z vale 2πi, parametrizzando il circuito con e2πit per t ∈ [0, 1]). Ne segue il calcolo per residui
di integrali su circuiti.

0.12.2. Indicatore logaritmico. Se f è meromorfa e D è un disco chiuso senza poli di f nel
bordo, allora

1

2πi

∫
∂D

d log f = (numero di zeri) - (numero di poli) di f nel disco D.

ove d log f(z) = f ′(z)
f(z) dz è il differenziale logaritmico di f . Si tratta infatti di una funzione che presenta

poli semplici dove f ha poli e zeri, con residui pari alle molteplicità (positive per gli zeri, negative per
i poli). In particolare:

(a) se f ha uno zero di ordine m in z0, allora resz0
f ′(z)
f(z) = m;

(b) se f ha un polo di ordine m in z0, allora resz0
f ′(z)
f(z) = −m.

1. Superficie di Riemann, Funzioni e Mappe.

1.1. Definizione (Superficie di Riemann). Una Superficie di Riemann è una varietà
complessa di dimensione 1. Cioè è uno spazio topologico S hausdorff, a base numerabile e connesso
con ricoprimento aperto {Ui} e carte (omeomorfismi) ϕi : Ui → Vi, ove Vi sono aperti di C tali che le
mappe di transizione ϕi,j = ϕj ◦ ϕ−1

i : ϕi(Ui ∩ Uj)→ ϕj(Ui ∩ Uj) siano mappe olomorfe.

1.2. Esempi ovvi.
1.2.1. Gli aperti di C sono superficie di Riemann (non compatte).
1.2.2. In particolare sono Superficie di Riemann: C e C∗ = C r {0} (piano bucato), D(0, 1−)

(disco unità) e D∗(0, 1−) = D(0, 1−)r {0} (disco unità bucato), C(0, r, 1) = {z ∈ C : r < |z| < 1} per
r < 1 (corone).

1.2.3. Aperti di Superficie di Riemann sono Superficie di Riemann.
1.2.4. Prodotti cartesiani di Superficie di Riemann non sono Superficie di Riemann (perché?).

1.3. Esempio non ovvio. Ogni superficie triangolabile può essere resa, non in modo canonico,
una SdR; come trasformare una triangolazione in un atlante olomorfo?

1.4. Attenzione. Come sempre, in queste definizioni, si sarebbe portati, partendo da un insieme
S con le biiezioni ϕi, a definire la topologia di S imponendo che le “carte”, essendo biiettive, siano
omeomorfismi, cioè trasportando la topologia dagli aperti di C tramite le carte. Questo si può fare,
ma bisogna verificare che la topologia cos̀ı introdotta su S (trattasi di una topologia quoziente sulle
carte) abbia le proprietà richieste: non è automatico.

1.5. Definizione (Funzioni olomorfe e meromorfe). Una funzione f : S → C da
una Superficie di Riemann a valori complessi si dice olomorfa (risp. meromorfa) nel punto P ∈ S se
esistono un aperto U di S contente P e una carta ϕ : U → V (V aperto di C) tale che f ◦ ϕ−1 sia
olomorfa (risp. meromorfa) nel punto z = ϕ(P ). La funzione si dice olomorfa (risp. meromorfa) se
lo è in ogni punto di S. L’insieme delle funzioni olomorfe su S si indica con O(S) ed ha chiaramente
struttura d’anello (somma e prodotto definiti puntualmente su S). L’insieme delle funzioni meromorfe
su S si indica con M (S) ed ha chiaramente struttura di corpo (ma non è necessariamente il corpo
delle frazioni di O(S)...).

Vi sono alcune considerazioni che discendono subito dalle proprietà delle funzioni olomorfe su
aperti di C.

1.5.1. Principio di identità. Una funzione olomorfa (risp. meromorfa) è identicamente nulla
se e solo se si annulla su un insieme con un punto di accumulazione. Due funzioni olomorfe (risp.
meromorfe) sono uguali se e solo se coincidono su un insieme con un punto di accumulazione.
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22 Superficie di Riemann. II.1.

1.5.2. Discretezza di zeri e poli. Se una funzione olomorfa su S è non nulla, allora l’insieme
degli zeri è discreto. Se una funzione meromorfa su S è non nulla, allora l’insieme degli zeri e l’insieme
dei poli sono entrambi discreti.

1.5.3. Massimo modulo. Una funzione olomorfa il cui modulo ammetta massimo relativo è
costante nella componente connessa del massimo.

1.5.4. Caso compatto. Se S è compatta, allora ogni funzione olomorfa è costante, cioè
O(S) = C. Infatti il modulo ammette massimo, ed S è connessa. Invece le funzioni meromorfe non
sono necessariamente banali.

1.5.5. Ordini. L’ordine di una funzione (olomorfa o meromorfa) in P ∈ S si definisce nel modo
ovvio usando una qualsiasi carta in un intorno di P . Si scrive ordP (f), se f : S → C è la funzione, ed
è intero positivo, nullo o negativo a seconda che f abbia valore nullo, non nullo o polo in P .

Naturalmente valgono le solite regole di compatibilità della funzione ordP :

ordP (f) =∞ sse f = 0 (in un intorno di P , e allora ovunque),

ordP (fg) = ordP (f) + ordP (g),

ordP (1/f) = −ordP (f),

ordP (f ± g) > min{ordP (f), ordP (g)} (e vale l’uguaglianza se sono diversi).

1.5.6. Esistenza! Per contro, non è assolutamente evidente che in una SdR qualsiasi esistano
funzioni olomorfe e/o meromorfe: il fatto che ne esistano localmente (localmente trattandosi di aperti
di C), non garantisce l’esistenza globale di funzioni definite su tutta la SdR (a parte le funzioni
costanti). Le dimostrazioni di esistenza richiedono tecniche avanzate di tipo analitico (e soprattutto
tempo che non abbiamo nel corso): si possono trovare in Cassa e Reyssat per esempio.

Noi useremo come esempi soprattutto le (desingolarizzazioni di) curve algebriche, in cui l’esistenza
di funzioni e differenziali olomorfi e meromorfi è chiara.

L’esistenza di “abbastanza” funzioni meromorfe è essenziale nel dimostrare che parlare di SdR
compatte è la stessa cosa che parlare di campi di funzioni di trascendenza 1 su C (cioè di campi che
siano estensioni algebriche, finite in effetti, di C(X) con X trascendente su C), o anche parlare di
curve algebriche.

1.6. Definizione (Mappe olomorfe). Una funzione f : S → S′ tra Superficie di Riemann si
dice mappa olomorfa nel punto P ∈ S se esistono un aperto U di S contente P e una carta ϕ : U → V
(V aperto di C) un aperto U ′ di S′ contente P ′ = f(P ) e una carta ϕ′ : U ′ → V ′ (V ′ aperto di C)
tale che ϕ′ ◦ f ◦ ϕ−1 sia olomorfa nel punto z = ϕ(P ). La funzione si dice mappa olomorfa se lo è in
ogni punto di S. Indicheremo con O(S, S′) le mappe olomorfe da S in S′.

1.6.1. Identità. L’applicazione identica di ogni SdR in sè è mappa olomorfa.

1.6.2. Composizione. È facile verificare che la composizione di due mappe olomorfe è ancora
olomorfa.

1.6.3. Si osservi che le funzioni meromorfe da S in C sono esattamente le mappe olomorfe da S in
P1
C (in quanto Superficie di Riemann), mandando ogni polo nel punto ∞. Dunque O(S,P1

C) = M (S).

1.6.4. Isomorfismi. Diremo che due Superficie di Riemann sono isomorfe (o biolomorfe) se
esiste una mappa olomorfa tra loro che sia invertibile e la cui inversa sia una mappa olomorfa.

1.7. Forma locale di mappe olomorfe. Data una funzione f : S → S′ olomorfa in P ∈ S,
è sempre possibile trovare una carta ϕ : V → U con V aperto di C, U aperto di S contenente
P , e una una carta ϕ′ : V ′ → U ′ con V ′ aperto di C, U ′ aperto di S′ contenente f(P ), tale che
ϕ′ −1 ◦ f ◦ ϕ(z) = zm con m ∈ N. Infatti, per ipotesi possiamo trovare carte in modo da avere una
espressione locale del tipo zmg(z) con m ∈ N e g(z) olomorfa con g(0) 6= 0; si tratta quindi di cambiare
ϕ componendo con una determinazione della radice m-esima di g(z).

1.7.1. Molteplicità e Ordini. Si dice molteplicità di f in P il naturale m, e si indica con
moltP (f). La molteplicità si può calcolare come l’ordine di annullamento nel punto della derivata di
una forma locale, aumentato di 1.

1.7.2. Relazione con gli ordini per funzioni meromorfe. Si osservi che per una funzione
meromorfa f su S, pensata come funzione olomorfa da S in P1

C, moltP (f) = ordP (f) se P non è polo,
e moltP (f) = −ordP (f) se P è un polo.
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1.7.3. Grado. Supponiamo S ed S′ SdR compatte. Per ogni punto P ′ ∈ S′, la somma delle
molteplicità ∑

P :f(P )=P ′

moltP (f)

è indipendente da P ′, e si dice il grado di f . Infatti si tratta di una funzione localmente costante su
S′, che è connessa. Si indica con deg(f).

1.7.4. Rivestimenti. Come conseguenza, si vede che ogni funzione olomorfa f tra SdR compatte
è un rivestimento ramificato con deg(f) fogli, e sono punti di ramificazione solo i punti di P ∈ S con
moltP (f) > 1, con rP (f) = moltP (f)− 1. In particolare sono mappe aperte, quindi suriettive perché
anche chiuse.

1.7.5. Zeri e poli. In particolare, per ogni SdR compatta e per ogni funzione meromorfa vale
che

∑
P ordP (f) = 0, poiché si tratta della differenza tra il numero di zeri e il numero dei poli, cioè∑

P :f(P )=0

moltP (f)−
∑
P :f(P )=∞

moltP (f) = deg(f)− deg(f) = 0

(si tratta dei punti delle fibre di f in 0,∞ ∈ P1
C).

1.7.6. È utile, anche se facile, osservare che mappe olomorfe tra SdR compatte sono isomorfismi
se e solo se sono di grado 1 (cioè rivestimenti con un foglio, nel qual caso non hanno ramificazione).

1.8. Teorema di Uniformizzazione. Poiché le SdR sono spazi topologici (semi)localmente
semplicemente connessi, essi ammettono rivestimento universale (cioè con gruppo fondamentale ba-
nale: tutti i circuiti chiusi sono omotopi alle mappe costanti), ed è chiaro che i rivestimenti di SdR
ottengono una ben definita struttura di SdR per cui la mappa di rivestimento sia olomorfa.

Viene quindi spontaneo chiedersi quali siano le SdR semplicemente connesse, e la risposta è
semplice, anche se per dimostrarla serve ragionare sulla struttura delle funzioni meromorfe:

1.8.1. Teorema. A meno di isomorfismi, ci sono solo tre SdR semplicemente connesse: la sfera
P1
C, il piano complesso C e il disco unitario D nel piano complesso (o equivalentemente il semipiano di

Poincaré H: trovare un isomorfismo di SdR tra i due).
1.8.2. Inoltre, è chiaro che la sfera è rivestimento universale solo di sè stessa in quanto SdR, il

piano è il rivestimento universale di tutti i tori, e (meno chiaro che) il disco (o il semipiano di Poincaré)
è rivestimento universale di tutte le SdR di genere g > 2.

2. Esempi: sfera di Riemann.

2.1. P1
C come Superficie di Riemann. La retta proiettiva complessa P1

C diventa una Superficie
di Riemann compatta usando come atlante quello definito dalle due carte affini usuali:

P1
C r

(
0
1

)
= U1

ψ1←− A1
C

ψ2−→ U2 = P1
C r

(
1
0

)(
1
z

)
←− z −→

(
z
1

)
con inverse date da

P1
C r

(
0
1

)
= U1

ϕ1−→ A1
C

ϕ2←− U2 = P1
C r

(
1
0

)(
z0
z1

)
−→ z1

z0
, z0
z1
←−

(
z0
z1

)
L’unica mappa di transizione è data da

A1
C r 0 = C∗ ψ1−→ U1 ∩ U2

ϕ2−→ C∗ = A1
C r 0

z −→
(

1
z

)
−→ 1

z
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24 Superficie di Riemann. II.2.

che è chiaramente olomorfa.
Si ricordi che la topologia di P1

C è definita dal fatto di rendere omeomorfismi le due carte affini,
e quindi P1

C risulta connessa (perché U1 e U2 lo sono e U1 ∩ U2 6= ∅), a base numerabile (lo sono
sia U1 che U2), hausdorff (lo sono sia U1 che U2 e in questo caso basta verificare che i due punti(

0
1

)
e
(

1
0

)
si separino con aperti disgiunti, che è facile), compatta (perché è unione dei due compatti

K1 = {P ∈ P1
C : |ϕ1(P )| 6 1} e K2 = {P ∈ P1

C : |ϕ2(P )| 6 1}).
2.2. S come Superficie di Riemann. Ricordiamo anche che la proiezione stereografica dal polo

nord identifica la sfera unitaria S di R3 con P1
C (identificato con il piano equatoriale reale) mandando

il polo nord nel punto ∞ =
(

0
1

)
.

Si osservi che la proiezione della sfera dal polo nord sul piano equatoriale ha inversa data da

z 7→ 1
1+|z|2

(|z|2−1
2z

)
(con z ∈ C ∼= R2). La proiezione dal polo sud ha inversa data da z 7→ 1

1+|z|2
(

1−|z|2
2z

)
,

e le due mappe inducono su C∗ la mappa di transizione che manda z in 1/z. Dunque si tratta di
un atlante antiolomorfo (basta comporre una delle due carte col coniugio per ottenere un atlante in
quanto SdR).

Si può allora verificare che le due carte sono omeomorfismi usando come topologia su S quella
indotta dalla topologia di R3.

2.3. Funzioni olomorfe sulla sfera di Riemann. Essendo P1
C SdR compatta, O(P1

C) = C:
le funzioni olomorfe sulla sfera sono solo le costanti.

2.4. Teorema (Funzioni meromorfe sulla sfera di Riemann). Abbiamo i seguenti
isomorfismi di corpi:

R(P1
C) ∼= R(A1

C) ∼= M (P1
C)∥∥ ∥∥

Q0(C[Z0, Z1]h) ∼= Q(C[Z])

dove R indica “funzioni razionali su” e Q indica “corpo delle frazioni di” (Q0 indica “corpo delle
frazioni di grado zero di”). Quindi il corpo delle funzioni meromorfe sulla sfera di Riemann si identifica
con il corpo delle funzioni razionali sulla retta (affine o proiettiva) complessa.

Procediamo con vari passaggi:
2.4.1. Nel quadrato abbiamo le funzioni razionali su A1

C, che sono le funzioni A1
C → C che si

scrivono come frazioni di polinomi in z, e quindi si identificano con Q(C[Z]) essendo C (algebricamente
chiuso) di caratteristica nulla. A sinistra nel quadrato abbiamo le funzioni razionali su P1

C, che per
definizione sono le funzioni P1

C → C che si scrivono come frazioni di polinomi omogenei dello stesso
grado in z0, z1, e quindi si identificano con Q0(C[Z0, Z1]h).

Inoltre i due corpi di frazioni sono identificato tra loro dalle usuali applicazioni di omogeneiz-
zazione/disomogeneizzazione (che per gli anelli di polinomi non sono isomorfismi, ma lo diventano per
i corpi di frazioni: verificare).

Dunque il quadrato è chiaramente composto da isomorfismi.
2.4.2. Ora vediamo che esiste una applicazione R(A1

C)→M (P1
C), mostrando che ogni funzione

razionale sulla retta affine si estende ad una funzione meromorfa sulla retta proiettiva. Sia ϕ :
A1

C → C funzione razionale, ϕ = f/g con f, g funzioni polinomiali e consideriamo l’insieme P =
{P1, . . . , Pr,∞} ⊆ P1

C ove Pi =
(

1
zi

)
e g(zi) = 0 (punti corrispondenti agli zeri di g). Allora è chiaro

che ϕ definisce una funzione olomorfa su P1
C rP, avente poli o singolarità eliminabili (quando?) nei

punti P1, . . . , Pr. Bisogna controllare il comportamento nel punto improprio ∞. Poiché ordP (f/g) =
ordP (f)− ordP (g), basta controllare il comportamento sui polinomi. Allora per f polinomio abbiamo
la funzione definita da ϕ(P ) = f(ψ1(P )) e vogliamo studiare il comportamento per P =∞; studiamo
allora il comportamento a zero della funzione ϕ(ϕ2(z)) = f(ψ1(ϕ2(z))) = f(1/z). Se f(z) =

∑
i aiz

i,
di grado d, allora f(1/z) = z−d

∑
i aiz

d−i, e quindi presenta un polo di ordine d in zero. Quindi:
funzioni polinomiali sulla retta affine si estendono a funzioni meromorfe sulla retta proiettiva con un
polo nel punto improprio di ordine pari al grado del polinomio; funzioni razionali sulla retta affine
si estendono a funzioni meromorfe sulla retta proiettiva con ordine nel punto improprio pari alla
differenza dei gradi di numeratore e denominatore.

2.4.3. Ora è sufficiente mostrare che ogni funzione meromorfa sulla sfera di Riemann si ottiene
nel modo descritto a partire da funzioni razionali (sulla retta affine); infatti l’applicazione R(A1

C) →
M (P1

C) trovata è chiaramente iniettiva e basta mostrarne la suriettività. Sia allora ϕ una funzione
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meromorfa non nulla di P1
C, e sia {P1, . . . , Pr} l’insieme (finito per compattezza) di poli e zeri di ϕ.

Sia Pi =
(a(i)0

a
(i)
1

)
e ei = ordPi

(ϕ). Allora la funzione razionale

γi = Z−ei0 (a
(i)
1 Z0 − a(i)

0 Z1)ei

ha ordine in P pari a:

ordP γi =

{
0 se P 6= Pi,∞
ei se P = Pi
−ei se P =∞.

Dunque la funzione razionale γ =
∏
i γi ha ordP (γ) = ordP (ϕ) per ogni P , tranne al più P =∞.

Ora, il quoziente ϕ/γ è olomorfo invertibile su A1
C, e basta vedere come si comporta all’infinito:

se ord∞(ϕ/γ) > 0 allora ϕ/γ è olomorfa su P1
C, dunque costante e non nulla, ϕ = αγ (con α ∈ C∗), e

di conseguenza anche ord∞(ϕ/γ) = 0. Altrimenti è ord∞(γ/ϕ) > 0 e si arriva alle stesse conclusioni.
�

2.4.4. Attenzione. Si osservi che abbiamo identificato funzioni razionali su retta affine e retta
proiettiva complesse; ma non è assolutamente vero che le funzioni meromorfe sulla retta affine si iden-
tifichino con le funzioni meromorfe sulla retta proiettiva (come pure per le funzioni olomorfe): esistono
funzioni olomorfe (dunque anche meromorfe) su A1

C con singolarità essenziali (non polari) all’infinito,
che quindi non sono funzioni meromorfe su P1

C. Ad esempio esponenziali e funzioni trigonometriche.
Quindi abbiamo O(P1

C)  O(A1
C) e M (P1

C)  M (A1
C).

2.4.5. Somme di frazioni elementari. È interessante a questo punto ricordare anche
l’espressione delle funzioni razionali usando le frazioni elementari (quelle che si usano per l’integrazione),
con l’ovvia interpretazione geometrica: stiamo sommando, a parte un polinomio, dei termini che sono
strettamente (e univocamente) legati ai poli della funzione razionale in questione.

2.4.6. Teorema fondamentale dell’algebra. Un polinomio non costante di grado d dà una
funzione meromorfa non constante di P1

C (in sè), che quindi è suriettiva; in particolare l’antimmagine
di zero è formata da d punti, che sono gli zeri del polinomio.

2.5. Caratterizzazione della Sfera di Riemann. Dalla dimostrazione del teorema possi-
amo ritrovare il risultato per cui ogni funzione meromorfa ha “tanti poli quanti zeri”, cioè somma degli
ordini nulla (ciò è infatti verificato per i polinomi, e quindi per le funzioni razionali), cosa già vista in
generale per le SdR compatte. La dimostrazione permette però di affermare una reciproca: per ogni
insieme P1, . . . , Pr ∈ P1

C e ogni scelta a1 . . . , ar ∈ Z tali che
∑
i ai = 0, esiste, unica a meno di costanti

non nulle, una funzione meromorfa f ∈M (P1
C) tale che ordP (f) = δP,Pi

ai per ogni P ∈ P1
C (cioè ha

esattamente quell’insieme come insieme di zeri e poli, ed esattamente con le molteplicità assegnate).
Aggiungendo la funzione nulla, si può dire che l’insieme delle funzioni dette è uno spazio vettoriale su
C di dimensione uno.

2.5.1. In particolare, assegnati due punti distinti P,Q ∈ P1
C, esiste una funzione meromorfa che

ha zero semplice in P , polo semplice in Q e nessun altro zero o polo.

2.5.2. Dunque: se S è SdR compatta, ed esiste una funzione meromorfa con un unico polo
semplice f : S → C, ovvero una funzione olomorfa f : S → P1

C con un unico zero semplice, allora f è
un isomorfismo tra S e P1

C. Infatti, S è un rivestimento con un foglio.
Si osservi che questo dà anche un metodo per parametrizzare le curve razionali, cioè di genere

nullo: basta trovare una funzione razionale con un unico polo: l’inversa di questa è una parametriz-
zazione. Nel caso delle curve algebriche C di genere nullo, data una funzione razionale h(x) con
un solo polo su di essa, trovare la parametrizzazione corrisponde a risolvere (soluzione punti di C )
l’equazione h(X) = λ per ogni λ ∈ P1

C. Questo si può anche interpretare come il punto variabile nella
intersezione di C con il fascio di ipersuperficie di equazione h(X) = λ (eliminando il denominatore
di h si ottiene un fascio al variare di λ); questo tipo di tecniche si usa nel caso delle curve algebriche
piane (intersecare una curva con un fascio di curve, in modo che al variare nel fascio l’intersezione vari
solo per un punto).

2.5.3. Conclusione: abbiamo caratterizzato la sfera di Riemann come l’unica SdR compatta
che ammetta funzioni meromorfe con un unico zero semplice (e dunque un unico polo semplice). Cioè,
a meno di isomorfismi esiste una unica SdR compatta di genere zero, ed è caratterizzata dal fatto di
ammettere funzioni meromorfe con un unico polo (e dunque un unico zero).
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3. Esempi: tori complessi.

3.1. Tori complessi: quozienti di C per un reticolo. Abbiamo già introdotto il toro
come superficie reale compatta ottenuta per identificazione (discorde) di coppie di lati opposti di un
quadrato. Vogliamo ora evidenziare una struttura di SdR, e per questo daremo una definizione più
precisa che ci permetta di definire la struttura di atlante olomorfo, e in seguito di discutere quando due
tori siano da considerarsi “isomorfi” (come superficie reali compatte lo sono sempre, ma le strutture
complesse possono differire).

3.1.1. Definizioni. Siano ω1 e ω2 elementi di C linearmente indipendenti su R. Il reticolo
generato da ω1 e ω2 è per definizione il sottogruppo abeliano di C generato da ω1 e ω2; si indica con
Zω1 ⊕ Zω2 oppure con 〈ω1, ω2〉Z, ed è formato da tutte le combinazioni a coefficienti interi dei due
generatori. Si osservi che un reticolo è sempre un sottoinsieme discreto di C (per l’usuale topologia).

ω1

ω2

Sia Λ = Zω1 ⊕ Zω2 un reticolo di C; il toro TΛ relativo a quel reticolo è lo spazio quoziente C/Λ
dotato delle seguenti due strutture (indichiamo con x 7→ x la mappa continua quoziente C → TΛ, se
non fa confusione con il coniugio, altrimenti useremo x 7→ [x]):

(1) la struttura di gruppo abeliano in quanto quoziente del gruppo additivo di C;

(2) dotato della topologia quoziente, la struttura di superficie di Riemann (compatta) definita dalle
seguenti carte: per ogni x ∈ TΛ, con x ∈ C, sia Ux un intorno di x in C che contenga al più
un punto del reticolo Λ; la collezione degli insiemi Ux forma un atlante olomorfo per il toro (si
osservi che le mappe di transizione sono l’identità o una traslazione in C).

3.1.2. Si verifichi che in quanto superficie reale, la definizione appena data coincide con quella
del precedente capitolo.

3.1.3. Si verifichi che ogni toro ammette un atlante olomorfo con tre carte.

3.1.4. Si verifichi che ogni toro complesso è isomorfo (in quanto SdR) ad un toro definito da un
reticolo generato da 1 e τ con la condizione che =(τ) > 0 (quindi in particolare 1 e τ sono linearmente
indipendenti su R). Indicheremo con Λτ il reticolo Z⊕ Zτ , e con Tτ il toro corrispondente.

È più difficile chiedersi quando due tori del tipo Tτ e Tτ ′ sono tra loro isomorfi (in quanto SdR),
ed affronteremo il problema in futuro.

3.2. Funzioni olomorfe e meromorfe. Essendo TΛ SdR compatta, O(TΛ) = C: le funzioni
olomorfe sui tori sono solo le costanti. D’altra parte, è chiaro che ogni funzione olomorfa sul toro si
identifica con una funzione olomorfa su C periodica sul reticolo Λ: ma allora di tratta di funzione
intera e limitata (perché periodica su un compatto), dunque costante.

Per quanto riguarda le funzioni meromorfe, è chiaro che possiamo identificare ogni funzione mero-
morfa sul toro con una funzione meromorfa su C periodica sul reticolo Λ; però una descrizione esplicita
in questi termini non è cos̀ı ovvia. Studieremo prima una particolare funzione meromorfa sul toro, la
funzione di Weierstrass, in vista delle sue applicazioni allo studio della struttura di gruppo del toro
e alla sua identificazione con curve ellittiche piane; poi usando le funzioni Theta di Riemann daremo
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una descrizione generale delle funzioni meromorfe sul toro, similmente a quanto fatto per la sfera,
nonché una simpatica immersione del toro in P3

C come intersezione di quadriche.

3.3. Funzione di Weierstrass e Curve Ellittiche. Consideriamo il toro TΛ (ricordiamo
che è definito dal reticolo Λ generato da ω1 e ω2 elementi di C linearmente indipendenti su R); la
funzione ℘(z) di Weierstrass è definita dalla somma

℘(z) =
1

z2
+

∑
06=ω∈Λ

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
per ogni z ∈ Cr Λ.

3.3.1. Teorema. Valgono le seguenti proprietà:
(0) (meromorfia) la funzione di Weierstrass è meromorfa su C, olomorfa fuori di Λ.
(1) (derivata) la derivata della funzione di Weierstrass è anch’essa meromorfa su C, olomorfa fuori

di Λ, e vale:

℘′(z) = −2
∑
ω∈Λ

(
1

(z − ω)3

)
per ogni z ∈ Cr Λ.

(2) (parità) la funzione di Weierstrass è pari, e la sua derivata dispari; cioè

℘(−z) = ℘(z) e ℘′(−z) = −℘′(z) .
(3) (periodicità) la funzione di Weierstrass è periodica sul reticolo Λ, quindi definisce una funzione

meromorfa ℘ : TΛ→C sul toro, ovvero una funzione olomorfa TΛ→P1
C (in quanto SdR).

(4) (poli) la funzione di Weierstrass presenta poli d’ordine 2 in ogni λ ∈ Λ (con residuo nullo).
(5) (suriettività e difetto di iniettività) la funzione di Weierstrass è suriettiva, inoltre vale

che ℘(z) = ℘(z′) se e solo se z′ = ±z + Λ.
(6) (zeri della derivata) la derivata della funzione di Weierstrass si annulla nei tre punti (non

nulli) di due torsione modulo il reticolo Λ, cioè in ω1

2 , ω2

2 e ω1+ω2

2 .
(7) (unicità) la funzione di Weierstrass è l’unica funzione su C periodica di periodo Λ che in un

intorno di zero abbia sviluppo di Laurent 1
z2 + h(z) con h(z) olomorfa e h(0) = 0.

(8) (relazione funzionale) risulta che

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2(Λ)℘(z)− g3(Λ)

ove g2(Λ) = 60
∑

06=ω∈Λ
1
ω4 e g3(Λ) = 140

∑
06=ω∈Λ

1
ω6 .

(9) (immersione proiettiva piana come curva ellittica) la funzione

u : TΛ −→ P2
C

z 7−→

(
1

℘(z)

℘′(z)

)
ha immagine contenuta nella curva ellittica (cubica piana non singolare) CΛ di equazione Y 2 =
4X3 − g2(Λ)X − g3(Λ), e in quanto funzione tra SdR u : TΛ→CΛ è biiettiva, bicontinua e
biolomorfa.

(10) (teorema di Abel per i tori) la mappa u : TΛ→CΛ è un (iso)morfismo di gruppi abeliani,
cioè per z1, z2, z3 ∈ C risulta che

z1 + z2 + z3 ≡ 0 (mod Λ) se e solo se u(z1), u(z2), u(z3) sono allineati

se e solo se

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

℘(z1) ℘(z2) ℘(z3)

℘′(z1) ℘′(z2) ℘′(z3)

∣∣∣∣∣∣ = 0 .

3.3.2. Dimostrazione. La parte più noiosa è il primo punto (si fanno stime in modulo per
applicare l’M -test di Weierstrass), mentre il resto della dimostrazione è facile e/o interessante per i
metodi e le idee presenti.
(0) per dimostrare l’olomorfia fuori di 0, consideriamo i dischi compatti D(0, R+) = {z : |z| 6 R}, e

sia ΛR = {ω ∈ Λ : |ω| < 2R}. Abbiamo allora che ΛR è contenuto nell’insieme

{n1ω1 + n2ω2 : n1, n2 ∈ Z, n2
1 + n2

2 6 4R2δ−2}
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per δ tale che |x1ω1 + x2ω2| > δ
√
x2

1 + x2
2, ovvero |ω| > δ

√
x2

1 + x2
2. In particolare ΛR è finito.

Stimiamo allora la somma di Weierstrass sul complementare: per ω ∈ Λr ΛR risulta∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ω2 − (z − ω)2

ω2(z − ω)2

∣∣∣∣ =
|z| |z − 2ω|
|ω|2|z − ω|2

ed usando le stime seguenti

|z| 6 R,

|2ω − z| 6 |2ω|+ |z| 6 2|ω|+ |ω|/2 = 5
2 |ω|

|z − ω|2 > ||z| − |ω||2 > ||ω| −R|2 > ||ω| − |ω|/2|2 > |ω|2/4,

otteniamo la minorazione

6
R 5|ω|/2
|ω|2 |ω|2/4

= 10R/|ω|3 6 10R

δ3

1√
n2

1 + n2
2

3 .

Possiamo allora stimare la somma di Weierstrass nel modo seguente∑
(n1,n2)6=(0,0)

10R

δ3

1√
n2

1 + n2
2

3 =
10R

δ3

∑
(n1,n2)6=(0,0)

1√
n2

1 + n2
2

3

=
10R

δ3

∑
k>1

∑
max(n1,n2)=k

1√
n2

1 + n2
2

3

6
10R

δ3

∑
k>1

2k
√

2k2
3 6

10R

δ3
√

2

∑
k>1

1

k2
<∞

per applicare l’M -test.

(1) basta derivare sotto il segno di somma (si può fare in base al punto precedente).

(2) la parità di ℘ è ovvia, poiché scambiando z in −z la somma rimane la stessa (reindicizzata usando
−ω invece di ω); per la derivata, basta derivare.

(3) la periodicità è ovvia, poiché cambiare l’argomento per un elemento del reticolo non fa che reindi-
cizzare la sommatoria sul reticolo per traslazione.

(4) il polo d’ordine due in 0 con residuo nullo è evidente dalla definizione (la parte della somma è
olomorfa), e di conseguenza sugli altri elementi del reticolo per periodicità.

(5) per controllare suriettività e difetto di iniettività, usiamo l’indicatore logaritmico per la funzione
f(z) = ℘(z)− c con c ∈ C. Abbiamo che dlogf(z) = f ′(z)/f(z) ha polo a 0 di ordine 1 e residuo
2. Sia Γ un parallelogrammo di C con vertici z0, z0 + ω1, z0 + ω2, z0 + ω1 + ω2, ove z0 è scelto in
modo che sul bordo del parallelogrammo non vi siano poli o zeri di f(z). Allora risulta che

0 =

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz = #zeri(f)−#poli(f) = #zeri(f)− 2

(l’integrale è nullo perché i quattro lati di Γ si cancellano a due a due; d’altra parte nell’interno
di Γ cade esattamente un punto del reticolo, che porta un polo doppio) e dunque concludiamo
che f(z) ammette zeri (due, contati con molteplicità) all’interno di Γ, cioè esistono valori w ∈ C
tali che ℘(w) = c.

Per controllare quali sono i w ∈ C tali che ℘(w) = c, basta considerare che certamente, per
parità e periodicità, anche ±w+ Λ sono zeri. Ora, se w 6≡ −w (mod Λ) si hanno due zeri distinti
all’interno del parallelogramma; se invece si ha w ≡ −w (mod Λ), allora tale valore annulla anche
la derivata (per periodicità e disparità), e quindi è uno zero doppio all’interno del parallelogramma
(e di conseguenza non vi sono altri zeri).

(6) gli zeri di ℘′(z) sono (per disparità) i w tali che w ≡ −w (mod Λ), da cui segue subito il risultato.

(7) la differenza tra due tali funzioni sarebbe intera (olomorfa sul piano) e limitata (perché periodica
sul reticolo), dunque costante; ma allora è nulla poiché valutata in 0 vale 0.

(8) per la relazione funzionale, usiamo nuovamente il principio di identità analitica, costruendo una
combinazione lineare delle funzioni ℘, ℘3, (℘′)2 che risulti olomorfa (cioè priva di parte polare),
quindi costante (perché periodica su un compatto, e quindi limitata). Gli sviluppi di Laurent in
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0 cominciano con

℘(z) =
1

z2
+ az2 + bz4 + o(z6)

℘(z)3 =
1

z6
+ 3a

1

z2
+ 3b+ o(z2)

℘′(z) = − 2

z3
+ 2az + 4bz3 + o(z5)

℘′(z)2 =
4

z6
− 8a

1

z2
− 16b+ o(z2)

e quindi la combinazione
℘′(z)2 − (4℘(z)3 − 20a℘(z))

è intera limitata (priva di parte polare e periodica sul reticolo), quindi costante, e la costante vale
−16b− 12b = −28b. Quindi risulta

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − 20a℘(z)− 28b

con le costanti

g2(Λ) = 20a = 20
1

2!

∂2(℘− 1/z2)

∂z2
(0) = 60

∑ 1

ω4

g3(Λ) = 28b = 28
1

4!

∂4(℘− 1/z2)

∂z4
(0) = 140

∑ 1

ω6

(9) dal punto precedente è chiaro che u : TΛ→CΛ è ben definita; per procedere conviene scrivere la
funzione inversa, anticipando (e motivando) alcuni argomenti futuri circa i differenziali su SdR;
il problema è: come ricostruire il reticolo Λ e quindi il toro TΛ a partire dalla curva ellittica CΛ

(questo ci farà anche vedere che ogni curva ellittica è un toro)? Consideriamo le mappe π e u:

C −→ TΛ −→ CΛ

z 7−→ z + Λ 7−→

(
1

℘(z)

℘′(z)

)
e il differenziale α = dX

Y sulla curva CΛ; allora abbiamo le immagini inverse η = u∗(α) su TΛ e

dz = π∗(η) (perché (u ◦ π)∗(dX
Y ) = d℘(z)

℘′(z) ) su C. Risulta allora che possiamo ricostruire il reticolo

Λ tramite

Λ =

{∫
γ

dz : γ cammino con estremi su Λ

}
=

{∫
γ′
η : γ′ = π ◦ γ cammino chiuso in TΛ

}
=

{∫
γ′′
α : γ′′ = u ◦ π ◦ γ cammino chiuso in CΛ

}
a partire da CΛ. Allora abbiamo che la funzione definita da

v : CΛ −→ TΛ

P 7−→ v(P ) =
∫
γ
α (mod Λ)

ove γ è un qualunque cammino da ∞ =
(

0
0
1

)
a P , è l’inversa di u. Poiché la suriettività di u è

chiara da prima, basta mostrare che v(u(z)) = z per ogni z ∈ TΛ (e allora risulta che u è anche
iniettiva, e v ne è l’inversa). Ora, se P = u(z), risulta

v(P ) =

∫ P=u(z)

∞
α =

∫ z

0

η =

∫ z

0

dz = z + λ ≡ z (mod Λ)

e cioè v(u(z)) = z.
(10) conviene dimostrare, usando la funzione inversa v, che

P,Q,R ∈ CΛ sono allineati se e solo se v(P ) + v(Q) + v(R) ≡ 0 (mod Λ) .

Accettando il solo se, da v(P ) + v(Q) + v(R) ≡ 0 (mod Λ) e chiamando R′ il terzo punto di CΛ

su P ∨ Q, abbiamo anche v(P ) + v(Q) + v(R′) ≡ 0 (mod Λ), da cui v(R) ≡ v(R′) (mod Λ), e
infine R = uvR = uvR′ = R′, per cui P,Q,R(= R′) sono allineati.
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Per il viceversa, si ragiona cos̀ı: per ogni retta r(a, b, c) ∈ P2(C)∗ (piano duale) consideriamo i
tre punti p(a, b, c), q(a, b, c), r(a, b, c) della intersezione con CΛ, e sia

µ(a, b, c) =

∫ p(a,b,c)

∞
α+

∫ q(a,b,c)

∞
α+

∫ r(a,b,c)

∞
α

funzione sul piano duale a valori complessi. Se dimostriamo che ristretta ad ogni stella del piano
(P1(C) ∼=)P ∗ ⊆ P2(C)∗ è funzione olomorfa, limitata e quindi costante, risulta identicamente
nulla, poiché per (a, b, c) = (0, 0, 1) vale 0 + Λ.
Per vedere che è olomorfa, consideriamo intorno ad ogni punto (in cui l’equazione della curva

abbia derivata non nulla rispetto alla X) delle carte xi : D(0, ε)→CΛ tali che
(

1
xi(y)
y

)
descrivano

i tre tratti di curva intorno a p0 = p(a0, b0, c0), q0 = q(a0, b0, c0), r0 = r(a0, b0, c0). Abbiamo
allora

µ(a, b, c) =

∫ p(a,b,c)

∞
α+

∫ q(a,b,c)

∞
α+

∫ r(a,b,c)

∞
α

=

∫ p0

∞
α+

∫ q0

∞
α+

∫ r0

∞
α+

∫ p(a,b,c)

p0

α+

∫ q(a,b,c)

q0

α+

∫ r(a,b,c)

r0

α

=

∫ p0

∞
α+

∫ q0

∞
α+

∫ r0

∞
α+

∫ z1

0

x′1(y)

y
dy +

∫ z2

0

x′2(y)

y
dy +

∫ z3

0

x′3(y)

y
dy

che sono integrali di funzioni olomorfe in y per il teorema del Dini (si osservi che y divide x′i(y)
per ogni i: perché?). �

3.3.3. Problema. Analogamente al punto (8), o usandolo, si studino le relazioni funzionali che
coinvolgono ℘′′(z).

3.3.4. Perché nella definizione di ℘ la sommatoria è indiciata su Λr {0}?
3.3.5. Struttura di gruppo. Si osservi che l’ultimo punto può essere interpretato anche

dicendo che le “formule di addizione” per ℘ e ℘′ (cioè espressioni per ℘(z1 + z2) e ℘′(z1 + z2) in
termini di ℘(z1), ℘(z2), ℘′(z1), ℘′(z2)) corrispondono a quelle per le coordinate X e Y della legge
di gruppo delle curve ellittiche; anche se estremamente contaccioso, una verifica diretta di questo è
possibile, e dà un’altra dimostrazione del risultato.

3.3.6. Struttura di M (T). Sapendo che per le curve algebriche il campo delle funzioni
meromorfe è dato dal campo quoziente dell’anello delle coordinate, possiamo concludere che M (T) ∼=
C(℘, ℘′), con ℘ trascendente su C, e ℘′ algebrica di grado 2 su C(℘).

3.3.7. Punti di torsione su toro e curva ellittica. L’identificazione toro-curva ellittica
permette di capire meglio la struttura di gruppo delle curve ellittiche, visto che sul toro l’operazione
è semplicemente il quoziente della addizione di C. Per esempio:
(1) vi sono esattamente 4 punti di 2-torsione;
(2) vi sono esattamente 9 punti di 3-torsione (e corrispondono ai 9 flessi della curva ellittica; se ne

ricordi la configurazione, e la si confronti con la posizione nel toro...);
(3) per ogni n, vi sono esattamente n2 punti di n-torsione.

3.4. Theta di Riemann e funzioni meromorfe. Per studiare le funzioni meromorfe sul toro,
conviene studiare il toro Tτ (ricordiamo che è definito per =(τ) > 0, e il reticolo è Z⊕ Zτ); abbiamo
già detto che a meno di isomorfismo tutti i tori sono di questa forma. Ricordiamo anche che le funzioni
sul toro si identificano con funzioni sul piano complesso che siano periodiche sul reticolo.

3.4.1. Funzione Theta di Riemann. La serie di Fourier

ϑ(z, τ) =
∑
n∈Z

exp
(
πin2τ + 2πinz

)
converge uniformemente sui compatti di C×H (H è il semipiano di C con parte immaginaria positiva:
si dice semipiano di Poincaré), e dunque definisce una funzione olomorfa ϑ : C×H→C.

Infatti, ogni compatto K di C×H è contenuto in un insieme del tipo

Uε,c = {(z, τ) ∈ C×H : =(τ) > ε, =(z) < c}
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con ε, c ∈ R>0. Ora, per ogni (z, τ) ∈ Uε,c e per ogni n ∈ Z risulta

| exp(πin2τ + 2πinz)| = | exp(πin2τ)| | exp(2πinz)|

= exp(−π=(τ))n
2

exp(−2π=(z))n

< exp(−πε)n
2

exp(2π|=(z)|)|n|

< exp(−πε)n
2

exp(2πc)|n|

e considerando che exp(−πε)−n tende a∞ per n→∞, abbiamo che esiste n0 tale che exp(−πε)−n0 >
exp(2πc), e possiamo concludere la stima con

< exp(−πε)n
2−|n|n0 .

Considerando allora la serie di Fourier abbiamo che∣∣∣∣∣
N∑

n=−N
exp(πin2τ + 2πinz)

∣∣∣∣∣ 6
N∑

n=−N

∣∣exp(πin2τ + 2πinz)
∣∣

6 1 + 2

N∑
n=1

exp(−πε)n
2−nn0

= 1 + 2

N∑
n=1

(exp(−πε)n−n0)n

e basta considerare che exp(−πε)n−n0 < exp(−πε) < 1 per n > n0. �

3.4.2. Si osservi che la theta di Riemann non è periodica sul reticolo Λτ , e quindi non definisce
una funzione sul toro Tτ ; altrimenti sarebbe intera e limitata su C, quindi costante.

3.4.3. Comportamento sul reticolo. La variazione di theta sul reticolo Λτ generato da 1 e
τ è descritta da:
(i) ϑ(z + 1, τ) = ϑ(z, τ) (periodica rispetto ad 1);

(ii) ϑ(z+τ, τ) = exp(−πiτ−2πiz)ϑ(z, τ) (quasi-periodica, a meno di un fattore esponenziale, rispetto
a τ);

(iii) ϑ(z +mτ + n, τ) = exp
(
−πim2τ − 2πimz

)
ϑ(z, τ).

Le verifiche si fanno tramite calcoli diretti sui termini, passando poi alla somma: per la prima

exp(πin2τ + 2πin(z + 1)) = exp(πin2τ + 2πinz) exp(2πin) = exp(πin2τ + 2πinz) ,

per la seconda

exp(πin2τ + 2πin(z + τ)) = exp(πi(n+ 1)2τ − 2πinτ − πiτ + 2πi(n+ 1)z − 2πiz + 2πinτ)

= exp(πi(n+ 1)2τ + 2πi(n+ 1)z) exp(−πiτ − 2πiz) ,

e per la terza basta usare induzione su m:

ϑ(z +mτ + n, τ) = ϑ(z +mτ, τ)

= exp(−πiτ − 2πi(z + (m− 1)τ))ϑ(z + (m− 1)τ, τ)

= exp(−πiτ − 2πi(z + (m− 1)τ)) exp(−πi(m− 1)2τ − 2πi(m− 1)z)ϑ(z, τ)

= exp(−πim2τ − 2πimz)ϑ(z, τ)

�

3.4.4. Zeri della Theta. Osserviamo prima di tutto che la funzione (di z) data da

exp(−πim2τ − 2πimz)

è olomorfa invertibile (mai nulla) di C, e di conseguenza dalle formule precedenti risulta che per ogni
P ∈ C si ha

ordPϑ(z +mτ + n, τ) = ordPϑ(z, τ)

ovvero per ogni z0 ∈ C si ha
ordz0+mτ+nϑ(z, τ) = ordz0ϑ(z, τ)
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cosicché, se z0 è zero di ordine e, allora ogni elemento di z0 + Λτ è zero di ordine e.
Gli zeri di ϑ(z, τ) sono tutti e soli i punti dell’insieme 1

2 + τ
2 + Λτ , e sono tutti di ordine 1.

Per la verifica, poiché la theta non ha poli, basta usare l’indicatore logaritmico: se γ è contorno
di un parallelogrammo fondamentale di vertici z0, z0 + 1, z0 + 1 + τ, z0 + τ che eviti gli zeri di ϑ(z, τ),
possiamo scrivere nell’ordine γ = σ + δ + σ + δ (quattro lati su cui integrare).

1

τ 1+τ

z0
σ

σ

δδ

Poiché
ϑ′(z + 1, τ)

ϑ(z + 1, τ)
=
ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)
e

ϑ′(z + τ, τ)

ϑ(z + τ, τ)
= −2πi+

ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)

abbiamo che ∫
δ

ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)
dz = −

∫
δ

ϑ′(z + 1, τ)

ϑ(z + 1, τ)
dz = −

∫
δ

ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)
dz

e ∫
σ

ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)
dz = −

∫
σ

ϑ′(z + τ, τ)

ϑ(z + τ, τ)
dz =

∫
σ

2πidz −
∫
σ

ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)
dz

da cui risulta infine che l’indicatore logaritmico vale

1

2πi

∫
γ

ϑ′(z, τ)

ϑ(z, τ)
dz =

1

2πi

∫
σ

2πidz = [z]z0+1
z0 = 1

e dunque c’è un solo zero all’interno di γ.
Per localizzare lo zero, osserviamo prima di tutto che theta è pari in z, cioè ϑ(−z, τ) = ϑ(z, τ),

e quindi l’unico zero a deve essere tale che a ≡ −a (mod Λτ ) (altrimenti ci sarebbero due zeri in un
dominio fondamentale), e dunque lo zero va cercato tra i punti di 2-torsione di Tτ , e vi sono quattro
possibilità: 0, 1

2 ,
τ
2 ,

1+τ
2 . Poniamo

ϑ 1
2 ,

1
2
(z, τ) = exp

(
πi τ4 + πi

(
z + 1

2

))
ϑ
(
z + 1

2 + τ
2 , τ
)

=
∑
n∈Z

exp
(
πi
(
n+ 1

2

)2
τ + 2πi

(
n+ 1

2

) (
z + 1

2

))
e mostriamo che si tratta di una funzione dispari, cioè ϑ 1

2 ,
1
2
(−z, τ) = −ϑ 1

2 ,
1
2
(z, τ), cosicché l’unico suo

zero è in 0, e l’unico zero di ϑ(z, τ) nel dominio fondamentale risulta esattamente 1+τ
2 . Infatti:

exp
(
πi τ4 + πi

(
z + 1

2

))
exp

(
πin2τ + 2πin

(
z + 1

2 + τ
2

))
= exp

(
πi
(
n+ 1

2

)2
τ + 2πi

(
n+ 1

2

) (
z + 1

2

))
da cui, scambiando z con −z, e poi n+ 1

2 con −m− 1
2 , si ottiene

exp
(
πi
(
n+ 1

2

)2
τ + 2πi

(
n+ 1

2

) (
−z + 1

2

))
= exp

(
πi
(
m+ 1

2

)2
τ + 2πi

(
−m− 1

2

) (
−z + 1

2

))
= exp

(
πi
(
m+ 1

2

)2
τ + 2πi

(
m+ 1

2

) (
z + 1

2

))
exp

(
−2πi

(
m+ 1

2

))
= − exp

(
πi
(
m+ 1

2

)2
τ + 2πi

(
m+ 1

2

) (
z + 1

2

))
e infine sommando si ha la disparità voluta. �

3.4.5. Fattori automorfi. Dalla dimostrazione precedente sappiamo allora come costruire
una funzione olomorfa su C avente zeri semplici su tutti i punti dell’insieme z0 + Λτ ; infatti basta
usare la funzione traslata

ϑ
(z0)
1
2 ,

1
2

(z, τ) = ϑ 1
2 ,

1
2
(z − z0, τ) .
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Controlliamo per questa funzione gli effetti delle traslazioni sul reticolo:

ϑ
(z0)
1
2 ,

1
2

(z +mτ + n, τ) = ϑ 1
2 ,

1
2
(z − z0 +mτ + n, τ)

= exp
(
πi τ4 + πi

(
z − z0 +mτ + n+ 1

2

))
ϑ
(
z − z0 +mτ + n+ 1

2 + τ
2 , τ
)

= exp
(
πi τ4 + πi

(
z − z0 +mτ + n+ 1

2

))
exp

(
−πim2τ − 2πim

(
z − z0 + 1

2 + τ
2

))
ϑ
(
z − z0 + 1

2 + τ
2 , τ
)

= exp(πin− πim− πim2τ − 2πimz) exp(2πimz0)ϑ
(z0)
1
2 ,

1
2

(z, τ)

ove si sono distinti i fattori indipendenti da z0.

3.4.6. Teorema di struttura di M (Tτ ). Se x1, . . . , xr e y1, . . . , yr sono elementi di C tali
che

∑
i xi −

∑
i yi ∈ Z, allora la funzione definita da

ϕ(z) =

∏
i ϑ

(xi)
1
2 ,

1
2

(z, τ)∏
i ϑ

(yi)
1
2 ,

1
2

(z, τ)

è meromorfa su C, periodica su Λτ , e quindi definisce una funzione meromorfa su Tτ avente zeri
nell’insieme {x1, . . . , xr} e poli nell’insieme {y1, . . . , yr}.

Viceversa, ogni funzione f ∈M (Tτ ) è del tipo precedente.
La prima parte dell’enunciato discende dal calcolo fatto dei fattori di olomorfia per le funzioni

theta traslate (la condizione sulle traslazioni permette di semplificare i fattori che vi dipendono). Per
la seconda parte dimostriamo che:

dati P1, . . . , Pr e Q1, . . . , Qr in Tτ (non necessariamente distinti), esiste una funzione f ∈M (Tτ )
avente zeri nei Pi e poli nei Qi se e solo se

∑
i Pi −

∑
iQi = 0 (somma sul toro Tτ ), ovvero se e

solo se esistono rialzamenti x1, . . . , xr e y1, . . . , yr in C tali che
∑
i xi −

∑
i yi = 0.

La sufficienza è già stata dimostrata; per la necessità ragioniamo cos̀ı: se
∑
i Pi −

∑
iQi 6= 0,

scegliamo P0 e Q0 tali che (P0 +
∑
i Pi)− (Q0 +

∑
iQi) = 0. Se g è meromorfa con zeri in P1, . . . , Pr e

poli in Q1, . . . , Qr (ipotesi assurda), e f è meromorfa con zeri in P0, P1, . . . , Pr e poli in Q0, Q1, . . . , Qr
(sappiamo costruirla usando le theta traslate), allora f/g sarebbe funzione meromorfa sul toro con un
solo zero, ed un solo polo, ma allora darebbe un isomorfismo del toro con la sfera di Riemann, che è
assurdo. �

3.4.7. Si osservi che sul toro non esistono funzioni meromorfe con un solo polo: perché? E
perché non è possibile ottenerne con rapporti di funzioni theta?

3.4.8. Altra costruzione per M (Tτ ). Il teorema per M (Tτ ) appena esposto può essere
visto come analogo del teorema di struttura per funzioni meromorfe sulla sfera di Riemann, come
rapporto di polinomi (dello stesso grado, se omogenei). Analogamente alla espressione delle funzioni
razionali come somme di frazioni parziali, anche nel caso del toro possiamo esprimere ogni funzione
meromorfa come somma somma di derivate prime logaritmiche delle theta traslate. Precisamente, se
a1, . . . , ar ∈ C e λ1, . . . , λr ∈ C con

∑
i λi = 0, allora∑

i

λi
d

dz
log ϑ

(ai)
1
2 ,

1
2

(z, τ)

è periodica sul reticolo Λτ , dunque definisce una funzione meromorfa sul toro Tτ , con poli semplici in
ai e residui λi. Di nuovo in questo modo si ottiene tutto M (Tτ ).

3.4.9. Weierstrass in funzione di Riemann. Il modo più semplice per ottenere la funzione
di Weierstrass in termini delle theta di Riemann, è di notare che log ϑ(z, τ) è periodica sul reticolo a
meno di una funzione lineare nella z; quindi la derivata seconda

d2

dz2
log ϑ(z, τ)

definisce una funzione meromorfa sul toro; in effetti la funzione

− d2

dz2
log ϑ 1

2 ,
1
2
(z, τ)

differisce per una costante da ℘(z).
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3.4.10. Immersioni proiettive via theta. Analogamente a quanto fatto per ϑ 1
2 ,

1
2
(z, τ),

definiamo per a, b ∈ C le funzioni

ϑa,b(z, τ) = exp
(
πia2τ + 2πia (z + b)

)
ϑ (z + aτ + b, τ)

=
∑
n∈Z

(
πi (n+ a)

2
τ + 2πi (n+ a) (z + b)

)
.

Allora l’applicazione

ϕ : Tτ −→P3(C) z 7−→


ϑ0,0(z,τ)
ϑ
0, 1

2
(z,τ)

ϑ 1
2
,0

(z,τ)

ϑ 1
2
, 1
2

(z,τ)


è una immersione di Tτ in P3(C) che identifica il toro con la curva data dalla intersezione delle due
quadriche di equazioni

ϑ0,0(0)2X2
0 = ϑ0, 12

(0)2X2
1 + ϑ 1

2 ,0
(0)2X2

2 e ϑ0,0(0)2X2
3 = ϑ 1

2 ,0
(0)2X2

1 − ϑ0, 12
(0)2X2

2

(di che quadriche si tratta?).
La dimostrazione di questo fatto non è semplice, e si basa sulle relazioni di Riemann per le theta.

Si può vedere nel primo volume dei “Tata on Theta” di Mumford.

3.5. Spazio di moduli dei tori complessi. Vogliamo ora studiare l’insieme di tutti i tori,
e rispondere all’ovvio problema di classificazione: dire quando due tori sono isomorfi (biolomorfi) e
trovare uno spazio che dia rappresentanti per ogni classe di isomorfismo.

3.5.1. Abbiamo già osservato (e anche usato) che per ogni reticolo Λ = Zω1 ⊕ Zω2, il toro TΛ

è isomorfo ad un toro Tτ il cui reticolo è dato da Z⊕ Zτ con τ ∈ H. Questo risultato è facile, poiché
la moltiplicazione per α ∈ C× è un isomorfismo di C, e se manda un reticolo Λ in un reticolo Λ′,
allora dà un isomorfismo TΛ→TΛ′ (con inverso indotto dalla moltiplicazione per 1/α). Nel caso in
questione possiamo usare α = 1/ω1 se im (ω2/ω1) > 0 (altrimenti si scambiano preventivamente ω1 e
ω2).

Resta quindi da vedere quando due tori del tipo Tτ con τ ∈ H risultano tra loro biolomorfi.

3.5.2. Teorema. Siano τ, τ ′ ∈ H; allora Tτ e Tτ ′ sono biolomorfi se e solo se τ ′ = aτ+b
cτ+d con(

a b
c d

)
∈ SL2(Z).

Il se è facile, poiché le uguaglianze

kτ ′ = aτ + b e k = cτ + d

danno che la mappa di moltiplicazione per k in C invia Λ′ in Λ, dando quindi una mappa olomorfa
Tτ ′→Tτ . Per simmetria si ottiene la mappa inversa.

Per verificare il solo se, si procede cos̀ı: dato f : Tτ→Tτ ′ biolomorfismo, si cerca un rialzamento
F : C→C (cioè tale che π′ ◦ F = f ◦ π: commuti con le proiezioni sui tori). L’esistenza locale
di tali rialzamenti è chiara (per esempio sulle carte dei tori), ed è anche chiaro che due rialzamenti
locali differiscono per una costante appartenente al reticolo Λ′; quindi le derivate dei rialzamenti locali
danno luogo ad una ben definita funzione F ′ su C, e consideriamo F una primitiva di F ′. Ora abbiamo
F : C→C tale che π′ ◦ F = f ◦ π, e quindi{

F (z + τ ′) = F (z) + aτ + b

F (z + 1) = F (z) + cτ + d
da cui

{
F ′(z + τ ′) = F ′(z)

F ′(z + 1) = F ′(z)

e quindi F ′ è costante (intera e limitata perché periodica), per cui F (z) = γz + δ con γ 6= 0 e δ ∈ Λ′,
e possiamo usare F (z) = γz. Allora le espressioni di prima diventano{

γ(z + τ ′) = γz + aτ + b

γ(z + 1) = γz + cτ + d
da cui

{
γτ ′ = aτ + b

γ = cτ + d

e risulta che τ ′ = aτ+b
cτ+d . Per simmetria sulla funzione inversa abbiamo che

(
a b
c d

)
∈ GL2(Z) (i.e. con

determinante ±1), ma considerando che =(τ ′) = ad−bc
|a+bτ2|=(τ) otteniamo che il determinante è positivo,

quindi 1. �
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3.5.3. Teorema di struttura dello spazio di moduli dei tori. Consideriamo il semipiano
di Poincaré H, e l’azione sinistra di SL(2,Z) su H identificata nel teorema precedente:

SL(2,Z)×H−→H
((

a b
c d

)
, τ
)
7−→ aτ + b

cτ + d
.

Allora le classi di biolomorfia di tori complessi si identificano con i punti dello spazio quoziente
SL(2,Z)\H.

Il risultato è solo una riscrittura del teorema precedente. Si noti che l’azione è sinistra, e quindi
è classico scrivere il quoziente “a sinistra”.

Vediamo invece meglio la forma dell’insieme quoziente.

3.5.4. Il gruppo SL(2,Z) è moltiplicativamente generato dalle matrici % =
(

1 1
0 1

)
(traslazione

reale: τ 7→ τ + 1) e σ =
(

0 1
−1 0

)
(controinversione: τ 7→ −1/τ). Dunque l’insieme quoziente del

teorema (lo spazio di moduli dei tori) può essere rappresentato da uno dei seguenti sottinsiemi di C
(che si scambiano tra loro tramite σ):

soggetti ad opportune identificazioni dei bordi. Quali esattamente?

Da queste osservazioni si può concludere che lo spazio di moduli dei tori complessi è una SdR
non compatta isomorfa a (un aperto di) C, la cui compattificazione con un punto dà una sfera di
Riemann (cioè una SdR di genere zero). Il punto di compattificazione va pensato come un caso limite
e degenere di toro, cioè l’unica superficie di Riemann di genere 0, che è la sfera.

4. Esempi: curve modulari.

4.0. Preliminari. Il fatto che lo spazio che descrive le classi di isomorfismo di tori complessi sia
un quoziente del semipiano di Poincaré sotto l’azione discreta di un gruppo, e quindi abbia esso stesso
struttura di SdR, è una delle tante motivazioni per lo studio sistematico dei quozienti di H modulo
sottogruppi discreti di SL2(R). Un’altra motivazione è data dal fatto che in questo modo si possono
realizzare tutte le superficie di Riemann compatte di genere almeno 2 (che hanno come rivestimento
universale il disco unitario).

Conviene osservare che l’azione di GL2(R) su C data dall’azione della matrice α =
(
a b
c d

)
su ( z1 ),

ovvero αz = az+b
cz+d (matrici scalari agiscono identicamente), si restringe ad una azione di GL+

2 (R) su
H (stessa osservazione), e anche di SL2(R) su H (solo le matrici ±I danno l’identità); questa azione
fa di PSL2(R) = SL2(R)/± I il gruppo degli automorfismi di H.

Inoltre, H stesso può essere visto come quoziente per una azione di gruppo: di consideri il sot-
togruppo SO2(R) di SL2(R): si vede facilmente che è lo stabilizzatore di i ∈ H, e che l’azione di
SL2(R) su H è transitiva (ogni a + ib è immagine di i tramite una facile matrice). Quindi abbiamo
H ∼= SL2(R)/SO2(R).

4.0.1. Alcuni gruppi modulari. Tra i sottogruppi discreti Γ di SL2(R) più interessanti ci
sono quelli di origine aritmetica:

(0) il gruppo SL2(Z) già visto,

(1) i sottogruppi (normali) Γ(N) = {γ : γ ≡ I (mod N)} di SL2(Z),

(2) i sottogruppi (non normali) Γ1(N) = {γ : γ ≡ T (mod N)} di SL2(Z), ove T è matrice triangolare
superiore con 1 in diagonale,
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(3) i sottogruppi (non normali) Γ0(N) = {γ : γ ≡ T (mod N)} di SL2(Z), ove T è matrice triangolare
superiore.

L’interesse di questi gruppi dipende dal fatto che, siccome SL2(Z)\H classifica i tori complessi (cioè le
curve ellittiche) a meno di isomorfismi, i quozienti Γ\H classificano i tori complessi dotati di qualche
struttura supplementare:
(1) X(N) = Γ(N)\H parametrizza le curve ellittiche con una fissata base della parte di N -torsione,
(2) X1(N) = Γ1(N)\H parametrizza le curve ellittiche con un fissato punto di N -torsione,
(3) X0(N) = Γ0(N)\H parametrizza le curve ellittiche con un fissato sottogruppo ciclico di ordine

N .
Infatti...

4.0.2. Classificazione delle trasformazioni lineari fratte. Un elemento di GL2(C)
diverso da ±I si dice parabolico, ellittico, iperbolico a seconda che abbia un unico punto unito, due
punti uniti con rapporto degli autovalori di norma 1, reale positivo; o lossodromico altrimenti.

Un elemento di SL2(C) è parabolico, ellittico, iperbolico, lossodromico a seconda che la traccia
sia ±2, reale di norma < 2, reale di norma > 2, non reale.

Un elemento di SL2(R) è parabolico, ellittico, iperbolico a seconda che abbia un solo punto unito
in R ∪ {∞}, abbia un solo punto unito in H (l’altro il coniugato), abbia due punti uniti in R ∪ {∞};
e non è mai lossodromico.

4.0.3. Punti ellittici e cuspidi di Γ. Sia d’ora in poi Γ un sottogruppo discreto di SL2(R)
(indichiamo con Γ il quoziente con R×); è elementare vedere che Γ\H è uno spazio di Hausdorff con la
topologia indotta, e che può essere munito di un atlante olomorfo che ne fa una superficie di Riemann,
ma non necessariamente compatta.

Diciamo punti ellittici i punti di H che sono punti uniti (unici) per qualche γ ∈ Γ (ellittico,
quindi), e diciamo cuspidi di Γ i punti di R ∪ {∞} che sono punti uniti (unici) per qualche γ ∈ Γ
(parabolico, quindi). Immagini per Γ di punti ellittici (risp. cuspidi) lo sono ancora.

Si vede facilmente che se Γ ha cuspidi, allora il quoziente Γ\H non è compatto.
Stabilizzatori di punti ellittici sono gruppi ciclici finiti (possiamo supporre, eventualmente coni-

ugando, il punto sia i e allora Γi = Γ ∩ SO2(R) è discreto quindi finito ciclico in SO2(R) ∼= S1), e
stabilizzatori di cuspidi (modulo ±I) sono gruppi ciclici infiniti (possiamo supporre, eventualmente
coniugando, il punto sia ∞ e allora gli elementi dello stabilizzatore sono del tipo parabolico con ±1
in diagonale).

4.1. Semipiano esteso e quozienti. Definiamo H∗ l’unione di H e delle cuspidi di Γ. Si noti
che questo insieme dipende da Γ, anche se la notazione classicamente non ne tiene conto (!). Quindi
H∗ è sottinsieme di H ∪ R ∪ {∞}.

Vogliamo dare ad H∗ una topologia Hausdorff: usiamo come base di intorni di ∞ (se c’è) i
semipiani =z > H, e come base di intorni di x ∈ R il punto stesso unito ad un disco aperto tangente in
x all’asse reale (per capire che questa definizione è sensata conviene pensare a come viene trasformato
un intorno di base di ∞ usando una trasformazione che manda ∞ a 0 per esempio −1/z).

Intendiamo ora studiare il quoziente Γ\H∗, dandogli una struttura di SdR che estende quella di
Γ\H. Diremo che Γ è fuchsiano (di prima specie?) se Γ\H∗ è compatto. Se Γ e Γ′ sono commensurabili
(significa che l’intersezione ha indice finito in entrambi) allora hanno le stesse cuspidi, e un quoziente
è compatto sse lo è l’altro.

4.1.1. Teorema. Il quoziente Γ\H∗ è di Hausdorff, e per ogni punto z ∈ H∗ esiste un intorno
Uz tale che {γ ∈ Γ : γUz ∩ Uz 6= ∅} = Γz (stabilizzatore di z in Γ).
L’atlante su Γ\H∗ ottenuto usando quello di Γ\H e le seguenti carte:
• per i punti di H che hanno uno stabilizzatore ciclico di ordine n si trova un isomorfismo di Γz\Uz

con 〈e2iπ/n〉\D e si usa t→ tn verso C,
• per le cuspidi, si può supporre che sia ∞, e si usa t→ e2iπt verso C,

dà una struttura di Superficie di Riemann.

4.1.2. Esempio: X(1) = X0(1) = SL2(Z)\H∗ è la sfera di Riemann. In effetti, possiamo
vedere che le cuspidi per SL2(Z) sono ∞ e tutti i punti razionali Q ⊆ R, tutti equivalenti tra di loro
(per l’azione di SL2(Z)), e abbiamo già visto che questo quoziente è compatto e dà luogo ad una SdR
di genere 0.

Per successivo uso, vediamo anche quali sono i punti ellittici per SL2(Z): si tratta di due punti:
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i = eiπ, di ordine 2 e con stabilizzatore Γi dato da I e σ =
(

0 1
−1 0

)
;

% = e2iπ/3, di ordine 3 e con stabilizzatore Γ% dato da I, τσ e (τσ)2 con τ =
(

1 1
0 1

)
.

4.2. Calcolo del genere. In generale è assai difficile calcolare il genere di X(Γ) = Γ\H∗, e il
metodo più naturale è cercare di applicare la formula di Riemann-Hurwitz: se Γ′ 6 Γ abbiamo una
mappa suriettiva f : X(Γ′)→ X(Γ) che è un rivestimento ramificato di grado deg(f) = (Γ : Γ′) e con
molteplictà mz(f) = (Γz : Γ′z) (ovvii abusi).

4.2.1. Sottogruppi di SL2(Z). Se Γ è un sottogruppo di indice finito di SL2(Z), allora abbiamo
un rivestimento ramificato della sfera f : X(Γ) → X(1) = P1

C, ramificato solo sopra i, %,∞, e detto
µ = (PSL2(Z) : Γ), ν2 il numero di punti ellittici di ordine 2 , ν3 il numero di punti ellittici di ordine
3 , ν∞ il numero di cuspidi (inteso, tutti non equivalenti tra loro), risulta:

g = 1 +
µ

12
− ν2

4
− ν3

3
− ν∞

2
.

Infatti, abbiamo ν2 punti con molteplicità 1 sopra i, quindi (µ − ν2)/2 punti con molteplicità 2, e il
contributo alla ramificazione è (µ − ν2)/2; poi abbiamo ν3 punti con molteplicità 1 sopra %, quindi
(µ− ν3)/3 punti con molteplicità 3, e il contributo alla ramificazione è 2(µ− ν3)/3; infine ci sono ν∞
punti sopra∞, e quindi il contributo alla ramificazione è µ−ν∞ (=

∑
(mi−1) =

∑
mi−

∑
1). Infine

basta fare il conto di

g = 1− µ+
µ− ν2

4
+
µ− ν3

3
+
µ− ν∞

2
.

4.2.2. Casi di X(N). Dalla sequenza esatta

1−→Γ(N)−→ SL2(Z)−→ SL2(Z/NZ)−→ 1 ,

dalle note riduzioni per N =
∏
p p

ep (potenze di primi distinti)

Z/NZ ∼=
∏
p

Z/pepZ, GL2(Z/NZ) ∼=
∏
p

GL2(Z/pepZ), SL2(Z/NZ) ∼=
∏
p

SL2(Z/pepZ),

e dalla sequenza esatta

1−→K −→GL2(Z/pepZ)−→GL2(Z/pZ)−→ 1

abbiamo che:
K ha ordine p4(ep−1),
GL2(Z/pZ) ha ordine (p2 − 1)(p2 − p) = p4(1− 1

p2 )(1− 1
p ),

GL2(Z/pepZ) ha ordine p4(ep−1)(p2 − 1)(p2 − p) = p4ep(1− 1
p2 )(1− 1

p ),

SL2(Z/pepZ) ha ordine p3ep(1− 1
p2 ),

da cui si ottiene infine l’ordine di SL2(Z/NZ) è (Γ(1) : Γ(N)) = N3
∏
p(1−

1
p2 ) = Nϕ(N)ψ(N), dove

ϕ(N) = N
∏
p(1−

1
p ) è la funzione di Eulero, e ψ(N) = N

∏
p(1 + 1

p ).

Ora, se N = 2 abbiamo −I2 ∈ Γ(2), altrimenti −I2 /∈ Γ(N), e ne segue che

µ(N) = (Γ(1) : Γ(N)) =

{
6 se N = 2
1
2Nϕ(N)ψ(N) se N > 2 .

Non ci sono punti ellittici per Γ(N) (ν2 = ν3 = 0), mentre le cuspidi sono in numero ν∞ = µ(N)/N
(per normalità sono tutte della stessa ramificazione, e N = (Γ(1)∞ : Γ(N)∞)), quindi usando la
formula generale abbiamo

g(X(N)) = 1 + µ(N)
N − 6

12N
= 1 +

N − 6

24
ϕ(N)ψ(N) .

In particolare possiamo calcolare:

N = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 · · ·
g = 0 0 0 0 1 3 5 10 13 26 25 50 49 73 81 133 · · ·

4.2.3. Casi di X0(N). Questo caso è decisamente più complicato, ma si può trovare nel libro
di Shimura.
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5. Esempi: superficie di germi di funzioni.

5.0. Preambolo. Idea di base di Riemann era di studiare i prolungamenti di funzioni analitiche
lungo dei cammini e trovare il massimo dominio in cui una funzione può essere definita. Ragionando nel
caso molto semplice della radice quadrata in C per esempio, si capisce facilmente che un tale dominio
non è necessariamente un aperto del piano complesso: infatti tramite prolungamento analitico di una
determinazione della radice lungo un circuito che avvolga 0 (per esempio partendo da 1 e usando la
circonferenza unitaria) di ritorna al punto di partenza con un’altra determinazione della radice. L’idea
quindi è di pensare di “aver cambiato foglio” per definire un dominio più grande in cui la radice sia
una funzione ben definita e non “multivoca”.

5.1. Problema universale. Possiamo porre il problema in questo modo: dato un germe
di funzione (U, f) dove U è un aperto di C e f è una funzione meromorfa su U (f : U → P1

C
olomorfa), determinare una superficie di Riemann S “più grande possibile” dotata di due mappe e di
una inclusione (aperta olomorfa) j di U in S

U
j
y

P1
C

v←− S
p−→ P1

C

tale che pj sia l’inclusione di U in C, e vj = f . Una tale S (in realtà tutta la struttura (S, p, v, j))
viene chiamata la Superficie di Riemann associata al germe di funzione (U, f).

Germe di funzione significa che consideriamo uguali due tali dati (U, f) e (V, g) se abbiamo
U ∩ V 6= ∅ ed f = g ristrette a U ∩ V ; significa dare delle funzioni definite su qualche aperto, non
specificato (ma non vuoto).

5.1.1. Vi sono vari atteggiamenti possibili per formalizzare il problema e la sua soluzione, e i
principali sembrano due.

Il primo (Narasimhan, Cassa) è di definire uno spazio che contenga i germi di funzioni olomorfe,
introdurvi una topologia e un atlante olomorfo, e poi dichiarare che la superficie di un germe olomorfo
è la componente connessa di questo spazio che lo contiene; questo atteggiamento ha lo svantaggio che
allo spazio cos̀ı definito bisogna aggiungere dei punti “limite”, che poi a posteriori si riconoscono per
essere delle serie di Puiseux invece che sviluppi olomorfi.

Il secondo (Reyssat) è di definire uno spazio che contenga i germi di serie di Puiseux (convergenti
in qualche aperto), introdurvi una topologia e un atlante olomorfo, e poi dichiarare che la superficie di
un germe olomorfo è la componente connessa di questo spazio che lo contiene; questo atteggiamento
ha lo svantaggio che lo spazio iniziale va definito usando una relazione di equivalenza che tenga conto
delle diverse determinazioni delle radici che si scelgono quando si sviluppa una serie di Puiseux.

In ogni caso si dimostra il seguente teorema:

5.1.2. Teorema. Per ogni germe di funzione meromorfa f , esiste una superficie universale Xf

per f , e Xf è compatta se e solo se f è algebrica su C(z) (z coordinata locale in cui è scritta f), cioè
esiste un polinomio P (z, Y ) che si annulla identicamente in f : P (z, f(z)) = 0.

5.1.3. È appena il caso di far notare che ogni superficie di Riemann si ottiene con questo
procedimento?
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6. Esempi: curve algebriche complesse.

6.1. Curve non singolari. Ogni curva algebrica proietttiva piana non singolare è una SdR
compatta: un atlante olomorfo si può ottenere applicando intorno ad ogni suo punto il teorema del
Dini della funzione implicita. Le funzioni di transizione sono chiaramente olomorfe, poiché si riducono
all’identità o alla stessa funzione implicita.

Questo si può generalizzare alle curve algebriche proiettive lisce, e una delle tante conseguenze
del teorema di Riemann-Roch è che in questo modo si ottengono tutte le SdR compatte (a meno di
isomorfismi), anche usando solo P3

C (ma non P2
C).

6.1.1. Generi. Per curve lisce di grado d in P2
C conosciamo il genere; per curve in P3

C vi è un
seminario Bourbaki di Hartshorne:

(1) se la curva è contenuta in una quadrica, allora d = a + b con g = (a − 1)(b − 1), e per ogni
a, b interi positivi esiste una tale curva;

(2) se la curva non è contenuta in un piano o una quadrica, allora g 6 d(d − 3)/6 e tutte tali
coppie (d, g) sono possibili.

6.1.2. Funzioni olomorfe e meromorfe. Trattandosi di SdR compatte, le funzioni olomorfe
sono solo le costanti, mentre le funzioni meromorfe sono in corrispondenza con il corpo delle frazioni
di C[X,Y ]/(f) ove f = f(X,Y ) è una equazione per la curva data.

6.2. Curve irriducibili singolari. Allo stesso modo, data una curva proiettiva piana ir-
riducibile, fuori dei punti singolari è possibile costruire un atlante olomorfo, e quindi ottenere per la
curva escluse le singolarità una struttura di SdR non compatta. Per un miglior risultato, si consideri
il capitolo successivo.
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Capitolo III

Teorema di normalizzazione (desingolarizzazione).

In questo capitolo espliciteremo uno degli esempi cui abbiamo solo accennato nel capitolo prece-
dente: ogni curva proiettiva liscia è una superficie di Riemann compatta (questo discende essenzial-
mente dal teorema del Dini), e ad ogni curva proiettiva irriducibile (non necessariamente liscia) è
associata una SdR compatta che differisce dalla curva solo nei punti singolari, e al posto di ciascuno
di essi presenta un numero finito di punti.

Se la curva proiettiva di partenza è razionale, chiaramente la sfera di Riemann ne è una desin-
golarizzazione (corrispondenza biolomorfa fuori della singolarità, e ogni punto singolare è raggiunto
da un numero finito di valori del parametro). Questo da un lato ci dice che una curva proiettiva è
razionale se e solo se (la SdR associata) è di genere zero; dall’altro lato ci permette di vedere il proce-
dimento di “desingolarizzazione” come una tecnica di “parametrizzazione” di curve algebriche tramite
i punti di una SdR compatta, generalizzando la parametrizzazione di una curva razionale tramite la
sfera di Riemann.

Inseriamo in questo capitolo anche due argomenti non strettamente pertinenti: la descrizione
topologica delle singolarità di curve algebriche piane tramite nodi, e un cenno alla tecnica algebrica di
risoluzione delle singolarità tramite blow-up (che ha il vantaggio di rimanere sempre nell’ambito delle
curve algebriche).

0. Strategie di desingolarizzazione.

0.1. Strategie di desingolarizzazione. Il problema di associare ad ogni curva algebrica
una “curva” non singolare che ne sia il più possibile vicina si può affrontare in almeno tre modi
sostanzialmente diversi:

0.1.1. via SdR. Come abbiamo appena accennato, si desingolarizza una curva algebrica tramite
una SdR compatta, che è un oggetto analitico, a priori. Poi vedremo come conseguenza del teorema
di Riemann-Roch che ogni SdR compatta si realizza come curva algebrica liscia in qualche spazio
proiettivo Pn(C) (anche con n = 3, ma non necessariamente con n = 2, come già sappiamo). Quindi
alla fine si dispone di una desingolarizzazione di una curva algebrica tramite un’altra curva algebrica.

0.1.2. via trasformazioni geometriche. Un altro metodo per desingolarizzare curve alge-
briche consiste nell’utilizzare alcune trasformazioni (essenzialmente algebriche, come blow-up e trasfor-
mazioni quadratiche) per ottenere una curva algebrica non singolare modificando il minimo possibile
la curva di partenza. Si tratta di metodi che hanno il vantaggio di rimanere in un ambito di curve
algebriche, ma sono più difficili.

0.1.3. via curve astratte. Un ulteriore metodo è del tutto astratto, e consiste nel definire le
curve astratte come la collezione di tutti i sottoanelli di valutazione discreta (e il cui corpo quoziente
sia l’intero corpo) di un corpo di trascendenza 1 sul corpo di base. Allora ad ogni curva proiettiva
(irriducibile) C resta associato il suo “anello delle coordinate” K[C ] = K[X,Y ]/(f(X,Y )) e il suo
corpo quoziente K(C ) (“corpo delle funzioni razionali”), e dunque la curva astratta formata dagli
anelli di valutazione discreta di K(C ) contenenti K[C ]. A tale insieme, dotato della topologia di
Zariski (aperti sono i cofiniti), si può poi dare una realizzazione come curva proiettiva liscia in qualche
spazio proiettivo.

0.1.4. via algebrica. Il motivo profondo per cui i procedimenti recedenti portano a risultati
essenzialmente equivalenti, ovvero che il processo di desingolarizzazione di una curva algebrica sia
essenzialmente canonico, si può capire meglio da un punto di vista algebrico. Una curva algebrica C
è liscia se e solo se il suo anello di coordinate K[C ] è integralmente chiuso nel suo corpo dei quozienti
K(C ) (significa che ogni polinomio monico a coefficienti nell’anello se ha soluzioni nel campo quoziente
allora ha soluzioni nell’anello: per esempio Z è integralmente chiuso in Q). Ora ad ogni anello integro
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si può associare la sua chiusura integrale nel suo campo dei quozienti: si tratta di un anello integro
(avente lo stesso campo dei quozienti) che si dice il normalizzato. Di conseguenza alla curva algebrica

C possiamo associare la curva algebrica C̃ corrispondente al normalizzato di K[C ]; dalla inclusione

di anelli corrisponde una mappa tra le curve C̃ → C (nel verso opposto) che dà la risoluzione.
Questo procedimento si può fare anche in dimensione maggiore di 1, ma in generale la nor-

malizzazione ha la proprietà geometrica di avere eventuali singolarità in codimensione strettamente
maggiore di 1: nel caso di curve significa che non c’è singolarità, ma già nel caso di superficie dice solo
che non vi sono curve singolari (ma possono esservi punti isolati singolari: risolvere questi richiede
ulteriori procedimenti).

1. Struttura locale delle singolarità.

1.1. Teorema di struttura locale dei punti singolari. Sia C una curva algebrica
proiettiva piana complessa, P un punto m-uplo di C , e si sia scelto un riferimento proiettivo tale che
C non abbia tangenti verticali in P . Allora esiste un intorno (analitico del piano) U di P , della forma
U = D1 × D2 con D1 e D2 dischi aperti, tale che la proiezione π1 : U ∩ C →D1 sia rivestimento
ramificato con esattamente m fogli, e P sia l’unico punto di ramificazione.

Infatti, fuori di P si può usare direttamente il teorema del Dini. Per P =
(
x0

y0

)
, applichiamo

l’indicatore logaritmico su una equazione f(x, y) di C e sul bordo di D2: eventualmente restringendo
D2 e tenendo conto che in P c’è uno zero di molteplicità m risulta:

m− 1 <
1

2πi

∫
∂D2

dlogf(x, y) < m+ 1

(si tratta di una funzione continua a valori interi che per x = x0 vale m), quindi eventualmente
restringendo D1 e D2 il valore è costantemente m. �

1.1.1. Punti isolati. Si osservi che dalla descrizione precedente si ottiene subito che una curva
algebrica complessa non ha punti isolati (cosa che invece può succedere per il suo scheletro reale).

1.1.2. Rami analitici. Il teorema giustifica la definizione seguente: si dice ramo analitico di
C in P il dato di:

un sottinsieme connesso B di C contenente P , avente P come (eventuale) unico punto singolare;
una mappa olomorfa s : A→A2(C) con A aperto connesso di C contenente 0, s(0) = P , tale che:
s : A→B sia omeomorfismo e s : Ar {0}→B r {P} sia immersione di Ar {0} in U r {P} ove
U è un intorno di P in A2(C).

Tali funzioni s si dicono parametrizzazioni del ramo analitico.
1.1.3. Rami lineari. Dalla definizione segue che ds

dz (z) 6=
(

0
0

)
per ogni z ∈ Ar {0}. Il ramo si

dice lineare se ds
dz (0) 6=

(
0
0

)
1.1.4. Parametrizzazioni normalizzate. È facile notare che due parametrizzazioni di uno

stesso ramo analitico differiscono per la composizione con una funzione olomorfa tra i domini di
definizione. In particolare parleremo di parametrizzazione normalizzata quando si abbia s del tipo(

s1(z)

s2(z)

)
= s(0) +

(
zm

O(zm)

)
(che si può sempre ottenere a partire da una qualunque parametrizzazione).

1.2. Teorema di struttura analitica delle singolarità algebriche. Sia C una curva
algebrica proiettiva piana complessa, P un punto m-uplo di C . Allora esistono V intorno connesso di
P in C , V = B1 ∪ · · · ∪Bk con k 6 m dove i Bi sono rami analitici di C in P e ogni Bi è omeomorfo
ad un disco di C, con Bi ∩ Bj = {P} se i 6= j. Inoltre per ogni V ′ ⊆ V si ha V ′ = B′1 ∪ · · · ∪ B′k con
B′i = V ′ ∩Bi.

Usiamo V = U ∩C del teorema precedente, e decomponiamo V ∗ = V r{P} nell’unione disgiunta
delle sue componenti connesse V ∗ = B∗1 t · · · t B∗k (dove certamente k 6 n). Per costruzione la
proiezione π1 : B∗i →D∗1 è un rivestimento con ki fogli, ove

∑
i ki = m. Allora basta osservare che

ogni Bi = B∗i ∪ {P} è un ramo analitico di C in P . �

1.2.1. Relazione con i rami algebrici. È facile osservare che la fattorizzazione tramite
serie formali del polinomio (centrato nel punto singolare) che definisce i posti algebrici della curva
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(e le loro parametrizzazioni) dà luogo a parametrizzazioni tramite serie formali convergenti, e quindi
corrispondono ai rami analitici in quel punto. In particolare si ottiene una interpretazione topologica
per i posti (algebrici) nel caso di curve complesse: corrispondono alle componenti connesse di un
intorno bucato (cioè privato del punto) del punto singolare nella curva. Si osservi che ciò non può
essere riconosciuto sullo scheletro reale della curva.

2. Teorema di desingolarizzazione (via SdRc).

2.1. Teorema di normalizzazione. Sia C una curva algebrica proiettiva piana complessa
irriducibile. Allora esistono una SdR compatta C̃ e una applicazione suriettiva µ : C̃ →C tali che
(1) µ è biolomorfa fuori dei punti singolari di C ;
(2) µ induce per ogni punto singolare P di C una biiezione tra i rami analitici di C in P e i punti di

C̃ con immagine P .
Inoltre C̃ gode della proprietà universale relativa a µ, cioè fattorizza unicamente ogni altra coppia C̃ ′,
µ′ con le stesse proprietà, e quindi è unica a meno di biolomorfismi.

Si tratta di scegliere per ogni punto singolare due intorni, uno contenuto, nell’altro per cui valga
la descrizione fatta della struttura della singolarità (decomposizione in rami analitici), sostituire ogni
ramo con rivestimenti ramificati standard, e incollare i nuovi aperti al resto della superficie usando la
corona tra i due intorni. L’immaginazione può tornare utile:

Dal procedimento è chiaro come ottenere un atlante per C̃ , e anche la funzione µ. L’unica proprietà
che è difficile da provare è il fatto che C̃ sia connessa (e dipende dal fatto che C è irriducibile). �

2.1.1. Connessione della desingolarizzata. Vi sono essenzialmente due strategie possibili
per dimostrare che C̃ è connessa. La prima è di mostrare che una sconnessione di C̃ porta alla
riducibilità di C stessa: usando la fattorizzazione in serie formali della equazione di C in un punto
singolare, la sconnessione permette di dividere i fattori in due gruppi, ciascuno dei quali deve dar
luogo ad un polinomio. La seconda strategia è di usare il corpo delle funzioni meromorfe di C̃ .

2.1.2. Descrizione delle funzioni meromorfe. Dette x e y le proiezioni di C sui due assi
affini usuali, risulta che

M (C̃ ) ∼= Q(C[x, y]) ∼= Q(C[X,Y ]/(f(X,Y ))) ∼= Q0(C[X0, X1, X2]/(F (X0, X1, X2)))

se f(X,Y ) è una equazione affine per C , e F (X0, X1, X2) ne è l’equazione proiettiva omogeneizzata.

Ora, su ogni componente connessa di C̃ , consideriamo la (restrizione della) funzione meromorfa
x; si tratta di un rivestimento ramificato di P1(C) il cui numero di fogli è

deg(x) = [M (C̃ ) : C(x)] > [C(x, y) : C(x)] = n

(la disuguaglianza viene dal fatto che ogni componente connessa di C̃ dà un rivestimento di C , quindi

C(x, y) ⊆M (C̃ )) da cui segue subito che vi è una unica componente connessa.
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3. Applicazioni ed Esempi.

3.1. Definizione del genere per curve singolari. Il teorema di desingolarizzazione gius-
tifica la definizione, già data, del genere per una curva proiettiva singolare, e anche i metodi di calcolo
che avevamo già adottato nel primo capitolo: sia tramite Riemann-Hurwitz, sia tramite Plücker.

Anzi, ora dovrebbe essere chiaro come studiare la ramificazione quando si proietta da un punto
della curva stessa:...

3.2. Teorema di Bézout per via analitica. Le espressioni analitiche dei rami di una
curva nei punti singolari permette una definizione di origine analitica (ma chiaramente coincidente
con quella algebrica tramite i posti della curva) della molteplicità di intersezione di due curve in un
punto. Siccome si tratta di sommare gli ordini nella variabile locale della sostituzione dei rami analitici
di una curva nell’equazione dell’altra, questa definizione porta quasi subito ad una dimostrazione del
teorema di Bézout.

3.3. Esempi.

3.3.1. Nodo. Per la cubica nodale di equazione Y 2 = X2(1 + X) sappiamo che l’unico punto
singolare è l’origine con due rami lineari. Essendo razionale (genere zero) è normalizzata dalla sfera

di Riemann tramite µ(t) =
(
t2−1
t(t2−1)

)
che presenta due punti distinti (t = ±1) sopra il punto singolare(

0
0

)
.

Considerando la proiezione della curva sull’asse delle ascisse, si tratta di un rivestimento con due
fogli, e vi sono due punti di ramificazione:

(
0
−1

)
e il punto improprio delle ordinate.

Considerando la proiezione sull’asse delle ordinate?

3.3.2. Cuspide. Per la cubica cuspoidale di equazione Y 2 = X3 sappiamo che l’unico punto
singolare è l’origine con un unico ramo. Essendo razionale (genere zero) è normalizzata dalla sfera di

Riemann tramite µ(t) =
(
t2

t3

)
che presenta un solo punto (t = 0) sopra il punto singolare

(
0
0

)
.

Considerando la proiezione della curva sull’asse delle ascisse, si tratta di un rivestimento con due
fogli, e vi sono due punti di ramificazione:

(
0
0

)
e il punto improprio delle ordinate.

Considerando la proiezione sull’asse delle ordinate?

3.3.3. Iperellittiche. Distinguiamo i due casi:
(1) grado pari: usiamo Y 2 = X2m−1, e per mettere nell’origine l’unico punto singolare consideriamo

l’equazione X2m = Z2m−2(1 − Z2). Nel punto singolare vi sono due rami, ciascuno dei quali di
ordine m.
Considerando la proiezione della curva sull’asse delle Z, si tratta di un rivestimento con 2m fogli,
e vi sono due punti di ramificazione 2m− 1, oltre ai due posti del punto singolare, ciascuno con
ramificazione m− 1; quindi la ramificazione totale è 2(3m− 2) e il teorema di Riemann-Hurwitz
dà genere m− 1.
Considerando la proiezione sull’asse delle X (attenzione: non è l’usuale rivestimento con 2 fogli,
poiché non stiamo usando il piano affine X,Y )?

(2) grado dispari: usiamo Y 2 = X2m+1 − 1, e per mettere nell’origine l’unico punto singolare con-
sideriamo l’equazione X2m+1 = Z2m−1(1−Z2). Nel punto singolare vi è un solo ramo, di ordine
2m+ 1.
Considerando la proiezione della curva sull’asse delle Z, si tratta di un rivestimento con 2m+ 1
fogli, e vi sono due punti di ramificazione 2m, oltre al posto del punto singolare, con ramificazione
2m; quindi la ramificazione totale è 2(3m) e il teorema di Riemann-Hurwitz dà genere m.
Considerando la proiezione sull’asse delle X (attenzione: non è l’usuale rivestimento con 2 fogli,
poiché non stiamo usando il piano affine X,Y )?

3.3.4. Rivestimenti d’ordine d di P1(C). Per esercizio, studiare i casi di equazioni Y d = p(X)
con p(X) polinomio di grado maggiore di d, privo di zeri multipli.

3.3.5. Altri esempi. Si possono studiare le curve del primo capitolo.
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4. Aspetto topologico delle singolarità (nodi algebrici).

4.1. In questa sezione presentiamo una suggestiva descrizione topologica delle singolarità
complesse (conti e disegni vengono da un lavoro di tesi di V.Sala), che si basa su un teorema di
Milnor:

4.1.1. Teorema di Milnor. Sia O ∈ C , D un disco sufficientemente piccolo (in C2) centrato
in O. Allora la coppia (D,D ∩ C) è topologicamente equivalente alla coppia (D,πO(K)) formata da
D e dalla proiezione da O dei punti di K = ∂D ∩ C .

Non dimostriamo questo teorema, ma lo usiamo per ridurre lo studio della curva C attorno ad un
suo punto O allo studio del nodo K = ∂D∩C ; parliamo di nodo in quanto di tratta di intersezione di
una curva complessa (localmente una superficie) con il bordo ∂D del disco 4-dimensionale D, e quindi
di tratta di una curva reale (immersa in ∂D, che è una sfera 3-dimensionale).

Per studiare K il primo approccio (Brauner, 1928) è stato quello di usare una proiezione stere-
ografica per spostare il problema da ∂D al più visibile R3, ma questo ha lo svantaggio di richiedere
molti calcoli che rendono poco leggibile il risultato. Poco dopo lo stesso problema viene studiato con
risultati molto più chiari (Kähler) usando come intorni del punto un “disco rettangolare” (prodotto
di due dischi in C) invece del disco di C2, che semplifica in modo sorprendente la situazione.

4.1.2. Dischi, sfere e tori. Usiamo liberamente l’omeomorfismo C2 ∼= R4, su cui possiamo
usare l’usuale norma euclidea, oppure il massimo tra le norme euclidee delle due copie di C (ovvero di
R2). Ne viene un omeomorfismo D4 ∼= D2 ×D2 (dischi euclidei in dimensione 4 e 2 rispettivamente),
e possiamo scrivere la sfera bordo di D4 come

S3 = ∂D4 ∼= ∂(D2 ×D2) ∼= (∂D2 ×D2) ∪ (D2 × ∂D2)

unione di due tori solidi, incollati scambiando meridiani e longitudini (ciascuno dell’altro). Un toro
solido è uno spazio topologico omeomorfo a un prodotto S1×D2, e ogni tale isomorfismo sarà chiamato
un framing (ogni framing determina un meridiano M = {1} × ∂D2 e una longitudine L = S1 × {1});
vedremo che la scelta di un meridiano è essenzialmente canonica, mentre quella della longitudine non
lo è).

4.1.3. Link e nodi torici, ed iterati. Si chiamano nodi (link) torici immagini omeomorfe
di S1 (copie di S1, con immagini disgiunte) sulla superficie del toro. Ogni nodo torico è determinato
dalla coppia di numeri coprimi (m,n) che indicano il numero di intersezioni con M ed L, oppure la
classe di omologia mM + nL (sulla superficie del toro): è (omeomoerfo all’)immagine della mappa
(ϕ,ψ) 7→ (eimϕ, einψ). Vi sono isomorfismi naturali del tipo (m,n) ∼= (n,m), (m, 1) ∼= (m′, 1),
(1, n) ∼= (1, n′). Un nodo torico iterato si ottiene usando un intorno tubolare (isomorfo ad un toro,
quindi) di un nodo torico, o torico iterato, e costruendo un nodo torico sul suo bordo. I nodi torici
iterati sono quindi determinati da una sequenza di coppie di numeri coprimi (questo non vale per i
link torici (iterati): conta anche il modo in cui si legano tra loro i vari nodi che formano il link).

4.1.4. Linking numbers, meridiani e longitudini. Dati due nodi possiamo definire il loro
linking number in vari modi equivalenti, il più facile dei quali è fare la semisomma dei contributi delle
intersezioni dei due nodi in un diagramma regolare orientato, dando segno positivo se l’ascissa passa
sopra all’ordinata; equivalentemente, si può scegliere un generatore γ del gruppo di omologia di S3

tolto un nodo, e scrivere l’altro nodo come nγ (n è il linking number); in modo più teorico, possiamo

definirlo come il grado della mappa S1 × S1 → S2 dato da K−K′
|K−K′| se K,K ′ sono i due nodi (pensati

come funzioni S1 → R3).
Dato un toro (solido) possiamo definire in modo univoco il suo meridiano come una curva semplice

chiusa sul bordo tale che sia (equivalentemente):
(1) omologicamente (o omotopicamente) triviale nel toro,
(2) bordo di un disco nel toro,
(3) immagine tramite un framing di {1} × ∂D2,
(4) omologicamente triviale nel toro e con linking number 1 con il centro del toro.

Definiamo come longitudine una una curva semplice chiusa sul bordo del toro tale che sia (equivalen-
temente):

(1) un generatore del gruppo fondamentale (o del gruppo di omologia) del toro solido,
(2) con intersezione in un unico punto con qualche meridiano,
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(3) immagine tramite un framing di S1 × {1}.
Queste condizioni non determinano univocamente una longitudine: sommare qualsiasi multiplo di un
meridiano dà altre (e tutte) le longitudini. Ve ne sono in particolare tre che ci interesseranno per i
significati geometrici:

(t) longitudine topologica: è determinata dall’essere omologicamente equivalente al centro del
toro, e avere linking number 0 con esso;

(p) longitudine di Puiseux o verde: si può definire per un nodo contenuto in un toro solido con
fissato framing S1 × D2, e si ottiene scegliendo una direzione fissata in D2, e spostando il nodo sul
bordo di un suo intorno tubolare (torico) secondo quella direzione in ogni disco {t} ×D2;

(n) longitudine di Newton o arancione: si può definire per un nodo K cablato attorno ad un altro
H, e si ottiene spostando K radialmente da H verso il bordo di un suo intorno tubolare. Le relazioni
tra i tre tipi di longitudini, quando definite, non sono banali: detta L la longitudine topologica,
L′′ quella verde, L′ quella arancione, abbiamo L′′ ∼ L + `(L′′,K)M con `(L′′,K) = m(n − 1), e
L′ ∼ L′′ +mM , cioè `(L′,K)− `(L′′,K) = m.

Spesso queste relazioni si possono leggere dai diagrammi dei noti torici sotto forma di trecce:
si disegna il nodo sulla superficie di un cilindro (che poi dà luogo al toro per identificazione, senza
rotazioni, dei due estremi): le immagini mostrano le longitudini verde e arancione di un intorno
tubolare del nodo torico (5, 3):

Con qualche calcolo non banale si può vedere che un nodo torico iterato descritto dalle coppie
(α1, β1)(α2, β2) · · · (αk, βk) in termini di longitudini topologiche,
(m1, n1)(m2, n2) · · · (mk, nk) in termini di longitudini di Puiseux,
(q1, p1)(q2, p2) · · · (qk, pk) in termini di longitudini di Newton,

vi sono le seguenti relazioni tra le coppie:
βi = ni = pi;
α1 = m1 = q1,
αi = mi − nimi−1 + αi−1ni−1ni = qi + pi−1piαi−1,
mi = αi + βimi−1 + αi−1βi−1βi = qi +mi−1pi,
qi = αi − αi−1βiβi−1 = mi −mi−1ni.

Per verificare queste relazioni conviene avere delle relazioni ricorsive per `(L′′,K); dalla treccia della
longitudine verde si vede che per un nodo del tipo (m1, n1) si ha link number d1 = m1(n1 − 1)
(n1 è il numero di stringhe, m1 il numero di massimi della treccia). Ad ogni cablaggio successivo
(m1, n1)(m2, n2) · · · (mk, nk) si trova di = di−1n

2
i + mi(ni − 1) (le ni stringhe del nodo cablato au-

mentano le intersezioni del caso precedente, e poi bisogna contare le intersezioni del nuovo cablato).
Ora per ottenere la formula per αi+1 si ragiona per induzione:

αi = mi + nidi−1

= mi + ni(di−2n
2
i−1 +mi−1(ni−1 − 1))

= mi + ni(ni−1(di−2ni−1 +mi−1)−mi−1)

= mi + ni(ni−1αi−1 −mi−1)

= mi + nini−1αi−1 −mi−1ni

(le altre sono più facili, o conseguenze).

4.1.5. Nodi algebrici. Possiamo ora studiare che link disegna una curva algebrica sul bordo
di un piccolo disco centrato in un suo punto, usando lo studio locale dei rami della curva in termini
di parametrizzazioni formali (o di serie di Puiseux). Consideriamo prima il caso di un solo posto P
descritto dalla serie di Puiseux

y = c1x
m1
n1 + c2x

m2
n1n2 + · · ·+ ckx

mk
n1n2···nk

con le condizioni che gli esponenti siano crescenti e MCD(mi, ni) = 1. Parametrizzando x(t) = εe2πit:
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(1) se vi è un solo termine, troviamo y(t) = c1ε
m1
n1 e2πi

m1
n1
t e riconosciamo un nodo torico di tipo

(m1, n1) con la longitudine di Puiseux.

(2) se vi sono due termini, e supponiamo n2 > 1, troviamo y(t) = c1ε
m1
n1 e2πi

m1
n1
t + c2ε

m2
n1n2 e2πi

m2
n1n2

t

e siccome ε è piccolo e il secondo esponente maggiore del primo vediamo che il secondo termine
disegna un nodo torico di tipo (m2, n2) su un intorno tubolare del nodo torico decritto al primo
passo; quindi abbiamo un nodo torico iterato di tipo (m1, n1)(m2, n2) (sempre con longitudine di
Puiseux per i nodi). Se capita che n2 = 1, allora il secondo nodo può essere deformato al primo,
essendone semplicemente una piccola “perturbazione” (quindi potremmo trascurare i termini in
cui il denominatore non aumenta per descrivere il nodo, ma nel caso dei link questo non sarà
possibile, in quanto tali termini interferiscono con i numeri di linking).

(3) in generale, ogni termine successivo determina un nodo torico che viene tracciato in un intorno
tubolare del nodo (torico iterato) generato dai termini precedenti.

Se riscriviamo l’inizio della serie di Puiseux in termini di Newton (forma moltiplicativa):

y = x
q1
p1 (a1 + x

q2
p1p2 (a2 + · · ·+ x

qk−1
p1p2···pk−1 (ak−1 + x

qk
p1p2···pk (ak)) · · ·))

(le relazioni tra le coppie di Puiseux (mi, ni) e quelle di Newton (qi, pi) sono date da pi = ni e
qi = mi − mi−1ni) gli stessi ragionamenti permettono di riconoscere dei nodi torici iterati di tipo
(q1, p1)(q2, p2) · · · (qk, pk) in termini di longitudini di Newton.

Per inciso, si osservi che mentre tutti i nodi torici sono nodi algebrici, non tutti i nodi torici iterati sono
algebrici: per venire da uno sviluppo di Puiseux devono soddisfare ad ovvie condizioni: mini+1 < mi+1

(usando longitudini di Puiseux), ovvero qi > 0 (usando longitudini di Newton), ovvero βiαiβi+1 < αi+1

(usando longitudini topologiche).

A titolo di esempio, le facili equazioni yn = xm con m,n coprimi danno luogo a nodi torici di
tipo (m,n): per n = 1 o m = 1, abbiamo punti non singolari, sempre più flessi:

(1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1)

(1, 2)
(1, 3) (1, 4)

n = 2, abbiamo punti doppi, primo la cuspide:

(3, 2) (5, 2) (7, 2)
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n = 3, punti tripli, tranne il primo, altra forma della cuspide:

(2, 3) (4, 3) (5, 3) (7, 3)

Per avere nodi algebrici che siano torici iterati bisogna ricorrere ad equazioni più complicate, del
tipo (yn − xm)p = xq per avere un cablaggio; ma i nodi torici iterati più semplici che siano algebrici
richiedono equazioni più difficili: per esempio il primo iterato del tipo (3, 2)(m, 2) algebrico ha m = 7,
quello del tipo (3, 2)(m, 3) algebrico ha m = 10, quello del tipo (3, 2)(m, 4) algebrico ha m = 13, quello
del tipo (4, 3)(m, 2) algebrico ha m = 9, quello del tipo (4, 3)(m, 3) algebrico ha m = 13, ecc. Qualche
disegno:

(3, 2)(7, 2) (3, 2)(10, 3)

e

(4, 3)(9, 2) (4, 3)(13, 3)

Consideriamo ora il caso di due posti P,P′ descritti dalle serie di Puiseux

y = c1x
m1
n1 + c2x

m2
n1n2 + · · ·+ ckx

mk
n1n2···nk

y′ = c′1x

m′
1

n′
1 + c′2x

m′
2

n′
1
n′
2 + · · ·+ c′k′x

m′
k′

n′
1
n′
2
···n′

k′

con le solite condizioni. Parametrizzando x(t) come prima:
(1) se le serie hanno un solo termine, abbiamo due nodi torici, ed essendo posti distinti non possiamo

avere sia m1/n1 = m′1/n
′
1 sia c1 = c′1; se m1/n1 6= m′1/n

′
1 (per esempio >) abbiamo che il nodo

decritto da P sarà su una superficie torica di raggio minore dell’altro; se invece m1/n1 = m′1/n
′
1

e c1 6= c′1 i due nodi torici sono dello stesso tipo, ovviamente non si intersecano, stanno sulla
stessa superficie torica o meno asc i moduli dei coefficienti c1, c

′
1 siano uguali o meno, e comunque

possono essere spostati su due tori uno interno all’altro indifferentemente.
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(2) nel caso generale, supponiamo che gli sviluppi siano uguali fino al termine h-esimo, e quindi
entrambi i nodi siano cablati attorno allo stesso nodo torico iterato (quello dello sviluppo comune):
ora se mh/nh 6= m′h/n

′
h uno dei due nodi è interno all’altro, se invece mh/nh = m′h/n

′
h e ch 6= c′h

allora i due nodi si possono pensare indifferentemente ciascuno interno all’altro; il caso in cui uno
dei due sviluppi finisca con la parte comune dà luogo a un nodo di cui l’altro è un cablato.

In particolare due espansioni potrebbero differenziarsi presso un termine con cablaggio (m, 1),
che è inessenziale per il tipo dei nodi, ma significativo per la costruzione del link.

In generale si può dimostrare che i link torici (e quelli algebrici) sono caratterizzati dalle sequenze
delle coppie di cablaggio, e dai linking number di ogni coppia di componenti. Inoltre, nel caso dei link
algebrici, il numero di linking di due componenti è pari alla molteplicità di intersezione dei due rami
corrispondenti.

Gli esempi più semplici vengono dai link di circonferenze, cioè dai link dovuti ai punti ordinari
del tipo

∏
(y − cixmi) = xpyq: per mi = 1

2 ∗ (1, 1) 3 ∗ (1, 1) 4 ∗ (1, 1)

per due rami di flesso uguali abbiamo:

2 ∗ (2, 1) 2 ∗ (3, 1) 2 ∗ (4, 1)

(questi esempi mostrano già che i tipi (1, n) interferiscono con i linking numbers delle componenti).
Per avere link di nodi più complicati si possono usare curve del tipo

∏
(yni − cix

mi) = xpyq, per
esempio con due rami:

2 ∗ (3, 2) (7,1)
(9,2)

(7,2)
(5,4)

Naturalmente si possono avere tutte le combinazioni possibili dei fenomeni precedenti, in generale link
con più componenti formate da nodi torici iterati. Per esempio un punto con tre componenti potrebbe
presentarsi cos̀ı:
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(5, 4), (3, 2), (4, 3)

5. Teorema di desingolarizzazione (via blow-up).

Facciamo una breve esposizione della strategia di desingolarizzazione tramite trasformazioni geo-
metriche (conti e disegni vengono da un lavoro di tesi di E.Cazzador).

5.1. Blow-ups di superficie e loro geometria. Euristicamente, un blow-up è una trasfor-
mazione geometrica che sostituisce un punto di una superficie con una retta proiettiva i cui punti
parametrizzano le direzioni di curve passanti per il punto stesso.

5.1.1. Se P è un punto liscio di una superficie algebrica S, e x, y sono coordinate locali vicino al
punto, possiamo identificare un intorno del punto P in S con un intorno dell’origine in A2 e costruire
una superficie algebrica S′ ⊆ S × P1 formata dai punti (x, y, (ξ, η)) tali che xη = yξ. Abbiamo allora
una mappa π:

S × P1 ⊇ S′−→S

ottenuta dalla proiezione su S. L’antimmagine di P è formato da {P} × P1, e si chiama divisore
eccezionale E, mentre S r {P} corrisponde biiettivamente a S′ r E. I punti del divisore eccezionale
corrispondono alle direzioni tangenti in P ; nel caso S = A2 ogni retta passante per l’origine viene
rialzata in una retta di S′ che passa per il punto di E corrispondente alla direzione della retta.

5.1.2. In pratica conviene descrivere la nuova superficie con delle carte affini (il che permette
facilmente di iterare il procedimento): se (x, y) sono coordinate affini di S (vicino a P ), allora come
coordinate affini (x1, y1) di S′ vicino al punto (0, 0,

(
1
0

)
) possiamo usare{

x = x1

y = x1y1

ovvero

{
x1 = x

y1 = y/x
(equazione del divisore eccezionale E : x1 = 0)

e vicino al punto (0, 0,
(

0
1

)
) possiamo usare{

x = x1y1

y = y1

ovvero

{
x1 = x/y

y1 = y
(equazione del divisore eccezionale E : y1 = 0)

5.1.3. La costruzione non dipende dalla scelta delle coordinate vicino a P . Si può vedere
che le due superficie S ed S′ sono simili in un modo molto preciso: contengono aperti di Zariski
(complementari di zeri di polinomi) che sono isomorfi: si dice che le due superficie sono birazionalmente
equivalenti.

Si può vedere la topologia reale del blow-up nel seguente disegno, che mostra anche la forma di un
intorno di un punto sul divisore eccezionale, che corrisponde ad un doppio petalo attorno alla direzione
di S a cui quel punto corrisponde (naturalmente, per fare il disegno nel foglio si è rappresesentata
la retta proiettiva sopra al punto scoppiato come un segmento, e la parte di blow-up rappresentata
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andrebbe vista come un nastro di moebius identificando le rette in alto e in basso):

5.2. Sequenze di blow-ups di superficie. Con sequenza di blow-ups intendiamo una se-
quenza di scoppiamenti di punti su superficie, in cui ad ogni passo si procede con lo scoppiamento
di un punto del divisore eccezionale proveniente dal blow-up precedente. Questo dà luogo ad una
sequenza di superficie e morfismi:

Sn−→Sn−1−→· · ·−→S1−→S

e una sequenza Ei ⊆ Si+1 di divisori eccezionali ottenuti scoppiando un punto Pi ∈ Ei−1 con le
seguenti proprietà:

(1) ogni Ei è isomorfo ad una retta proiettiva;

(2) ogni Ei interseca (trasversalmente, cioè con molteplicità di intersezione 1, ovvero con tangenti
distinte) Ei−1 e al più un altro Ej con j < i− 1;

(3) tre divisori eccezionali Ei non hanno mai un punto comune.

5.2.1. Di solito la sequenza di blow-ups viene rappresentata dall’albero formato dalla sequenza di
divisori eccezionali: indichiamo qui di seguito le possibilità essenzialmente diverse per i primi quattro
scoppiamenti indicando anche nell’ultimo quali sono i casi di punti il cui scoppiamento dà luogo a
casi diversi. I casi particolari sono quelli in cui si decide di scoppiare un punto che sia intersezione
di due divisori eccezionali; si osservi come l’ordine con cui si presentano i divisori eccezionali dipende
essenzialmente da questo. Conviene anche provare a capire quanti casi diversi vengono, cercando di
capire la combinatorica e come rappresentarla: per esempio i casi disegnati potrebbero essere descritti
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dalle sequenze 0, 01, 012, 021, 0123, 0132, 0231, 02
[

1
3 , 0321 (e i 13 casi successivi?):

0

0

1

0

1
2 2

0

2

1

3

3

3

0

1

2

3

3

0

3

2

1
4

4

4

0

2

1

3

4

4

0

2

3

1

4
4

4

0

1

3 2

4

4

4

0

1

2

3
4 4

5.2.2. Punti infinitamente vicini, punti prossimi. Nella situazione di una sequenza di
blow-up si dice che i punti di Ei sono infinitamente vicini di ordine i a P = P0 (in generale i punti di
Ei si dicono il primo intorno infinitesimale di Pi).

Vi è una relazione più importante che è quella di prossimità: per i > j un punto Pi si dice
prossimo a Pj se Pi appartiene a Ej (in Si). È quasi immediato verificare i seguenti fatti:
(1) ogni Pi è sempre prossimo a Pi−1;
(2) un Pi è prossimo ad al più un Pj con j < i− 1;
(3) se Pi è prossimo a Pj allora per ogni k tale che j < k 6 i si ha che Pk è prossimo a Pj .
Le relazioni di prossimità per una sequenza di blow-ups possono essere rappresentate in una matrice
triangolare superiore con 1 sulla diagonale principale, e −1 nella posizione j, i se Pi è prossimo a Pj
(altrove tutto zero). Si tratta di matrici con determinante 1, con inverse a coefficienti interi naturali
di cui vedremo il significato. I primi esempi di tali matrici (e loro inverse) sono:

(1)
(

1 -1
1

)−1
=
(

1 1
1

)
.

(2)
(

1 -1 -1
1 -1

1

)−1

=
(

1 1 2
1 1

1

)
,
(

1 -1 0
1 -1

1

)−1

=
(

1 1 1
1 1

1

)
.

(3)

(
1 -1 -1 -1

1 -1 0
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 2 3

1 1 1
1 1

1

)
,

(
1 -1 -1 0

1 -1 -1
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 2 3

1 1 2
1 1

1

)
,

(
1 -1 -1 0

1 0 -1
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 2 2

1 1 1
1 1

1

)
,(

1 -1 0 0
1 -1 -1

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 1 2

1 1 2
1 1

1

)
,

(
1 -1 0 0

1 -1 0
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 1 1

1 1 1
1 1

1

)
.

(4)

(
1 -1 -1 -1 -1

1 -1 0 0
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1

1 1
1

)
,

(
1 -1 -1 -1 0

1 -1 0 0
1 -1 -1

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 3 5

1 1 1 2
1 1 2

1 1
1

)
,

(
1 -1 -1 -1 0

1 -1 0 0
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 3 3

1 1 1 1
1 1 1

1 1
1

)
,(

1 -1 -1 0 0
1 -1 -1 -1

1 -1 0
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 2 3 4

1 1 2 3
1 1 1

1 1
1

)
,

(
1 -1 -1 0 0

1 -1 -1 0
1 -1 -1

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 3 5

1 1 2 3
1 1 2

1 1
1

)
,

(
1 -1 -1 0 0

1 -1 -1 0
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 3 3

1 1 2 2
1 1 1

1 1
1

)
,
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1 -1 -1 0 0

1 -1 0 0
1 -1 -1

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 2 4

1 1 1 2
1 1 2

1 1
1

)
,

(
1 -1 -1 0 0

1 -1 0 0
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1

1 1
1

)
,

(
1 -1 0 0 0

1 -1 -1 -1
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 1 2 3

1 1 2 3
1 1 1

1 1
1

)
,(

1 -1 0 0 0
1 -1 -1 0

1 -1 -1
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 1 2 3

1 1 2 3
1 1 2

1 1
1

)
,

(
1 -1 0 0 0

1 -1 -1 0
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 1

1 1
1

)
,(

1 -1 0 0 0
1 -1 0 0

1 -1 -1
1 -1

1

)−1

=

(
1 1 1 1 2

1 1 1 2
1 1 2

1 1
1

)
,

(
1 -1 0 0 0

1 -1 0 0
1 -1 0

1 -1
1

)−1

=

(
1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

1 1
1

)
.

5.3. Trasformata totale e stretta di una curva. Vediamo ora l’effetto di un blow-up su
un posto di una curva. Sia C curva contenuta in S, P il punto da scoppiare, S′ la superficie scoppiata
e E il divisore eccezionale, π : S′ → S lo scoppiamento (dunque π−1(P ) = E e S′rE ∼= Sr{P}).

È chiaro che se P /∈ C allora π si restringe ad un isomorfismo tra π−1(C ) e C . Altrimenti π−1(C )
(che diciamo trasformata totale di C ) contiene tutto il divisore eccezionale come componente. Defini-
amo allora la trasformata stretta C ′di C come la chiusura di π−1(Cr{P}) in S′, o equivalentemente
la chiusura di π−1(C )rE in S′ (chiusura nel senso topologico, analitico o di Zariski).

Sia f(x, y) una equazione di C vicino a P , e sia P =
(
tm

ϕ(t)

)
una parametrizzazione di un posto di

C in P (ordtϕ(t) > m, la tangente è y = 0 se ordtϕ(t) > m, ed è ax − y = 0 se a è il coefficiente di
tm in ϕ(t)). Usando allora la carta affine x = x1 e y = x1y1 abbiamo che il divisore eccezionale ha
equazione x1 = 0, la trasformata totale di C ha equazione f(x1, x1y1) = 0, la trasformata stretta C ′ ha
equazione che si ottiene eliminando il fattore x1, e la trasformata stretta del posto ha parametrizzazione
P′ =

(
tm

t−mϕ(t)

)
, centro in x1 = 0, y1 = a, molteplicità il minimo tra m e ordtϕ(t)−m, e tangente data

da x1 = 0 se ordtϕ(t) < 2m,
bx1 = y1 se ordtϕ(t) = 2m e b è il coefficiente di t2m in ϕ(t),
y1 = 0 se ordtϕ(t) > 2m.

Conviene sempre, nel seguito, supporre, eventualmente tramite un cambiamento lineare di coordinate
locali, che i posti abbiano paramatrizzazione del tipo

(
tm

ϕ(t)

)
con ordtϕ(t) > m.

5.3.1. Effetti del blow-up su curve e posti. Da quanto detto seguono queste asserzioni:
(1) se C è una curva liscia, allora C ′ è liscia isomorfa a C tramite π;
(2) se P ∈ C allora C ′ interseca E nei punti corrispondenti alle tangenti a C in P , e con molteplicità

di intersezione con E pari alla molteplicità di quella tangente per C ;
(3) se P è posto di una curva, di centro P e molteplicità maggiore di 1, allora P′ è posto della

trasformata stretta, di centro P ′ ∈ E corrispondente alla tangente al posto originale, e abbiamo
che: o mP′ < mP (la molteplicità del posto diminuisce, capita quando ordtϕ(t) < 2m) oppure
mP′ = mP e cP′ < cP (la classe del posto diminuisce, ovvero diminuisce la molteplicità di
intersezione con la tangente, capita quando ordtϕ(t) > 2m);

(4) se P e Q sono posti di curve (eventualmente la stessa) di centro P , allora P′ e Q′ sono posti di
curve in S′ con centri (in E) diversi se i posti avevano tangenti diverse, con lo stesso centro P ′

altrimenti ma con molteplicità di intersezione strettamente diminuita: mP ′(P
′,Q′) < mP (P,Q).

5.3.2. Teorema di desingolarizzazione. Un insieme di divisori con le proprietà di inter-
secarsi trasversalmente e mai tre in uno stesso punto viene detto sistema di divisori a intersezione
normale; per esempio i divisori eccezionali di una sequenza di blow-up formano un sistema di divisori
a intersezione normale.

Applicando ripetutamente dei blow-up centrati nei posti singolari, e ragionando per induzione
sulle molteplicità dei posti e sulle molteplicità di intersezione con le tangenti otteniamo la risoluzione
di singolarità:
(a) dato un posto P di una curva, esiste una sequenza di blow-up tale che la trasformata stretta P′

è posto lineare, e la trasformata totale del posto tramite la sequenza forma un sistema di curve
a intersezione normale; tale situazione rimane vera effettuando ulteriori scoppiamenti;

(b) dato un punto P di una curva C , esiste una sequenza di blow-up tale che la trasformata stretta di
C è liscia nelle antimmagini del punto P , e la trasformata totale della curva tramite la sequenza
forma un sistema di curve a intersezione normale; tale situazione rimane vera effettuando ulteriori
scoppiamenti;

(c) data una curva C , esiste una sequenza di blow-up tale che la trasformata stretta di C è liscia,
e la trasformata totale della curva tramite la sequenza forma un sistema di curve a intersezione
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normale; tale situazione rimane vera effettuando ulteriori scoppiamenti.

5.4. Invarianti delle singolarità. Per mostrare il teorema di desingolarizzazione tramite
blow-up basta procedere per induzione sulle molteplicità (dei posti e delle loro intersezioni con le
tangenti), mentre per descrivere/classificare le singolarità è necessario indicare degli invarianti che
le distinguono/classificano. Nel procedimento di desingolarizzazione di un posto via blow-up entrano
chiaramente in gioco certi esponenti della parametrizzazione del posto, e il procedimento stesso genera
via via posti con proprietà sempre “meno singolari”. Vi sono vari modi equivalenti di descrivere una
serie di invarianti sufficienti per classificare le varietà.

5.4.1. Caratteristica di Puiseux. Dato un posto P =
(
tm

ϕ(t)

)
di ordine m, quindi con

ordtϕ(t) > m, definiamo la caratteristica di Puiseux di P come la sequenza

(m;β1, β2, . . . , βr)

dove β1 è il minimo esponente non divisibile per m con coefficiente non nullo in ϕ(t), e e1 =
MCD(m,β1); poi per induzione: dove βi+1 è il minimo esponente non divisibile per ei con coeffi-
ciente non nullo in ϕ(t), e ei+1 = MCD(ei, βi+1); finché si arriva a er = 1.

In pratica, βi+1 è il primo esponente con coefficiente non nullo in ϕ(t) che non appartiene al sot-
togruppo additivo di Z generato da m,β1, . . . , βi. I βi insieme a m si chiamano esponenti caratteristici
del posto, e sono il sistema minimale di generatori del sottomonoide di N generato dagli esponenti
presenti nel posto. Che relazioni vi sono tra la caratteristica di Puiseux e le coppie di Puiseux usate
per descrivere i nodi algebrici?

Un blow-up come sopra cambia la carattesristica di Puiseux del posto nel modo seguente:

(m;β1, β2, . . . , βr) 7−→

 (m;β1 −m,β2 −m, . . . , βr −m) se β1 > 2m
(β1 −m;m,β2 − β1 +m, . . . , βr − β1 +m) se β1 < 2m e (β1 −m) - m
(β1 −m;β2 − β1 +m, . . . , βr − β1 +m) se β1 < 2m e (β1 −m) | m

5.4.2. Sequenze di molteplicità. Dato un posto P, la sequenza di blow-up che lo desingo-
larizza dà luogo a una sequenza di posti e delle relative molteplicità, chiaramente determinate dalla
sequenza dalle caratteristiche di Puiseux di quei posti.

La sequenza delle molteplicità è anche legata alla relazione di prossimità dei posti il cui centro
viene via via scoppiato: precisamente sono i coefficienti dell’ultima colonna della matrice inversa della
matrice di prossimità.

5.4.3. Esempi. Ne concludiamo che ciascuno questi dati: la caratteristica di Puiseux del posto,
la sequenza di molteplicità dei posti che compaiono nella risoluzione, la matrice di prossimità della
risoluzione, la relazione di prossimità della risoluzione, sono equivalenti tra loro e caratterizzano la
classe di singolarità del posto in questione.

Presentiamo infine alcuni esempi di risoluzione di punti o posti singolari (sempre nell’origine).

(0) Pur non essendo singolare il posto di y = xq con q > 1 è tangente a una delle coordinate: con
successivi scoppiamenti possiamo riportarlo ai casi y1 = xq−1

1 , y2 = xq−2
2 , · · ·, yr = xr.

(1) Il caso di punti multipli ordinari (posti lineari con tangenti distinte) si risolve con uno scoppia-
mento, visto che tutti i posti avranno centro in punti diversi del divisore eccezionale;

Il caso di supercuspidi ordinarie del tipo yq−1 = xq (unico posto di classe 1) con uno scoppiamento
dà yq−1

1 = x1, che poi richiede altri scoppiamenti solo per normalizzare gli incroci: sequenza di
molteplicità è [q − 1, 1 . . . , 1], e caratteristica di Puiseux (q − 1; q).

(2) il caso di punti doppi con una sola tangente si riducono alla forma y2 = xq con q > 1 dispari:
con successivi scoppiamenti possiamo riportarlo ai casi y2

1 = xq−2
1 , y2

2 = xq−4
2 , · · ·, y2

r = xr. La
sequenza della molteplicità è del tipo [2, 2. . . . , 2, 1, 1, 1], caratteristica di Puiseux (2; q).

Caso di y2 = x3:

0

0

1

0

1
2

0

2

1
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Caso di y2 = x5:

0

0

1

0

1
2

0

1

2

3

0

1

3 2

(3) Il caso di punti tripli con una sola tangente si riducono a y3 = xq con q > 3 non divisibile per 3:
con successivi scoppiamenti possiamo riportarlo ai casi y3

1 = xq−3
1 , y3

2 = xq−6
2 , · · ·, y3

r = x2
r oppure

y3
r = xr. La sequenza della molteplicità è del tipo [3, 3. . . . , 3, 2, 1, 1, 1] oppure [3, 3. . . . , 3, 1, 1, 1]

rispettivamente, e la caratteristica di Puiseux è del tipo (3; q) in entrambi i casi (ma con q diversi).
Caso di y3 = x4:

0

0

1

0

1
2

0

2

1

3

0

3

2

1

Caso di y3 = x5:

0

0

1

0

1
2

0

2

1

3

0

3

2

1

(4) Per avere due esponenti caratteristici di Puiseux possiamo usare posti del tipo
(
t4

t2p+tq

)
con p, q

dispari e 2p < q. Allora la caratteristica di Puiseux è (4; 2p, q), e la sequenza di molteplicità del
tipo [4, . . . , 4, 2, . . . , 2, 1, 1, 1].

(5) Per avere tre esponenti caratteristici di Puiseux possiamo usare posti del tipo
(
t8

t4p+t2q+tr

)
con

p, q, r dispari e 4p < 2q < r. Allora la caratteristica di Puiseux è (4; 4p, 2q, r), e la sequenza di
molteplicità del tipo [8, . . . , 8, 4, . . . , 4, 2, . . . , 2, 1, 1, 1].
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Capitolo IV

Teorema di Riemann-Roch.

In questo capitolo introdurremo preliminari, enunciato, alcune applicazioni e un tentativo di
dimostrazione del principale teorema riguardo le SdR compatte, che è il teorema di Riemann-Roch;
si tratta di determinare la dimensione dello spazio vettoriale su C delle funzioni meromorfe sulla
superficie soggette a fissate condizioni (controllate da un divisore). Queste conoscenze permettono di
iniziare la classificazione delle SdR compatte, di determinarne le immersioni negli spazi proiettivi e
molto altro ancora.

0. Differenziali.

Per dare la definizione di differenziale sulle superficie di Riemann S, conviene osservare che una
funzione meromorfa f su S può essere vista come una collezione di aperti Ui di un ricoprimento e di
una funzione fi su ciascuno di essi, con le condizioni che fi|Ui∩Uj

= fj |Ui∩Uj
per ogni i, j (condizioni

di incollamento per le funzioni). Usando gli aperti di un atlante, con carte ϕi : Ui→Vi (e mappe di
transizione ϕij), allora il dato di una funzione f equivale alla collezione di funzioni fi sulla carta Vi
soggette alla condizione che fj = fi ◦ ϕij per ogni i, j.

0.1. Definizione (Differenziali olomorfi e meromorfi sulle SdR). Un differenziale
su una SdR è una collezione {(Ui, ωi)}i dove gli Ui sono aperti di un ricoprimento di S dotato di
carte ϕi : Ui→Vi (aperti di C), ωi = fi(z)dz sono differenziali sulle carte, soggetti alle condizioni di
compatibilità seguenti: se ϕij sono le mappe di transizione, allora per ogni i, j dev’essere ωj = ωi◦ϕij ,
cioè fj = (fi ◦ ϕij)ϕ′ij . I differenziali si dicono olomorfi o meromorfi a seconda che lo siano tutte

le espressioni locali. Il C-spazio vettoriale dei differenziali olomorfi si indica con Ω1(S), quello dei
differenziali meromorfi con M 1(S).

0.2. Osservazioni. Conviene fare subito una serie di osservazioni sulla definizione.

0.2.1. Espressioni globali. Non è detto che per un differenziale su S si possa trovare una
descrizione globale, cioè usando S come unico aperto. Però, ogni differenziale è definito (se esiste) dalla
sua espressione in qualunque carta (per il principio di identità analitico: due differenziali coincidono
se coincidono su un insieme con un punto di accumulazione).

Per esempio exp(z)dz è differenziale su C, ma non definisce alcun differenziale su P1(C).

Altro esempio:
√
zdz è differenziale su C privato di una semiretta per l’origine, ma non definisce

alcun differenziale su C privato dell’origine.

0.2.2. Regolarità. Eventualmente parleremo di differenziali con regolarità Cm e C∞ usando
espressioni locali con dx,dy, oppure con dz,dz.

0.2.3. Funzioni. Ovviamente, se ω è un differenziale meromorfo su S, e f una funzione mero-
morfa, allora fω, ovviamente definito, è un differenziale meromorfo (basta controllarne il comporta-
mento sulle mappe di transizione). Vi è una specie di inversa di questa osservazione.

Se ω1 e ω2 sono differenziali meromorfi (o olomorfi) su S, allora esiste una unica funzione mero-
morfa f su S tale che ω1 = fω2. Di solito si dice che il rapporto tra due differenziali meromorfi (o
olomorfi) dà una funzione meromorfa.

Infatti possiamo supporre che entrambi i differenziali siano definiti sugli aperti di uno stesso

atlante, siano ω1 = {f (i)
1 dzi}i e ω2 = {f (i)

2 dzi}i; allora si verifica subito che la collezione {f (i)
1 /f

(i)
2 }i

definisce una funzione meromorfa su S (basta controllare il comportamento sulle mappe di transizione).

Quindi, noto un differenziale meromorfo su una SdR, tutti gli altri si ottengono moltiplicando
quello noto per funzioni meromorfe. Cioè abbiamo una biiezione M (X)→M 1(X) mandando f in
fω0, ove ω0 è qualunque elemento di M 1(X). Si faccia attenzione: analoghe affermazioni sono false
per i differenziali olomorfi.
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0.2.4. Differenziali di funzioni meromorfe. Naturalmente, ad ogni funzione meromorfa, e
più in generale ad ogni mappa tra SdR, rimane associato il suo differenziale, che è definito sugli aperti di
un ricoprimento differenziando la funzione stessa. Si tratta di una mappa lineare d : M (X)→M 1(X).
Come si comporta rispetto al prodotto di funzioni?

0.3. Grado di differenziali. L’ordine di un differenziale meromorfo ω in un punto P ∈ S è
definito come l’ordine in P di una sua espressione locale su un aperto coordinato contente P . Cioè
ordP (ω) = ordP f se ω = fdz è espressione di ω in U 3 P .

Si dice grado di un differenziale la somma estesa a tutti i punti di S dei suoi ordini (è ben definito,
essendo gli ordini nulli in quasi tutti i punti).

Chiaramente abbiamo ordP (fω) = ordP (f) + ordP (ω), e poiché la somma degli ordini di ogni
funzione meromorfa è zero, ne risulta che tutti i differenziali su una SdR compatta hanno lo stesso
grado.

0.4. Esempi. Piccoli esempi per fare esperienza.
0.4.1. Sfera di Riemann. Su P1(C) consideriamo il differenziale dz definito sulla carta P1(C)r

∞. Naturalmente si ha ordP (dz) = 0 per ogni P 6=∞. Per controllare il comportamento su∞, usiamo
la mappa di transizione z 7→ 1/z, e otteniamo che

ord∞(dz) = ord0 d

(
1

z

)
= ord0

(
1

z2
dz

)
= −2

e quindi concludiamo che esso ha grado −2. Si tratta di un differenziale meromorfo, ma non olomorfo.
Per esercizio, si consideri il differenziale definito da dlogz = dz

z nella carta priva di ∞ (ha ordine
−1 sia nell’origine che nell’infinito).

0.4.2. Tori. Per i tori è chiaro che il differenziale dz ha ordine nullo in ogni punto, e quindi è
olomorfo e di grado 0.

0.4.3. Curve Ellittiche. Consideriamo le curve ellittiche definite da equazioni del tipo
Y 2 = X3 − αX − β. Differenziando l’equazione otteniamo che 2Y dY = (3X2 − α)dX, da cui

dX

Y
= 2

dY

3X2 − α

e si vede che il differenziale dX
Y ha ordine nullo in ogni punto affine della curva. Un facile cambiamento

di carte, oppure una sostituzione diretta usando la parametrizzazione del posto, permette di vedere che
ha ordine zero anche anche nell’unico punto improprio della curva, e quindi trattarsi di un differenziale
olomorfo.

0.4.4. Curve piane lisce. Data una curva piana liscia di equazione F (X0, X1, X2), polinomio
omogeneo di grado d maggiore di 2, consideriamo la sua equazione affine usuale f(X,Y ) = F (1, X, Y ).
Differenziando tale equazione troviamo ∂f

∂X dX = − ∂f
∂Y dY , da cui possiamo dedurre che il differenziale

definito da
dX

∂f/∂Y
= − dY

∂f/∂X

è olomorfo in tutti i punti della curva nel piano affine. Verifichiamo in effetti che per ogni polinomio
p(X,Y ) di grado minore o uguale a d− 3 il differenziale

p(X,Y )
dX

∂f/∂Y

è olomorfo. Questo è chiaro in tutti i punti affini, e bisogna controllare il comportamento nei punti
impropri. Per questo consideriamo il cambiamento di carta da (X = X1/X0, Y = X2/X0) a (ζ =
X0/X1, η = X2/X1), per cui risulta che

X =
1

ζ
, Y =

η

ζ
, dX = d

(
1

ζ

)
= −dζ

ζ2

e otteniamo per il nostro differenziale l’espressione

p(X,Y )
dX

∂f/∂Y
= −p(ζ, η)

ζr
ζd−1

q(ζ, η)

dζ

ζ2
= −p(ζ, η)

q(ζ, η)
ζd−r−3dζ
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ove si è posto (∂f/∂Y )( 1
ζ ,

η
ζ ) = q(ζ,η)

ζd−1 . Da questo si deduce appunto che l’espressione rimane olomorfa
anche nei punti impropri solo per d− r − 3 > 0, ovvero per r 6 d− 3.

In questi conti si è supposto di poter usare ζ come parametro locale: in quali casi non è possibile?
Conviene anche ritrovare lo stesso risultato usando delle parametrizzazioni dei posti impropri, invece
che un cambiamento di carte.

0.4.5. Iperellittiche. Per esercizio, si consideri il caso delle curve iperellittiche di equazioni
Y 2 = h(X) ove h(X) è polinomio privo di zeri multipli, e di grado 2g+ 1 oppure 2g+ 2 con g 6 1 (nel
qual caso sappiamo già che si tratta di curve di genere g). In particolare si dimostri che differenziali
del tipo p(X)dX

Y sono olomorfi se p(X) è polinomio di grado minore o uguale a g − 1.
0.4.6. Rivestimenti d’ordine d della retta. Per esercizio, si esplori il caso dei rivestimenti

d’ordine d della retta proiettiva nella forma Y d = h(X) con h(X) polinomio di grado maggiore di d.
0.4.7. Problema. Per altri esercizi si considerino le curve del primo capitolo. In ogni caso si

descrivano i differenziali olomorfi.

0.5. Immagine inversa di differenziali. Se F : X→Y è una mappa olomorfa tra SdR, e
ω è un differenziale su Y , diciamo ω = {(Ui, ωi = fidzi)}i, allora definiamo il differenziale immagine
inversa su X tramite la posizione F ∗(ω) = {(F−1Ui, F

∗ωi = (fi ◦ F )dF )}i.
Si controlla subito che la posizione è ben posta, e che F ∗ω è meromorfo (risp. olomorfo) se ω lo è.

0.5.1. Composizione. È facile verificare che id∗(ω) = ω e (G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω).
0.5.2. Se f è funzione meromorfa su Y , allora F ∗(f) = f ◦ F lo è su X, e abbiamo che

F ∗(df) = d(F ∗(f)). Cioè immagine inversa (per funzioni e differenziali) e differenziazione commutano
tra loro.

0.5.3. Ordini e ramificazione. Mostriamo che

ordP (F ∗ω) = ordF (P )(ω)moltP (F ) + ramP (F ) .

Infatti, da F (z) = zmoltP (F ) e da ω = ζordF (P )(ω)dζ (sviluppi al primo termine), si trova subito che

F ∗(ω) = (zmoltP (F ))ordF (P )(ω)zmoltP (F )−1dz

= zmoltP (F )ordF (P )(ω)+moltP (F )−1dz

(al primo termine), e dunque il risultato voluto. Sommando sui punti si ottiene il grado

deg(F ∗ω) = deg(F ) deg(ω) + ram(F ) .

0.6. Teorema (caratterizzazione differenziale del genere). Per ogni ω ∈ M 1(S),
risulta degω = 2g − 2, se g è il genere di S.

Poiché due differenziali meromorfi differiscono per il prodotto con una funzione meromorfa, è
chiaro che tutti i differenziali hanno lo stesso grado (poiché le funzioni hanno tutte ordine nullo). Sia
f ∈M (S), f 6= 0 (ne supponiamo l’esistenza). Allora f è mappa olomorfa da S in P1(C), e possiamo
considerare ω = f∗dz. Risulta

ordP (ω) = ordf(P )(dz)moltP (f) + ramP (f) =

{
ramP (f) se f(P ) 6=∞
ramP (f)− 2molt∞(f) se f(P ) =∞

da cui si ottiene subito che

deg(ω) =
∑
P

ordP (ω) = ram(f)− 2 deg(f) = 2g − 2

ove si è tenuto conto del teorema di Riemann-Hurwitz per f , ovvero che 2(g − 1) = 2(0− 1) deg(f) +
ram(f), e cioè ram(f) = 2 deg(f) + 2(g − 1). �

0.7. Residui di differenziali. Per ogni differenziale ω su una SdR, e per ogni punto P ∈ X
definiamo il residuo ResPω come il residuo della funzione fP in P ove ω = fP (zP )dzP è una espressione
locale di ω in una carta intorno a P .

0.7.1. Terminologia classica. Di solito si chiamano differenziali di prima specie i differenziali
olomorfi, di seconda specie i differenziali meromorfi con residuo nullo in ogni punto, di terza specie i
differenziali meromorfi con al più poli semplici. Si osserva subito che un differenziale è di prima specie
se e solo se è contemporaneamente di seconda e di terza specie.
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0.7.2. Teorema dei residui. Per ogni differenziale meromorfo su una SdR compatta X si ha
che la somma dei residui è zero:

∑
P∈X ResPω = 0.

Infatti per ogni polo Pi possiamo considerare un disco Di non contenente altri poli; chiamiamo
D il complementare in X di

⋃
iDi; allora abbiamo∑

P∈X
ResPω =

∑
i

1

2πi

∫
∂Di

ω =
1

2πi

∫∑
i
∂Di

ω =
−1

2πi

∫
∂D

ω =
−1

2πi

∫∫
D

dω = 0

perché ω è olomorfo in un intorno di D...

1. Divisori sulle Superficie di Riemann Compatte.

D’ora in poi studieremo solo SdR compatte, a meno che non sia detto esplicitamente altro.

1.1. Definizione (Divisori). Sia X una SdR; il gruppo dei divisori di X è il gruppo abeliano
libero generato dai punti di X:

Div(X) = Z(X) = {D : X→Z : quasi ovunque nulle} .

Se D ∈ Div(X), scriviamo D =
∑
P∈X DPP e anche DP = ordPD (ordine in P di D), che è un intero,

nullo per quasi tutti i punti P ∈ X. Si dice supporto del divisore D l’insieme {P ∈ X : ordP (D) 6= 0}.

1.1.1. Ordine tra divisori. Se D,D′ ∈ Div(X) diciamo che D 6 D′ se e solo se per ogni
P ∈ X si ha ordPD 6 ordPD

′. Si chiamano divisori positivi i divisori D tali che D > 0, cioè con
ordPD > 0 per ogni P ∈ X.

1.1.2. Grado di divisori. Il grado dei divisori è la funzione

deg : Div(X)−→Z

definita da deg(D) =
∑
P∈X ordPD (ben definita per la finitezza di D). Si tratta chiaramente di un

morfismo suriettivo di gruppi, e il nucleo si indica con

Div0(X) = ker(deg) = {D ∈ Div(X) : deg(D) = 0}

e si chiama il sottogruppo dei divisori di grado zero.

1.2. Divisori principali. Abbiamo un morfismo di gruppi abeliani

div : M (X)r {0}−→Div(X)

che manda ogni funzione meromorfa f nel suo divisore div(f) =
∑
P∈X ordP (f)P (spesso si estende

alla funzione nulla dando come valore il “divisore” ∞).
Chiaramente, poiché X è compatta, risulta che ker(div) = C× (funzioni costanti non nulle), e

definiamo divisori principali quelli dell’immagine, cioè poniamo

PDiv (X) = im (div) = {div(f) ∈ Div(X) : f ∈M (X)×} .

Si tratta chiaramente di un sottogruppo di Div0(X) (poiché per ogni funzione meromorfa non nulla
abbiamo deg div(f) = 0, in quanto

∑
P ordP (f) = 0); di solito si tratta di un sottogruppo proprio.

1.2.1. Talvolta si usa la notazione div(f) = div0(f) − div∞(f), dove div0(f) e div∞(f) sono
detti rispettivamente divisori di zero e di infinito (o dei poli) di f , e sono definiti dal fatto di essere
entrambi positivi a supporti disgiunti e di dare come differenza il divisore della funzione.

1.2.2. Esempi. Nel caso della sfera di Riemann, sappiamo già che PDiv (P1(C)) = Div0(P1(C))
(ogni divisore di grado zero è il divisore di una funzione).

Nel caso del toro, sappiamo che un divisore è principale se e solo se è di grado zero e la sua somma
per la legge di gruppo del toro è zero. Quindi sul toro vi sono divisori di grado zero non principali
(per esempio?).

1.3. Divisori canonici. Abbiamo un morfismo di insiemi

kdiv : M 1(X)r {0}−→Div(X)

che manda ogni differenziale meromorfo ω nel suo divisore kdiv(ω) =
∑
P∈X ordP (ω)P (spesso si

estende al differenziale nullo dando come valore il “divisore” ∞).
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Non si tratta di una applicazione di gruppi (perché il dominio non è un gruppo!) e definiamo
divisori canonici quelli dell’immagine, cioè poniamo

KDiv (X) = im (kdiv) = {kdiv(ω) ∈ Div(X) : ω ∈M 1(X)r {0}} .
Siccome si ha che kdiv(fω) = div(f) + kdiv(ω), e ogni differenziale meromorfo si scrive ω = fω0 per
un (qualsiasi) fissato non nullo ω0 ∈ M 1(X), ne segue che KDiv (X) = kdiv(ω0) + PDiv (X), cioè
KDiv (X) è una classe laterale di PDiv (X) in Div(X), e di solito è diversa da PDiv (X) (risulta uguale
se e solo se X è un toro).

1.4. Immagine inversa di divisori. Se F : X→Y è una mappa olomorfa tra SdR, definiamo
l’immagine inversa tramite F come l’applicazione

F ∗ : Div(Y )−→Div(X)

definita sui punti da F ∗(Q) =
∑
P∈X, f(P )=Q moltP (F )P , e poi estesa per linearità ai divisori: se

D =
∑
Q∈Y ordQ(D)Q, allora F ∗D =

∑
Q∈Y ordQ(D)F ∗Q.

1.4.1. Composizione. Si tratta chiaramente di un morfismo di gruppi abeliani, e risulta id∗ = id,
e (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗.

1.4.2. Risulta che deg(F ∗D) = deg(F ) deg(D). Dunque F ∗ dà una mappa di gruppi F ∗ :
Div0(Y )→Div0(X).

1.4.3. Divisori di funzioni. Se f è funzione meromorfa su Y , allora F ∗(f) = f ◦ F lo è su X,
e abbiamo che F ∗(divf) = div(F ∗(f)). Cioè immagine inversa (per funzioni e divisori) commutano
tra loro, e abbiamo una ben definita mappa di gruppi F ∗ : PDiv (Y )→PDiv (X).

1.4.4. Divisori di differenziali e Riemann-Hurwitz. Si osservi invece che in generale F ∗

non manda divisori canonici in divisori canonici; quello che vale è un raffinamento del teorema di
Riemann-Hurwitz che si può enunciare in questo modo. Sia Ram (F ) =

∑
P∈X ramP (F )P il divisore

di ramificazione di F . Allora per ogni differenziale ω ∈M 1(Y ) abbiamo

kdiv(F ∗ω) = F ∗(kdiv(ω)) + Ram (F )

e Ram (F ) = kdiv(dF ).
L’ultima asserzione è essenzialmente ovvia (si veda una espressione canonica per F in ogni punto);

per l’asserzione principale: se ω = fdz abbiamo

kdiv(F ∗ω) = kdiv((f ◦ F )dF )

= div(f ◦ F ) + kdiv(dF )

= div(F ∗f) + Ram (F )

= F ∗div(f) + Ram (F )

= F ∗kdiv(ω) + Ram (F )

come si voleva. Si osservi che il teorema di Riemann-Hurwitz per i generi si ottiene da questa espres-
sione passando al grado e ricordando la caratterizzazione differenziale del genere.

1.5. Equivalenza lineare di divisori: gruppo di Picard. Diciamo che due divisori sono
linearmente equivalenti, e scriviamo D ∼ D′ se D−D′ ∈ PDiv (X), ovvero se e solo se la differenza è
il divisore di una funzione meromorfa.

Chiamiamo gruppo di Picard di X (o gruppo delle classi di divisori) il gruppo quoziente

Pic(X) =
Div(X)

PDiv (X)

dei divisori modulo divisori principali.
1.5.1. Si osserva subito che divisori linearmente equivalenti hanno lo stesso grado, ma di

solito il viceversa è falso (divisori dello stesso grado non sono necessariamente linearmente equivalenti:

esempi?). Spesso si usa anche il quoziente Pic0(X) =
Div0(X)

PDiv (X)
, che è un sottogruppo di Pic(X).

1.5.2. Proprietà dell’equivalenza lineare.
(1) div0(f) ∼ div∞(f) per ogni f ∈M (X);
(2) D ∼ kdiv(ω) con ω ∈ M 1(X) se e solo se D ∈ KDiv (X), cioè i divisori canonici formano una

classe di equivalenza lineare;
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(3) nel caso della sfera di Riemann si ha che P ∼ Q per ogni P,Q ∈ P1(C); dunque Pic(P1(C)) ∼= Z;
(4) se F : X→Y è mappa olomorfa, allora da D ∼ D′ segue che F ∗D ∼ F ∗D′ (perché D − D′ =

div(f) implica che F ∗D − F ∗D′ = div(F ∗f), oppure perché abbiamo già detto che F ∗ rispetta
PDiv ), e quindi F ∗ induce una mappa di gruppi Pic(Y )→Pic(X);

(5) se f : X→P1(C) è mappa olomorfa, allora tutte le fibre f∗λ al variare di λ ∈ P1(C) sono tra loro
linearmente equivalenti. Quest’ultima proprietà giustifica il nome di equivalenza lineare usato: si
tratta di “sezioni lineari” di mappe olomorfe verso la retta proiettiva.
1.5.3. Nel caso di curve algebriche immerse in Pn(C), tra le famiglie di divisori linearmente

equivalenti tra loro troviamo le “sezioni iperpiane” della curva, cioè i divisori tagliati sulla curva dagli
iperiani dello spazio proiettivo.

1.5.4. Esempi. Abbiamo già visto che nel caso della sfera di Riemann abbiamo D ∼ D′ sse
degD = degD′, e dunque Pic(P1(C)) ∼= Z via la funzione deg : Div(P1(C))→Z (suriettiva con nucleo
dato da PDiv (P1(C))), e Pic0(P1(C)) ∼= 0.

Nel caso del toro abbiamo che la mappa (deg, s) : Div(T)→Z×T è suriettiva con nucleo dato da
PDiv (T), e quindi identifica Pic(T) ∼= Z× T e Pic0(T) ∼= T.

2. Spazi di Funzioni e Differenziali associati a Divisori (enunciato di
Riemann-Roch).

2.1. Definizione (Spazi L (D) e K (D)). Sia X una SdR compatta, e sia D ∈ Div(X) un
suo divisore. Definiamo il C-spazio vettoriale delle funzioni meromorfe controllate da D

L (D) = {f ∈M (X) : div(f) +D > 0}

(si tratta delle funzioni meromorfe che possono avere poli in P d’ordine 6 ordP (D) se ordP (D) > 0,
devono avere zeri d’ordine > ordP (D) se ordP (D) < 0, ed essere olomorfe altrove).

Definiamo il C-spazio vettoriale dei differenziali meromorfi controllati da D

K (D) = {ω ∈M 1(X) : kdiv(ω) > D}

(si faccia attenzione al segno; si tratta dei differenziali meromorfi che possono avere poli in P d’ordine
6 ordP (D) se ordP (D) < 0, devono avere zeri d’ordine > ordP (D) se ordP (D) > 0, ed essere olomorfi
altrove).

2.2. Osservazioni.
(0) Usando il divisore nullo, troviamo che L (0) = O(X) = C (funzioni olomorfe), e K (0) = Ω1(X)

(differenziali olomorfi).
(1) SeD ∼ D′ (linearmente equivalenti), allora abbiamo un isomorfismo di C-spazi vettoriali L (D)→L (D′)

definito da f 7→ fg se D −D′ = div(g).
(2) Sia ω ∈ M 1(X) non nullo. Allora per ogni D ∈ Div(X) abbiamo un isomorfismo di C-spazi

vettoriali L (D)→K (div(ω) − D) che manda f in fω. In particolare abbiamo K (kdiv(ω)) ∼=
L (0) ∼= C e K (0) ∼= L (div(ω)).

(3) (principio di reciprocità) Siano ω ∈ M 1(X) e D,E ∈ Div(X) tali che D + E = kdiv(ω).
Allora abbiamo isomorfismi canonici L (D) ∼= K (E) e L (E) ∼= K (D).

(4) Se D 6 D′ allora risulta L (D) 6 L (D′) e K (D) > K (D′).
(5) Se deg(D) < 0 allora L (D) = {0} (abbiamo imposto che le funzioni abbiano più zeri di quanti

poli siano permessi).
2.3. Problema fondamentale. Ora, per ogni divisore abbiamo definito degli spazi di funzioni

(e differenziali) meromorfi controllati dal divisore, e si tratta di C-spazi vettoriali. Quindi la domanda
fondamentale diventa decidere se si tratta di spazi di dimensione finita su C, ed eventualmente trovarne
la dimensione. Che siano di dimensione finita è facile, e lo dimostreremo subito; trovarne la dimensione
è invece il teorema di Riemann-Roch, molto profondo e ricco di conseguenze.

2.4. Teorema (Finitezza). Sia D ∈ Div(X), e poniamo D = D+ − D− con D+, D− > 0
divisori positivi (o nulli). Allora dimC L (D) 6 deg(D+) + 1; in particolare tutti gli spazi L (D) sono
di dimensione finita su C.

Vi sono due possibili ragionamenti per stabilire il risultato, ed entrambi saranno utili in futuro.
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Il primo procede cos̀ı: se P ∈ X è tale che n = ordP (D) > 0, consideriamo la mappa L (D)−→C
che manda f nel coefficiente a−n del suo sviluppo di Laurent in P . Questa mappa è (lineare, quindi)
suriettiva o nulla, e il suo nucleo è dato da L (D − P ). Quindi L (D − P ) o coincide con L (D),
oppure è di codimensione 1 in L (D), e il risultato segue per induzione.

Il secondo procede cos̀ı: se P1, . . . , Pr sono i punti di X per cui ni = ordPi(D) > 0, consideriamo
la mappa L (D)−→

⊕r
i=iCni che manda ogni funzione f nei coefficienti negativi dei suoi sviluppi di

Laurent in ciascun Pi. Si tratta di una applicazione lineare il cui nucleo è formato da funzioni olomorfe,
quindi costanti per compattezza di X. Il risultato segue allora dalla formula delle dimensioni. �

2.5. Teorema (Riemann-Roch). Sia D ∈ Div(X). Abbiamo che

dimC L (D) = deg(D) + 1− g + dimC L (K −D)

ove: g è il genere della SdR X, e K = kdiv(ω) con ω ∈ M 1(X) non nullo è un qualunque divisore
canonico (si ricordi che il grado di K è 2g − 2).

Dedicheremo una sezione per illustrare la dimostrazione di questo teorema, anticipandone invece
le applicazioni che sono del tutto indipendenti dalla sua dimostrazione.

2.6. Prime applicazioni del Teorema di Riemann-Roch.
2.6.1. Interpretazione analitica del genere. UsiamoD = 0. Allora risulta che dimC L (K) =

g (perché dimC L (0) = 1, come abbiamo già osservato). D’altra parte L (K) ∼= K (0) = Ω1(X).
Quindi otteniamo che il genere di una SdR compatta è la dimensione come C-spazio vettoriale dello
spazio dei differenziali olomorfi (interpretazione analitica del genere: g = dimC Ω1(X)).

2.6.2. Disuguaglianza di Riemann. Siccome dimC L (K−D) > 0, dalla formula di Riemann-
Roch segue subito che

dimC L (D) > deg(D) + 1− g
che è un teorema di esistenza di funzioni meromorfe su X; in effetti per dimostrare il teorema di
Riemann-Roch (o anche solo la disuguaglianza di Riemann) bisogna aver dimostrato che esistono
funzioni meromorfe su ogni SdR compatta; noi non l’abbiamo fatto finora (se non per sfera e toro, nei
quali casi abbiamo descritto completamente lo spazio delle funzioni meromorfe, e per le normalizzazioni
di curve proiettive piane essenzialmente).

2.6.3. Caso di divisori “abbastanza positivi”. Se deg(D) > 2g − 1, allora deg(K −D) =
deg(K) − deg(D) 6 2g − 2 − (2g − 1) = −1 < 0, e dunque il termine difficile della formula di
Riemann-Roch scompare (dimC L (K −D) = 0) e otteniamo la formula semplificata

dimC L (D) = deg(D) + 1− g se deg(D) > 2g − 1 .

2.6.4. Esistenza di funzioni. Se usiamo divisori D con deg(D) > g (risp. > g) allora
otteniamo dimC L (D) > 1 (risp. > 1). Si tratta di stime di esistenza di funzioni con limiti fissati sui
poli permessi. Per esempio:
(1) se D = (g + 1)P con P ∈ X, otteniamo che dimC L ((g + 1)P ) > deg((g + 1)P ) + 1 − g = 2, e

dunque esistono funzioni non costanti aventi poli solo nel fissato punto P e in nessun altro punto
di X. Di solito si dice che M (X) separa i punti di X, nel senso che per ogni coppia di punti
P,Q ∈ X esistono funzioni meromorfe f con f(P ) 6= f(Q).

(2) consideriamo P ∈ X, e i divisori Dn = nP con n sufficientemente grande (per esempio maggiore
di 2g − 2) per poter usare la formula semplificata; abbiamo allora dimC L (Dn) = n + 1 − g e
dimC L (Dn+1) = n + 2 − g, da cui segue che L (Dn) � L (Dn+1), e dunque esistono funzioni
fn+1 ∈ L (Dn+1)rL (Dn) per ogni n� 0.
In particolare esistono funzioni meromorfe (per esempio fn+1/fn) aventi polo semplice in P . Di
solito si dice che M (X) separa le tangenti di X, nel senso che per ogni punto P ∈ X esistono
funzioni meromorfe f con polo semplice in P .
2.6.5. Esistenza di differenziali. Dall’isomorfismo K (D) ∼= L (K−D) è chiaro che teoremi

di esistenza di funzioni meromorfe si traducono anche in termini di esistenza di differenziali meromorfi.
Ma in effetti si può essere più precisi: sappiamo che per un differenziale meromorfo con poli semplici
abbiamo che la somma dei residui deve essere nulla. In effetti questa è l’unica ostruzione alla esistenza
(con unicità) di differenziali meromorfi con poli semplici e assegnati residui: esattamente che la somma
dei residui sia nulla.
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Infatti, dati i punti Pi, possiamo considerare il divisore D = −
∑
i Pi e la mappa K (D) →

Cn che manda ogni differenziale ω nella n-upla dei residui (resPi
ω). Il nucleo di tale morfismo è

chiaramente dato dai differenziali olomorfi, quindi uno spazio di dimensione g. La dimensione di
K (D) ∼= L (K −D) per Riemann-Roch è data da n− g+ 1 (essendo il divisore D negativo), e quindi
l’immagine ha dimensione n − 1, cioè è suriettiva su un iperpiano di Cn (che dev’essere quello dato
dalla condizione sui residui).

2.6.6. Differenziali di prima, seconda e terza specie. I differenziali di prima specie sono
quelli olomorfi.

Per ogni punto P e ogni intero n > 1 esistono differenziali ω
(n)
P olomorfi fuori di P e tali che

ω
(n)
P − dz/zn+1 sia olomorfo in P (z essendo coordinata locale in P ); basta per questo controllare le

dimensioni degli spazi con poli nell’unico punto P : si tratta di spazi che aumentano di dimensione
all’aumentare del polo. Questi sono differenziali di seconda specie.

Per ogni coppia di punti distinti P,Q esistono differenziali ωP,Q che sono olomorfi fuori di P,Q e
hanno poli semplici con residui 1 in P e −1 in Q. Questi sono differenziali di terza specie.

I differenziali scritti di seconda e terza specie possono essere resi unici tramite una normalizzazione
sui periodi (annullando gli a-periodi) di cui parleremo nel capitolo su Jacobi; in questo caso si sa anche
calcolarne i b-periodi. È chiaro che ogni differenziale meromorfo è combinazione lineare complessa di
differenziali di prima, seconda e terza specie.

2.7. Esempi. Controlliamo la situazione nei nostri due esempi standard:
2.7.1. Sfera di Riemann. Dalla descrizione fatta delle funzioni meromorfe come quozienti di

polinomi omogenei di ugual grado, otteniamo che

L (D) =

{
{0} se deg(D) < 0{
f(X)

∏
i(X − Pi)−ordPi

(D) : deg f(X) 6 deg(D)
}

se deg(D) > 0

ove f(X) è polinomio (di grado 6 deg(D)), e dunque che

dimC L (D) =

{
0 se deg(D) < 0
deg(D) + 1 se deg(D) > 0

che è la formula di Riemann-Roch per la sfera, poiché g = 0. Per esercizio, esplicitare i K (D) e loro
dimensioni.

2.7.2. Tori complessi. Dalla descrizione fatta delle funzioni meromorfe come quozienti di
theta traslate soggette alla condizione che le traslazioni abbiano somma intera, otteniamo che

dimC L (D) =


0 se deg(D) < 0
0 se deg(D) = 0 e D 6∼ 0
1 se deg(D) = 0 e D ∼ 0
deg(D) se deg(D) > 0

(in realtà, i primi tre casi sono validi per ogni SdR compatta; il quarto caso è la formula di Riemann-
Roch per i tori, poiché g = 1). Per esercizio, esplicitare i K (D) e loro dimensioni.

3. Sistemi lineari e mappe proiettive associate a Divisori.

3.1. Definizione-Teorema (Sistemi lineari di divisori). Sia D ∈ Div(X) un divisore su
una SdR compatta X. L’insieme

|D| = {E ∈ Div(X) : E > 0, E ∼ D}

dei divisori non negativi linearmente equivalenti aD si dice sistema lineare completo diD e ha struttura
di spazio proiettivo con spazio vettoriale sovrastante L (D) (dunque dim |D| = dimC L (D)−1). Ogni
sottovarietà lineare proiettiva di |D| si dice un sistema lineare.

L’unica asserzione da verificare riguarda la struttura di spazio proiettivo, e si dimostra osservando
che l’applicazione

P(L (D))−→|D| definita da f 7−→ div(f) +D

è ben definita e chiaramente una biiezione. �
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3.1.1. Grado e dimensione di sistemi lineari. Dato un sistema lineare G 6 |D|, diciamo
dimensione di G la sua dimensione come sottospazio proiettivo, e grado di G il grado di un qualunque
suo elemento (hanno tutti lo stesso grado, trattandosi di divisori linearmente equivalenti tra loro).
È terminologia classica dire che un sistema lineare di dimensione n e grado d è “un gnd ” e si parla
di “avere o prendere un gnd su X”. Per esempio: una SdRc possiede un g1

1 se e solo se è la sfera di
Riemann.

3.1.2. Punti base di sistemi lineari. Sia D ∈ Div(X). Definiamo il divisore di base di D,
o l’insieme dei punti base di D, come B(D) = inf{E : E ∈ |D|} =

⋂
E∈|D|E. Si tratta del divisore

formato dai punti che appartengono ad ogni divisore del sistema lineare |D| (stiamo confondendo il
divisore B(D) con il suo supporto).

È facile vedere che P ∈ B(D) se e solo se L (D−P ) = L (D), e anche se e solo se dimC L (D−P ) =
dimC L (D). Infatti basta controllare che L (D−P ) ⊇ L (D) (l’altra inclusione essendo sempre vera)
vale sse ogni funzione f con D+ div(f) > 0 ha anche D+ div(f) > P , quindi sse ogni divisore in |D|
è maggiore o uguale a P .

Di conseguenza, D non ha punti base (cioè B(D) = 0, ovvero vuoto) se e solo se per ogni P ∈ X
si ha che dimC L (D) = dimC L (D − P ) + 1.

Per un sistema lineare generico G 6 |D|, definiamo il divisore di base di G, o l’insieme dei punti
base di G, come B(G) = inf{E : E ∈ G} =

⋂
E∈GE. Si verifica allora che P ∈ B(G) se e solo se G

ha come sovrastante uno spazio vettoriale V 6 L (D) tale che V 6 L (D − P ).

3.1.3. Rimozione dei punti base. Se D ∈ Div(X) e F = B(D), allora L (D) = L (D − F ) e
il divisore D − F non ha punti base. Infatti basta procedere per induzione e togliere una alla volta i
punti base.

3.2. Definizione (mappe proiettive olomorfe). Sia X una SdR compatta. Una funzione

X→Pn(C) si dice olomorfa se intorno ad ogni punto si scrive come P 7→

(
g0(P )

...
gn(P )

)
con le funzioni gi

olomorfe (in un intorno del punto). Si tratta in effetti delle mappe olomorfe da X in Pn(C) in quanto
varietà complesse (la seconda di dimensione n), e potremmo indicarle con O(X,Pn(C)).

3.2.1. Naturalmente, per costruire mappe proiettive olomorfe, è inutile usare funzioni olomorfe
globali su X, poiché si otterrebbero solo mappe costanti. Il teorema seguente caratterizza le mappe
proiettive olomorfe in termini di funzioni meromorfe su X.

3.2.2. Teorema (costruzione meromorfa di mappe proiettive). Esiste una appli-
cazione canonica

Pn(M (X))−→O(X,Pn(C))

che è una biiezione, e identifica le mappe olomorfe X→Pn(C) con le (n+1)-uple non nulle di funzioni
meromorfe su X, a meno di fattori moltiplicativi non nulli in M (X).

L’unico punto delicato è in effetti la definizione dell’applicazione, che si ottiene in questo modo: se(
g0
...
gn

)
∈ Pn(M (X)) per ogni punto P ∈ X poniamo oP = mini ordP (gi); allora mini ordP (z−oP gi) = 0

e ha senso porre g(P ) = (z−oP

(
g0
...
gn

)
)(P ) (in quanto punto di Pn(C)). Questa corrispondenza dà

chiaramente una biiezione. �
Si osservi che la sottigliezza della costruzione consiste nel fatto che si vuol definire l’immagine

in P anche quando tutte le gi si annullano in P , oppure quando qualcuna delle gi ha polo in P ; la
soluzione è moltiplicare per una funzione meromorfa in modo tale che nessuna funzione abbia polo
nel punto in cui calcolare, e almeno una abbia valore non nullo (cioè ordine nullo).

3.2.3. Non degenerazione. Una mappa proiettiva olomorfa ϕ : X→Pn(C) è detta non
degenere se e solo se l’immagine ϕ(X) non è contenuta in alcun iperpiano di Pn(C). Questo equivale
evidentemente a dire che la (n + 1)-upla di Pn(M (X)) corrispondente a ϕ è formata da funzioni
meromorfe linearmente indipendenti su C.
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3.2.4. Grado. Il grado di una mappa proiettiva olomorfa ϕ : X→Pn(C) è il numero di punti
(contati con molteplicità) di intersezione dell’immagine ϕ(X) con un generico iperpiano di Pn(C).
Non si confonda con il grado della funzione X→ϕ(X) tra SdRc.

La nozione di grado si può definire per qualunque curva algebrica in Pn(C), ma si faccia attenzione
che non si legge direttamente dal sistema di equazioni polinomiali che definisce la curva (se non nel
piano proiettivo).

3.2.5. Mappe dominanti. Una mappa proiettiva olomorfa ϕ : X→Pn(C) si dice dominante
se non si può ottenere per proiezione da mappe ϕ : X→Pm(C) con m > n. Ricordiamo che, dati
Pn(C) 6 Pm(C) e un complementare L, la proiezione su Pn(C) di centro L è la mappa π definita da
π(P ) = (P ∨ L) ∧ Pn(C) che va da Pm(C)r L a Pn(C).

3.3. Teorema (corrispondenza fondamentale). Esistono delle biiezioni canonicheSistemi lineari senza p.b.
• di dimensione n
• di grado r

 ∼=
Mappe olomorfe non degeneri
•X→Pn(C)
• (immagine) di grado r

 /proiettività

che si restringono a biiezioni canoniche tra i sottinsiemi

{Sistemi lineari completi } ∼= {Mappe olomorfe dominanti } /proiettività

Tutte le asserzioni seguono facilmente dalla costruzione delle due mappe, una inversa dell’altra,
che ora diamo esplicitamente.
(→) Dato un sistema lineare G 6 |D|, consideriamo il corrispondente sottospazio vettoriale V di

L (D), e una sua base g0, . . . , gn su C. L’elemento

(
g0
...
gn

)
di Pn(M (X)) determina allora la

mappa proiettiva olomorfa voluta.
Si osservi che la scelta di un’altra base di V determina un cambiamento della mappa per una
proiettività di Pn(C).

(←) Data una mappa olomorfa g : X→Pn(C) abbiamo due costruzioni equivalenti per il sistema
lineare associato.

(1) La prima consiste nel considerare il divisore D = −mini div(gi), e definire il sistema lineare
usando Vg = 〈g0, . . . , gn〉C (sottospazio vettoriale di L (D)) come |g| = {div(f) + D : f ∈ Vg}
(sottospazio proiettivo di |D|).
Si osservi che D dipende dalla scelta delle gi, ma i sistemi lineari |D| e |g| dipendono solo da g.

(2) La seconda costruzione è più geometrica e considera le sezioni iperpiane di g(X): se H è un
iperpiano di Pn(C) di equazione η, scelto un iperpiano di equazione η0 che non intersechi H∩g(X),
definiamo div(g∗H) ∈ Div(X) come il divisore di zero di η

η0
◦ g : X→P1(C). Allora |g| =

{div(g∗H) : H iperpiano di Pn(C)}.
L’equivalenza dei due metodi si può vedere considerando un iperpiano H di equazione

∑
i aiXi = 0 e

supponendo che g0 abbia ordine minimo (possiamo supporre nullo) tra le gi (nel punto P considerato).
Allora nella costruzione (1) abbiamo il divisore div(

∑
i aigi) − div(g0), mentre nella costruzione (2)

otteniamo il divisore div
(∑

i
aiXi

X0
◦ g
)

= div
(∑

i
aigi

g0

)
= div(

∑
i aigi)− div(g0).

Che le costruzioni siano una l’inversa dell’altra si vede facilmente considerando la costruzione (1)
verso sinistra.

Che le mappe proiettive olomorfe siano non degeneri dipende dal fatto che sono generate usando
funzioni olomorfe linearmente indipendenti su C.

Che i sistemi lineari che si ottengono siano senza punti base si vede facilmente in base alla
costruzione (2): per ogni punto c’è qualche iperpiano H che non lo contiene.

Infine che i sistemi completi corrispondano a mappe dominanti discende subito dalle definizioni
corrispondenti. �

3.3.1. A scanso di equivoci, si faccia attenzione al fatto che anche sistemi lineari con punti base
danno luogo a mappe proiettive olomorfe non degeneri, usando esattamente la stessa costruzione;
il punto è che danno luogo esattamente alla stessa mappa di un sistema lineare senza punti base.
Pertanto questa richiesta nell’enunciato serve solo per ottenere una biiezione tra sistemi lineari senza
p.b. e mappe olomorfe a meno di proiettività; altrimenti si avrebbe una applicazione suriettiva tra
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sistemi lineari e mappe olomorfe a meno di proiettività con una sezione avente immagine nei sistemi
lineari senza punti base.

4. Sistemi molto ampi.

4.1. Definizione-Teorema (divisori molto ampi). La mappa proiettiva ϕ : X→Pn(C)
definita dal (sistema lineare completo del) divisore D è:
(1) iniettiva se e solo se dimC L (D − P −Q) = dimC L (D)− 2 per ogni P 6= Q punti di X;
(2) immersione (cioè iniettiva con differenziale mai nullo) se e solo se dimC L (D − P − Q) =

dimC L (D)− 2 per ogni P,Q ∈ X (cioè anche per P = Q).
Un divisore si dice molto ampio se la mappa proiettiva corrispondente è una immersione, cioè se vale
la seconda condizione.

Per la dimostrazione del teorema, basta osservare che ϕ(P ) = ϕ(Q) se e solo se L (D−P −Q) =
L (D − P ) = L (D − Q) (le funzioni in L (D) si annullano in P sse si annullano in Q), e l’analoga
asserzione per “P = Q” (cioè quando in P si annulla il differenziale di ϕ). �

4.1.1. Si osservi che le mappe iniettive che non siano immersioni sono meno interessanti, perché

danno luogo a curve singolari. Per esempio z 7→
(

1
z2

z3

)
è iniettiva, ma non immersione e l’immagine

nel piano contiene una cuspide.

4.1.2. Condizioni numeriche. Come applicazione del teorema di Riemann-Roch vediamo ora
criteri “numerici” sul grado dei divisori per essere senza p.b. e molto ampi.
(1) Un divisore D con deg(D) > 2g non ha punti base. Infatti abbiamo che K −D ha grado 6 −2

e risulta
dimC L (D) = deg(D) + 1− g

dimC L (D − P ) = deg(D − P ) + 1− g = deg(D)− g
da cui segue dimC L (D − P ) = dimC L (D)− 1 come chiede il criterio.

(2) Un divisore D con deg(D) > 2g + 1 (non ha punti base ed) è molto ampio. Infatti abbiamo che
K −D ha grado 6 −3 e risulta

dimC L (D) = deg(D) + 1− g
dimC L (D − P −Q) = deg(D − P −Q) + 1− g = deg(D)− g − 1

da cui segue dimC L (D − P −Q) = dimC L (D)− 2 come chiede il criterio.

4.1.3. Dalle osservazioni precedenti segue che ogni divisore D ∈ Div(X) di grado d almeno
2g + 1 immerge X come curva liscia (di grado d) in uno spazio proiettivo di dimensione dim |D| =
dimC L (D)− 1 = d− g > g + 1.

Più precisamente, usando D = (2g + 1)P per un fissato P ∈ X, possiamo avere una immersione
ϕ : X −→Pdim |D|(C) come curva di grado d in modo tale che Xr{P} si immerga in uno spazio affine
Adim |D|(C). Infatti esiste un iperpiano H di Pdim |D|(C) tale che ϕ∗H = (2g + 1)P , e possiamo usare
come spazio affine il complementare di H.

4.2. Curve Razionali Normali. Consideriamo la sfera di Riemann P1(C), che è di genere
0, per cui ogni divisore del tipo Dn = n∞ è molto ampio se n > 1. Si vede subito che L (n∞) =
〈1, z, z2, . . . , zn〉C e otteniamo le immersioni proiettive date da

P1(C) −→ Pn(C)

z ≡
(
z0
z1

)
7−→

 1
z

...
zn

 ≡


zn0

zn−1
0 z1

...
zn1


dette immersioni di Veronese, le cui immagini si dicono le curve razionali normali. Esploriamo i primi
casi:
(1) per n = 1 troviamo la funzione identica di P1(C) in sè.
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(2) per n = 2 troviamo l’immersione di P1(C) in P2(C) come conica non degenere di equazione
Z0Z2 − Z2

1 .
(3) per n = 3 troviamo l’immersione di P1(C) in P3(C) come curva di grado 3 definita parametrica-

mente da 
Z0=µ3

Z1=λµ2

Z2=λ2µ
Z3=λ3

(detta cubica sghemba) ovvero per esempio dalle tre equazioni cartesiane

Z0Z2 − Z2
1 , Z0Z3 − Z1Z2 , Z1Z3 − Z2

2

Si osservi l’interessante fenomeno per cui una curva nello spazio proiettivo tridimensionale può
aver bisogno di tre equazioni per essere definita globalmente (rinunciando ad una equazione si
hanno altre componenti). Però nell’intorno di ogni punto (in effetti in opportuni spazi affini) sono
sufficienti due equazioni (come ci si aspetta) per definire la curva: si dice allora che si tratta di
una curva “localmente ad intersezione completa”, ma non “ad intersezione completa”.

4.3. Curve Ellittiche Normali. Consideriamo il toro T, che è di genere 1, per cui ogni
divisore del tipo Dn = nP è molto ampio se n > 3. In questo caso dimC L (nP ) = n e dunque tali
divisori determinano immersioni T→Pn−1 come curva di grado n:
(1) per n = 3 abbiamo T ↪→ P2 come cubica liscia;
(2) per n = 4 abbiamo T ↪→ P3 come curva liscia di grado 4;
(3) per n = 5 abbiamo T ↪→ P4 come curva liscia di grado 5.
Le immagini di tali immersioni si dicono curve ellittiche normali.

5. Sistemi canonici (e SdR iperellittiche).

Un sistema lineare particolarmente importante è quello canonico, associato al divisore di un
qualsiasi differenziale. Chiaramente nel caso della sfera di Riemann tale sistema lineare è nullo,
quindi non interessante. Ricordiamo che se K = kdiv(ω) con ω ∈ M 1(X), allora degK = 2g − 2 e
dimC L (K) = g (quindi il sistema canonico ha grado 2g − 2 e dimensione g − 1).

5.1. Teorema (punti base canonici). Se g > 1 il sistema canonico è privo di punti base.

Infatti basta verificare che dimC L (K − P ) = dimC L (K)− 1 = g − 1 per ogni P ∈ X, e questo
segue dalle uguaglianze

1 = dimC L (P ) = deg(P ) + 1− g + dimC L (K − P )

(la prima perché g > 1, la seconda per Riemann-Roch). �

5.1.1. Da questo segue che la mappa proiettiva k : X→Pg−1(C) definita da K ha come sezioni
iperpiane esattamente il sistema lineare completo di K.

5.2. Cerchiamo di capire quando la mappa canonica è una immersione. Dal criterio generale
sappiamo che k è immersione se e solo se dimC L (K − P −Q) = dimC L (K)− 2 per ogni P,Q ∈ X.

Viceversa, k non è immersione se e solo se esistono P,Q ∈ X tali che

dimC L (K − P −Q) = dimC L (K)− 1 = g − 1 .

Usando il teorema di Riemann-Roch possiamo scrivere che

dimC L (K − P −Q) = deg(K − P −Q) + 1− g + dimC L (P +Q)

= deg(K)− 2 + 1− g + dimC L (P +Q)

= g − 3 + dimC L (P +Q)

e quindi la condizione di non immersione equivale alla esistenza di P,Q ∈ X tali che

g − 3 + dimC L (P +Q) = g − 1 ,

e insomma dimC L (P +Q) = 2. Questo significa che esiste una funzione non costante in L (P +Q),
dunque una funzione f : X→P1(C) che sia rivestimento ramificato con 2 fogli.

Questo motiva la seguente definizione.
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5.3. Definizione (SdR iperellittiche). Una SdR compatta si dice iperellittica se ammette
una funzione meromorfa che dia un rivestimento di grado 2 della sfera di Riemann.

5.3.1. Realizzazioni piane per le SdR iperellittiche. Sia X SdR iperellittica di genere g;
dunque per ipotesi esiste una mappa olomorfa x : X→P1(C) di grado 2 (rivestimento ramificato con
2 fogli). Dal teorema di Riemann-Hurwitz possiamo dedurre che ram(x) = 2g + 2 (inoltre ogni punto
di ramificazione ha ramificazione 1: di più non può!), e allora abbiamo Ram (x) = p1 + · · · + p2g+2.
Sia div∞(x) = p + q (possiamo supporre che non sia di ramificazione, modulo comporre con una
proiettività della retta). Diciamo ai = x(pi) per ogni i = 1, . . . , 2g + 2. Il seguente disegno può
illustrare la situazione:

p1 p2 p3 p4 p5 p6

p

q

a1 a2 a3 a4 a5 a6 ∞a

j

x

Definiamo la mappa j : X→X che per ogni a ∈ P1(C) scambia tra loro le (due) antimmagini di a
tramite x. Ovviamente abbiamo che j2 = idX .

Consideriamo ora il divisore D = (g + 1)p+ (g + 1)q. Poiché deg(D) = 2g + 2 possiamo usare la
formula di Riemann-Roch semplificata

dimC L (D) = deg(D) + 1− g = g + 3 .

Ora è chiaro che j(D) = D, e quindi viene indotto un endomorfismo lineare j∗ : L (D)→L (D)
con (j∗)2 = id, quindi diagonalizzabile con autovalori ±1 (si tratta di una simmetria). Abbiamo
quindi la decomposizione in autospazi L (D) = L (D)+ ⊕L (D)− e possiamo già dire che L (D)+ =
〈1, x, . . . , xg+1〉, avente dimensione g + 2 (si tratta di composizioni di x con funzioni meromorfe sulla
sfera con ordini di polo a p e q non eccedenti g + 1...), e quindi L (D)− = 〈y〉 risulta di dimensione 1
e j∗y = −y.

Vogliamo vedere che y2 = cg(x) con c ∈ C non nulla e g(x) =
∏
i(x − ai) polinomio nella x di

grado 2g+ 2. Per questo basta controllare che y2 e g(x) abbiano lo stesso divisore, in modo che il loro
quoziente sia olomorfo e dunque costante. Calcoliamo quindi i divisori: risulta

div(y) = div0(y)− div∞(y) =
∑
i

pi −D

(perché y(pi) = −y(pi) e quindi tutti i pi entrano nel div0(y), sono 2g + 2, d’altra parte gli unici poli
possibili sono p e q, al massimo d’ordine g + 1 ciascuno...), e

div(g(x)) =
∑
i

div(x− ai) =
∑
i

div0(x− ai)−
∑
i

div∞(x− ai)− = 2
∑
i

pi − 2D

come si voleva.

5.3.2. Per esercizio, si osservi che j induce un endomorfismo j∗ di Ω1(X) di quadrato identico,
e che in effetti è j∗ = −id (un differenziale fissato da j∗ proviene da uno della retta proiettiva...).

5.3.3. Conclusione del discorso precedente è che una SdR è iperellittica se e solo se è norma-
lizzazione di una curva algebrica piana iperellittica, cioè di una curva che in opportuno riferimento
ammette equazione del tipo Y 2 =

∏2g+2
i=1 (X − ai) (con ai 6= aj per i 6= j).

In particolare, SdR iperellittiche ne esistono di ogni genere.

5.3.4. Differenziali per le SdR iperellittiche e mappa canonica. Dalla descrizione
precedente segue che

Ω1(X) = 〈dx
y
, x
dx

y
, . . . , xg−1 dx

y
〉

L (K) = 〈1, x, . . . , xg−1〉
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e la mappa canonica

k : X −→Pg−1(C) P 7→

 1
x(P )

...
xg−1(P )


si fattorizza attraverso x seguita dalla mappa di Veronese

X −→P1(C)−→Pg−1(C) P 7→ x(P ), z 7→

 1
z
...

zg−1


e quindi mostra che il rivestimento ramificato di ordine 2 della sfera di Riemann per una SdR iperel-
littica è canonico (sia nel senso che è intrinseco, sia nel senso che è definito dal divisore canonico).

5.4. Teorema (sistemi canonici). Sia X SdR compatta di genere g > 1. Allora la mappa
canonica k : X→Pg−1(C) è una immersione se e solo se X non è iperellittica. Precisamente:
(1) se X non è iperellittica allora k immerge X in Pg−1(C) come curva di grado 2g − 2;
(2) se X è iperellittica allora k si fattorizza tramite un rivestimento con due fogli della sfera di

Riemann, seguito dalla immersione di Veronese in Pg−1(C).

È già stato dimostrato tutto. �

6. Classificazione di SdRc per generi piccoli.

Siamo ormai in grado di usare il teorema di Riemann-Roch per classificare le SdR per generi
piccoli, e anche di dimostrare in generale che ogni SdR compatta si può immergere come curva algebrica
(cioè definita da equazioni polinomiali) in qualche spazio proiettivo (e anzi, come già sappiamo, in
uno spazio affine se rinunciamo ad un solo punto). Il punto centrale è che la conoscenza delle funzioni
meromorfe sulla SdR permette di avere informazioni sulla superficie stessa.

6.1. SdR di genere 0. Se X è SdR compatta, esiste P ∈ X tale che dimC L (P ) > 1 se e solo
se X è di genere 0, e in tal caso X è isomorfo alla sfera di Riemann P1(C).

Infatti, questo equivale all’esistenza di una funzione olomorfa non costante f : X→P1(C) con
unico polo in P , quindi rivestimento con un foglio, e dunque isomorfismo.

Di conseguenza possiamo dire che il genere di X è maggiore di 0 se e solo se per ogni P ∈ X si
ha dimC L (P ) = 1. E viceversa, il genere di X è 0 (e dunque X ∼= P1(C)) se e solo se per un (e allora
per ogni) P ∈ X si ha dimC L (P ) = 2.

6.2. SdR di genere 1. Una SdR compatta X è di genere 1, se e solo se si immerge come cubica
liscia nel piano proiettivo complesso (dunque se e solo se è un toro).

Infatti, usando D = 3P con P ∈ X, che sappiamo essere un divisore molto ampio, e usando
ripetutamente Riemann-Roch, possiamo studiare gli spazi L (nP ):

dimC L (P ) = 1 L (P ) = 〈1〉C
dimC L (2P ) = 2 L (2P ) = 〈1, x〉C
dimC L (3P ) = 3 L (3P ) = 〈1, x, y = x′〉C
dimC L (4P ) = 4 L (4P ) = 〈1, x, y, x2〉C
dimC L (5P ) = 5 L (5P ) = 〈1, x, y, x2, xy〉C
dimC L (6P ) = 6 L (6P ) = 〈1, x, y, x2, xy, y2, x3〉C

e vediamo che nell’ultimo scritto, che è di dimensione 6, si trovano 7 funzioni meromorfe: dunque ci
deve essere tra loro una relazione di dipendenza lineare su C, cioè una equazione algebrica, che neces-
sariamente coinvolge le ultime due funzioni incontrate, cioè y2, x3: si tratta quindi di una relazione
cubica.

Noi abbiamo già realizzato questa situazione usando x = ℘ e y = ℘′.

6.3. SdR di genere 2. Ogni SdR compatta X di genere 2, è iperellittica, e quindi è la
normalizzazione di una curva proiettiva piana iperellittica di grado 6.

Qui potremmo tentare di usare divisori D di grado 2g − 1 = 3, che darebbero chiaramente una
mappa X→P1(C) (perché usando Riemann-Roch si ha dimC L (D) = 2), ma si tratterebbe di mappe
di grado 3, e non 2.
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Usando invece il sistema associato ad un divisore canonico K = kdiv(ω), abbiamo deg(K) =
2g − 2 = 2 e dimC L (K) = g = 2, che dunque definisce una funzione X→P1(C) non costante di
grado 2; quindi si tratta di una SdR iperellittica, che sappiamo realizzare come (normalizzazione di
una) curva proiettiva piana iperellittica (di grado 6).

6.4. Equazioni algebriche. Per salire ancora con il genere, bisogna disporre di qualche
strumento generale che permetta di trovare equazioni algebriche soddisfatte dalle immagini di una
SdRc tramite immersioni proiettive definite da divisori. Si tratta di generalizzare il procedimento che
abbiamo usato per le SdR di genere 1.

6.4.1. Consideriamo una SdR compatta X, un suo divisore molto ampio D di grado d e
dimensione n, e l’immersione g : X→Pn(C) definita da D.
(1) Osserviamo che dimC C[X0, . . . , Xn]k =

(
n+k
k

)
(dimensione dello spazio vettoriale dei polinomi

omogenei di grado k in n + 1 variabili), e quindi tale dimensione è O(kn/n!). È in questi spazi
che bisogna cercare le possibili equazioni per g(X).

(2) Considerando g : X→Pn(C), per ogni F ∈ C[X]k possiamo definire il divisore in X di F simil-
mente a quanto fatto per gli iperpiani:

divX(F ) = div0

(
F

Φ
◦ g
)

usando Φ ∈ C[X]k (per esempio k volte un iperpiano) che non si annulli nei punti di g(X) in
cui si annulla F . Ora è facile vedere che divX(F ) ∼ kD (equivalenza lineare), e quindi Φ

F ◦ g è
funzione meromorfa su X con poli limitati da kD.
Abbiamo quindi una applicazione lineare

Rk : C[X]k −→L (div(F )) = L (kD) F 7→ Φ

F
◦ g

il cui nucleo è descritto dai polinomi che si annullano identicamente su X, quindi equazioni per
g(X).

(3) Applicando Riemann-Roch, abbiamo che

dimC L (kD) = deg(kD) + 1− g + dimC(K − kD)

= deg(kD) + 1− g per k � 0

= O(k deg(D))� O(kn/n!) per k � 0 .

Dunque, risulta che

dimC ker(Rk) >

(
n+ k

k

)
− (deg(kD) + 1− g)� 0 per k � 0

(significa che vi sono molte equazioni polinomiali per g(X)).
6.4.2. Osservazioni.

(1) Il nucleo di ogni applicazione Rk ha una parte ovvia che viene dal nucleo dell’applicazione prece-
dente: se F1. . . . , Fs ∈ ker(Rk), allora ogni combinazione del tipo

∑
i liFi con deg li = 1 appartiene

a ker(Rk+1).
(2) È chiaro a priori che per k = 1 si ha che R1 è isomorfismo, e il suo nucleo è zero (g(X) non è

degenere, cioè non è contenuta in alcun iperpiano).
(3) È utile notare che se deg(D) > g, allora si ha che

deg(kD) = k deg(D) > kg >

{
2g − 1 se k > 2
2g + 1 se k > 3

(permette di usare formule semplificate per Riemann-Roch).
(4) Infine, applichiamo i discorsi precedenti al caso del sistema canonico: usiamo X SdR compatta

di genere g > 3, deg(K) = 2g − 2, dimC L (K) = g. Risulta allora che

dimC(ker(Rk)) >

(
k + g − 1

k

)
− (k(2g − 2) + 1− g) =

(
k + g − 1

k

)
− 2(g − 1)k + (g − 1)

(per k sufficientemente grande).
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6.5. SdR di genere 3. Nel caso di SdRc X di genere g = 3, supponiamo non iperellittiche e
quindi k : X→P2(C) immersione, abbiamo che dimC(ker(Rk)) >

(
k+2
k

)
− 4k + 2; esplicitamente:

k dimC(ker(Rk))
2 6− 8 + 2 = 0
3 10− 12 + 2 = 0
4 15− 16 + 2 = 1

e si trova (almeno) una equazione di quarto grado (trattandosi di curve piane non si può avere più di
una equazione). Quindi le SdR compatte di genere 3 sono di due tipi: o iperellittiche (e allora sono
normalizzazioni di curve proiettive piane iperellittiche di grado 8), oppure quartiche piane lisce.

6.6. SdR di genere 4. Nel caso di SdRc X di genere g = 4, supponiamo non iperellittiche e
quindi k : X→P3(C) immersione, abbiamo che dimC(ker(Rk)) >

(
k+3
k

)
− 6k + 3; esplicitamente:

k dimC(ker(Rk))
2 10− 12 + 3 = 1
3 20− 18 + 3 = 5

e si trova (almeno) una equazione di secondo grado e una indipendente di terzo grado. Quindi le SdR
compatte di genere 4 sono di due tipi: o iperellittiche (e allora sono normalizzazioni di curve proiettive
piane iperellittiche di grado 10), oppure curve lisce intersezione di una quadrica e di una cubica in
P3(C).

6.7. SdR di genere 5. Le SdRc di genere 5 si dividono in iperellittiche (normalizzazioni di
curve piane iperellittiche di grado 12), e non iperellittiche che sono di due tipi: rivestimenti ramificati
tripli della sfera di Riemann (curve trigonali) e intersezioni (complete) lisce di quadriche in P4(C).

6.8. SdR di genere 6. Le SdRc di genere 6 si dividono in iperellittiche (normalizzazioni di
curve piane iperellittiche di grado 14), e non iperellittiche che sono di tre tipi: rivestimenti ramificati
tripli della sfera di Riemann (curve trigonali), intersezioni (complete) lisce di quadriche in P5(C), e
quintiche piane lisce.

6.9. SdR di genere g > 7. Le SdRc di genere g almeno 7 si dividono in iperellittiche (nor-
malizzazioni di curve piane iperellittiche di grado 2g + 2), e non iperellittiche che sono di due tipi:
rivestimenti ramificati tripli della sfera di Riemann (curve trigonali) e curve di grado 2g−2 intersezioni
lisce di quadriche (?) in Pg−1(C).

7. Equivalenza tra SdRc e curve algebriche complesse.

7.0. Equivalenze. Vale la pena di far notare esplicitamente che alcune delle nozioni che
abbiamo via via incontrato: curve algebriche proiettive complesse (lisce, oppure piane con singolarità
ordinarie), Superficie di Riemann compatte, campi di trascendenza 1 su C (cioè estensioni algebriche
di C(z) dove z è trascendente su C) non solo sono molto legati, ma sono nozioni equivalenti tra loro
in un senso molto forte. Precisamente esse formano delle categorie equivalenti.

Parlare di categorie significa parlare di una classe di oggetti e per ogni coppia di essi definire
anche l’insieme dei morfismi ammessi e delle composizioni tra di loro (con le ovvie richieste circa
identità e associatività). Tra due categorie si parla di funtori se definiamo come trasformare oggetti
dell’una in oggetti dell’altra, e anche morfismi tra oggetti in morfismi tra le immagini (commutando
con le composizioni: questo si può fare in due modi: covariante se l’ordine di composizione è lo stesso,
controvariante altrimenti).

Si parla di equivalenze (di categorie) se abbiamo funtori che siano biiettivi per i morfismi, e che
siano “essenzialmente suriettivi” per gli oggetti: significa che ogni oggetto della seconda categoria è
isomorfo a uno dell’immagine della prima.

Per fare un esempio banale: la categoria degli spazi vettoriali di dimensione finita su un campo K
(oggetti gli spazi vettoriali di dimensione finita, morfismi le mappe lineari) è equivalente alla categoria
che ha come oggetti i numeri naturali e come morfismi tra n e m l’insieme delle matrici m × n (con
composizione il prodotto di matrici!).

7.1. Le categorie. Nel nostro caso abbiamo messo in luce (almeno) tre categorie:
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7.1.1. Superficie di Riemann compatte. Oggetti sono le SdRc, e morfismi tra di loro sono
le mappe olomorfe.

7.1.2. Curve Algebriche Proiettive complesse. Qui potremmo avere varie scelte per gli
oggetti: o tutte le curve algebriche proiettive irriducibili, o solo quelle lisce (senza punti singolari,
ma bisogna allora usare curve in Pn con n > 2), oppure quelle piane (irriducibili, ma bisogna allora
ammettere le singolarità almeno ordinarie). Come morfismi usiamo le funzioni razionali (sono definite
sulla curva tranne eventualmente un numero finito di punti).

7.1.3. Campi di trascendenza 1 su C. Gli oggetti sono le estensioni finite di una estensione
trascendente di C. I morfismi sono applicazioni di algebre sopra C.

7.2. Le equivalenze. Vediamo come passare dall’una all’altra di queste categorie; alcuni funtori
sono semplici, altri sono più difficili; determinare poi che sono delle equivalenze è facile tra campi e
curve algebriche, mentre richiede fatti non banali per le SdRc.

7.2.1. Curve Algebriche e Campi. Ad ogni curva complessa irriducibile C definita da un
ideale primo P in C[X] possiamo associare il campo dei quozienti di C[C ] = C[X]/P, che di solito si
indica con C(C ) e si chiama campo delle funzioni razionali su C . Nel caso delle curve piane è molto
facile, poiché sono definite da un polinomio irriducibile (che genera un ideale primo). È chiaro allora
che una mappa tra due curve determina un morfismo in direzione opposta, quindi darà un funtore
controvariante, tra i due campi.

Viceversa, ogni campo di trascendenza 1 su C si scrive come C(x)[y] dove y è algebrico su C(x),
cioè soddisfa ad un polinomio P (x, y) = 0: a questo campo associamo la curva (piana, eventualmente
singolare) data dagli zeri di quel polinomio, o una sua normalizzazione algebrica. Anche in questo
caso si vede facilmente l’azione sui morfismi.

Il secondo funtore fa vedere che il primo è essenzialmente suriettivo. Che si tratti di biiezioni tra
i morfismi si può vedere sia esplicitamente, sia componendo i due funtori.

7.2.2. SdRc e Campi. Ad ogni SdRc X possiamo associare il suo campo delle funzioni mero-
morfe M (X); qui abbiamo un problema: dovremmo dimostrare che è di trascendenza 1 su C, e sap-
piamo che è difficile anche dimostrare che non è banale; superato questo problema, è chiara l’azione
sui morfismi (per composizione, di nuovo controvariante).

Costruire un funtore in senso inverso, è chiaramente più facile passando per le curve algebriche:
un campo definisce una curva algebrica piana, e possiamo prendere una sua desingolarizzazione come
SdRc.

Il teorema di struttura di M (X) (cioè che è campo di trascendenza 1 su C) si può dimostrare a
partire dalle seguenti due proprietà: per ogni punto P ∈ X esiste una funzione f con zero semplice
in P , per ogni coppia di punti esiste una funzione f con f(P ) 6= f(Q) (si può anche supporre che f
abbia zero in P e polo in Q). Queste proprietà si estendono facilmente ad avere funzioni che hanno
uno zero in un prefissato P e poli in prefissati Q1, . . . , Qn, anche con ordini maggiori o uguali a un
prefissato intero positivo, e anche ad avere prefissate code di Laurent in prefissati punti P1, . . . , Pn.

Ora, data una funzione f non costante e quindi trascendente su C, mostrare che il grado di
trascendenza di M (X) è 1 si può fare con un confronto di dimensioni: supponiamo f, g ∈ M (X), e
siano entrambe in L (D); allora f igj ∈ L (nD) se i+ j 6 n, indipendenti se supponiamo indipendenti
f e g, il che direbbe che dimC (nD) >

(
n+2

2

)
, mentre sappiamo che dimC (nD) 6 1 + deg(nD) =

1 + ndeg(D) (stime incompatibili per n grande: una quadratica, l’altra lineare).

Per dimostrare poi che [M (X) : C(f)] < ∞ si può mostrare che è esattamente = deg div∞(f).
Se fosse maggiore potremmo dimostrare che dimC L (nD) > (n − n0 + 1)(d + 1) (usando g0, . . . , gd
linearmente indipendenti su C(f), e pi(f)gi ∈ L (n0D): allora f ipj(f)gj ∈ L (nD) linearmente
indipendenti per i 6 n − n0), mentre dimC L (nD) 6 1 + nd, di nuovo stime incompatibili. Infine
basta trovare quel numero di funzioni linearmente indipendenti: ponendo div∞(f) =

∑
i niPi per ogni

j 6 ni troviamo gi,j avente polo in Pi di ordine j, e zeri negli altri Pk; si tratta di funzioni linearmente
indipendenti (al variare degli indici i, j) in numero pari a d.

7.2.3. Curve Algebriche e SdRc. Passare da curve algebriche a SdRc è banale se si tratta
di curve lisce, usa il teorema di desingolarizzazione altrimenti.

In senso inverso bisogna ricorrere al teorema di Riemann-Roch, o meglio alle sue conseguenze
per i divisori ampi che permettono di realizzare ogni SdRc come curva algebrica immersa in qualche
spazio proiettivo.
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Naturalmente, che tali funtori siano equivalenze è già dimostrato dai primi due casi analizzati (si
tratta di due categorie equivalenti ad una terza, quindi equivalenti tra loro).

7.3. Genere, grado, dimensione. È un argomento classico studiare per una curva algebrica
complessa liscia (quindi una SdRc) di genere g, grado d immersa non degenere in PnC quali relazioni
vi siano tra g, d ed n.

7.3.1. Usando il fatto che l’immersione è determinata da un sistema lineare S contenuto in
|D| per qualsiasi divisore D di una sezione iperpiana, n = dim S , d = degD, vediamo in generale che
d > n:

n = dim S 6 dim |D| = dimC L (D)− 1 6 deg(D) .

7.3.2. Dalle disequazioni precedenti si vede subito che se vale l’uguaglianza allora il sistema
lineare S è completo, e il genere della curva è 0, quindi le curve non degeneri di grado n in PnC sono
esattamente le curve razionali (normali).

7.3.3. Similmente le curve di grado n+ 1 in PnC sono esattamente le curve ellittiche (normali).
7.3.4. Stima di Castelnuovo. La stima classica che lega g, d, n è dovuta a Castelnuovo, e si

esprime classicamente in questi termini: considerando la divisione con resto di d − 1 per n − 1, cioè
d− 1 = m(n− 1) + ε (m > 1 e 0 6 ε < n− 1) abbiamo

g 6
1

2
m(m− 1)(n− 1) +mε .

Inoltre, se vale l’uguaglianza abbiamo che la mappa canonica

Symk(L (D)) −→ L (kD)

è suriettiva per ogni divisore iperpiano D (il nucleo permette di trovare “equazioni soddisfatte da X”).
7.3.5. Le curve che ottengono l’uguaglianza (quindi di massimo genere per il loro grado, o

di minimo grado per il loro genere) si dicono curve di Castelnuovo, e molte curve facili lo sono:
curve piane, curve razionali normali, curve canoniche di non iperellittiche, curve immerse con grado
d > 2g + 1.

8. Teorema di Riemann-Roch (dimostrazione).

8.1. Strategia generale. La dimostrazione che presentiamo del teorema di Riemann-Roch
(ve ne sono molte possibili, in quasi ogni libro se ne trova una diversa: questa viene essenzialmente dal
Miranda) cerca di mettere in luce gli aspetti algebrici del problema e procede secondo questo schema:

8.1.1. Introdurremo un problema più generale che è quello di determinare gli spazi di funzioni
con preassegnate code (negative) di Laurent in un numero finito di punti (problema di Mittag-Leffler).

8.1.2. Per questo definiremo i divisori (di code) di Laurent: ad ogni divisore D si associa
un C-spazio vettoriale T (D), e vi sarà una applicazione lineare αD : M (X)→T (D) che ad ogni
funzione associa l’insieme delle sue code di Laurent (opportunamente troncate). Sarà kerαD = L (D)
e chiameremo H (D) = cokerαD. Confrontando questi spazi per divisori diversi, troveremo che
l’espressione dimC L (D)− deg(D)− dimC H (D) è costante al variare di D.

8.1.3. Usando D = 0 troveremo un precursore di Riemann-Roch nella forma

dimC L (D) = deg(D) + dimC L (0)− deg(0)− dimC H (0) + dimC H (D)

= deg(D) + 1− dimC H (0) + dimC H (D)

in cui restano da interpretare i termini H .
8.1.4. Infine, introdurremo la dualità di Serre, che dice che H (D)∗ ∼= K (D) ∼= L (K −D), da

cui segue che dimC H (D) = dimC L (K −D) e dimC H (0) = g per arrivare all’enunciato classico di
Riemann-Roch.

8.1.5. Resta da notare che tutta la dimostrazione è basata sulla esistenza di (abbastanza)
funzioni meromorfe, che noi non abbiamo fatto, e che su alcuni aspetti della dimostrazione (finitezza
di alcune dimensioni e dimostrazione del risultato di Serre) sorvoleremo.

8.2. Divisori di Laurent. Definiamo l’insieme dei divisori (di code) di Laurent nel modo
seguente:

T (X) =

{∑
P∈X

TP (zP )P :
zP coordinata locale a P

TP (zP ) polinomio di Laurent in P

}
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(si tratta di assegnare in ogni punto un polinomio di Laurent, indipendente da punto a punto).
Per ogni divisore D ∈ Div(X) definiamo i divisori di Laurent controllati da D:

T (D) = {T ∈ T (X) : degzP TP (zP ) < −ordP (D)}

(dove degzP TP (zP ) indica l’esponente massimo con cui compare zP nel polinomio di Laurent TP (zP )).
Per esempio:

T (0) = {T ∈ T (X) : TP (zP ) ha solo termini di grado negativo per ogni P}

T (P ) =

{
T ∈ T (X) :

TQ(zQ) ha solo termini di grado negativo per Q 6= P

TP (zP ) ha solo termini di grado < −1

}
8.2.1. Relazione con le funzioni meromorfe. Abbiamo una applicazione canonica per

ogni divisore D ∈ Div(X)
αD : M (X)−→T (D)

che invia ogni funzione f nel divisore di Laurent formato dagli sviluppi di Laurent di f troncati dal
divisore D. È facile osservare che kerαD = L (D).

8.2.2. Relazione con l’ordine tra i divisori. Se D1 6 D2 risulta immediatamente che
T (D1) ⊇ T (D2) e abbiamo un morfismo canonico di troncamento delle code di Laurent

t = tD1,D2
: T (D1)−→T (D2)

che è suriettivo e ha nucleo formato dalle code di Laurent in P che presentano termini di grado
> −ordP (D2) e < −ordP (D1). Lo indicheremo con T (D1/D2).

8.3. Problema di Mittag-Leffler. Il problema di Mittag-Leffler è quello di determinare
dato T ∈ T (D) se esiste f ∈ M (X) con αD(f) = T , cioè di vedere se esistono funzioni meromorfe
con assegnate code di Laurent in un numero finito di punti, e olomorfe altrove.

Il problema di trovare tali funzioni (l’ostruzione all’esistenza) è misurato dal conucleo della mappa
αD, quindi introduciamo

H (D) = coker (αD) = T (D)/im (αD) .

Ne risulta allora una sequenza esatta di C-spazi vettoriali

0−→L (D)−→M (X)
αD−→T (D)−→H (D)−→ 0

ovvero una sequenza esatta breve

0−→M (X)/L (D)
αD−→T (D)−→H (D)−→ 0 .

Il termine sequenza esatta significa che si tratta di una sequenza di mappe lineari tali che l’immagine
di ogni mappa coincide con il nucleo della successiva (in particolare ogni composizione di due mappe
successive è zero).

Noi vorremmo calcolare le dimensioni di questi spazi, ma si vede subito che M e T , e anche
M /L sono in generale di dimensione infinita.

8.3.1. Finitezza di H (D). Risulta invece che dimC H (D) è finita. Non ne facciamo la
dimostrazione, che richiede qualche conoscenza sulla struttura di M (X) in generale.

8.3.2. Confrontando ora le due sequenze esatte brevi relative a due divisori D1 6 D2 otteniamo
un diagramma

0 −→ M (X)/L (D1) −→ T (D1) −→ H (D1) −→ 0y y y
0 −→ M (X)/L (D2) −→ T (D2) −→ H (D2) −→ 0

in cui le frecce verticali sono indotte dal troncamento e sono suriettive. Passando ai nuclei si ottiene
una sequenza esatta breve

0−→L (D2)/L (D1)−→T (D1/D2)−→H (D1/D2)−→ 0 .

(è un caso facile del lemma del serpente che esplicitiamo più sotto). Siccome qui tutte le dimensioni
sono finite possiamo scrivere che

(dimC L (D2)− dimC L (D1))− (deg(D2)− deg(D1)) + (dimC H (D1)− dimC H (D2)) = 0
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(si tratta della usuale formula delle dimensioni per applicazioni lineari) ovvero che

dimC L (D2)− deg(D2)− dimC H (D2) = dimC L (D1)− deg(D1)− dimC H (D1)

e di conseguenza che l’espressione

dimC L (D)− deg(D)− dimC H (D)

è costante indipendentemente dal divisore D scelto (basta confrontare due divisori qualsiasi tramite
il divisore somma che è maggiore di entrambi).

8.3.3. Teorema precursore di Riemann-Roch. Confrontando allora un generico D con il
divisore nullo, ne risulta che

dimC L (D) = deg(D) + 1− dimC H (0) + dimC H (D)

e il problema diventa di dare una buona interpretazione per gli spazi H (D), in particolare per D = 0.

8.4. Teorema facile del serpente. Prima abbiamo usato il seguente fatto: dato un dia-
gramma commutativo di sequenze esatte brevi, se il primo morfismo è suriettivo anche la sequenza
dei nuclei risulta esatta breve:

0 −→ ker(f) −→ ker(g) −→ ker(h) −→ 0y y y
0 −→ A −→ B −→ C −→ 0y f

y g
y h

0 −→ A′ −→ B′ −→ C ′ −→ 0

(ipotesi, oltre alle esattezze, è che f sia suriettivo). Bisogna mostrare che la prima mappa tra i nuclei
è iniettiva, che ha per immagine il nucleo della seconda, e che la seconda mappa è suriettiva. Tutte e
tre le cose si fanno con una facile “caccia sul diagramma”:
(1) se a ∈ ker(f) ha immagine nulla in ker(g) ⊆ B, si tratta di un elemento di A con immagine nulla

in B, e quindi è nullo per l’iniettivtà di A→B;
(2) se un elemento b ∈ ker(g) ha imagine nulla in ker(h), si tratta di un elemento di B con immagine

nulla in C, e quindi è immagine di un (unico) a ∈ A che necessariamente appartiene a ker(f)
(perché?);

(3) per ogni elemento c ∈ ker(h), essendo c ∈ C esiste b ∈ B la cui immagine in C sia c, tuttavia b non
appartiene necessariamente a ker(g); siccome però la sua immagine b′ = g(b) in B′ ha immagine
nulla in C ′ (perché?) esiste a′ ∈ A′ con immagine b′, e per suriettività di f , esiste a ∈ A con
f(a) = a′; sia β l’immagine di a in B: allora b − β è elemento di ker(g) con immagine c in C
(perché?).

(si osservi che per la suriettività della seconda mappa è stato necessario usare la suriettività di f).

8.5. Teorema di dualità di Serre. Il teorema di dualità di Serre afferma che per ogni
divisore D si ha che

H (D)∗ ∼= K (D)

(e noi sappiamo già che quest’ultimo spazio è isomorfo a L (K −D)).
Tenendo conto della finitezza della dimensione di H (D) otteniamo subito che

dimC H (D) = dimC H (D)∗ = dimC K (D) = dimC L (K −D)

da cui possiamo ricavare

dimC H (0) = dimC K (0) = dimC L (K)

dimC H (K) = dimC K (K) = dimC L (K −K) = 1

e usando il precursore di Riemann-Roch prima stabilito, abbiamo

dimC L (K) = deg(K) + 1 + dimC H (K)− dimC H (0) = 2g − 2 + 1 + 1− dimC L (K)

e concludiamo che dimC H (0) = dimC L (K) = g.
Sostiuendo questi valori nel precursore di Riemann-Roch otteniamo l’enunciato classico dello

stesso teorema.
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8.5.1. Costruzione della mappa di Serre. Per ottenere la dualità di Serre, consideriamo la
mappa bilineare

Res : K (D)×T (D)−→C (ω, T ) 7→ Res(ω, T ) =
∑
P

ResP (Tpω)

ove: se f ∈M (X) e ω ∈M 1(X), ResP (fω) è il coefficiente di dzP
zP

nello sviluppo di Laurent di fω in
una coordinata locale zP a P .

In particolare: se f =
∑
i aiz

i
P e ω =

(∑
i>nP

ciz
i
P

)
dzP allora risulta ResP (fω) =

∑
i>nP

a−i−1ci

(somma finita).
8.5.2. Si osserva subito che per ω ∈ K (D) abbiamo kdiv(ω) > D (ordP (ω) > ordP (D) per ogni

P ∈ X) e per T ∈ T (D) abbiamo degzP TP < −ordP (D) per ogni P ∈ X. Quindi per f ∈ M (X),
usando αD(f) ∈ T (D) otteniamo che

Res(ω, αD(f)) = Res(ωf) = 0

per il teorema dei residui (la somma dei residui di un differenziale meromorfo su una DdR compattaè
nulla).

Quindi abbiamo che Res(ω, im (αD)) = 0 per ogni ω ∈ K (D) e possiamo portare a quoziente
H (D) = T (D)/im (αD) l’applicazione bilineare:

Res : K (D)×H (D)−→C

e quindi avere un morfismo lineare

K (D)−→H (D)∗ ω 7→ Res(ω, ·) : H (D)→C

(questo è il morfismo di Serre).
Il teorema di dualità di Serre afferma che questo morfismo è un isomorfismo di spazi vettoriali

(ovvero che l’ultimo morfismo bilineare scritto è non degenere).

8.6. Osservazioni sul genere. Va osservato che nel corso della dimostrazione sono emersi
alcuni significati del genere che è opportuno evidenziare, e confrontare con la prima definizione che ne
abbiamo dato:
(1) il genere topologico, invariante della classificazione delle superficie reali compatte orientabili,

legato alla caratteristica di Eulero-Poincaré, e al numero di “buchi” della superficie;
(2) il genere aritmetico dimC H (0) è un invariante coomologico legato alla ostruzione per trovare

soluzioni al problema di Mittag-Leffler;
(3) il genere analitico dimC Ω1(X) come dimensione dello spazio dei differenziali olomorfi;
nel caso di SdR compatte (cioè di varietà complesse compatte di dimensione 1) questi tre invarianti
coincidono; gli ultimi due si generalizzano ai casi di dimensioni maggiori, e per varietà su altri corpi,
ma in generale non coincidono più.

9. Divisori Speciali e Teorema di Clifford.

9.1. Divisori speciali. Si dicono divisori speciali di X quei divisori D > 0 per cui sia L (D) sia
L (K−D) sono non nulli. Quindi necessariamente abbiamo degD > 0 e degD 6 2(g− 1) (altrimenti
si annulla L (K −D)): si tratta di divisori di grado “piccolo”. Talvolta la dimensione di L (K −D)
si dice indice di specialità.

Chiaramente sono i divisori per cui è difficile usare la formula di Riemann-Roch, in quanto bisogna
conoscere almeno uno tra i due termini non banali:

dimC L (D)− dimC L (K −D) = deg(D) + 1− g .

Possiamo in ogni caso ottenere un limite per questi.
9.2. In generale, dati due divisori D e D′ abbiamo che

L (min(D,D′)) = L (D) ∩L (D′)

L (max(D,D′)) ⊇ L (D) + L (D′)
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(quando vale l’uguaglianza?) e quindi applicando Grassman abbiamo

dimC L (D) + dimC L (D′) 6 dimC L (min(D,D′)) + dimC L (max(D,D′)) .

Applicando questa formula con D′ = K −D otteniamo la disequazione

dimC L (D) + dimC L (K −D) 6 1 + g

perché supponiamo D speciale, quindi possiamo trovare due divisori positivi e disgiunti nei due sistemi
|D| e |K −D|.

9.3. Teorema di Clifford. Sommando le due formule per differenza e somma delle dimensioni
di L (D) e L (K −D) otteniamo la stima di Clifford:

dimC L (D) 6
1

2
deg(D) + 1 ovvero dim |D| 6 1

2
deg(D)

(notare anche che per D = 0,K, vale l’uguaglianza, e sono gli unici casi se X non è iperellittica; se X
è iperellittica anche i g1

2 danno uguaglianze?).

La formula si può giustificare anche in base al fatto che D−K deve essere linearmente equivalente
ad un divisore effettivo, essendo D speciale, da cui dim |D|+ dim |D−K| 6 dim |K| = g− 1, da usare
di nuovo insieme al teorema di Riemann-Roch.

9.3.1. Questo permette di capire la posizione delle possibili coppie (deg(D),dim |D|) nel piano
cartesiano: in generale abbiamo la retta costante−1 fino a deg(D) = −1 e la retta dim |D| = deg(D)−g
per deg(D) > 2g; gli eventuali valori intermedi sono compresi nel triangolo y > −1, y > x−g e 2y 6 x:

g 2g−2 2g

g

g−1

dim |D|

deg(D)

dim |D| = 1
2 deg(D)

dim |D| = deg(D)− g

K

P

g1
2

no
n

sp
ec

ia
li

ipere
llit

tici

sp
eci

ali
ecc

ezi
on

ali

speciali ordinari

In particolare:

(0) se g = 0 le prime due condizioni determinano tutto (non ci sono divisori speciali!),

(1) se g = 1 i divisori speciali possono avere solo grado nullo (e dimensione −1 ).

g = 0

K
P

g = 1

K=P

g = 2

K
P
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g = 3

K

P

g = 4

K

P

9.3.2. Conviene ricordare che D è principale se deg(D) = 0 e dim |D| = 0 e sono divisori speciali
se g > 1; ed è canonico se deg(D) = 2(g − 1) e dim |D| = g − 1 (sse K −D è principale) e non sono
speciali.

9.3.3. Se X è una SdRc immersa come curva algebrica non degenere in PnC di grado d < 2n,
allora g 6 d − n, e il sistema delle sezioni iperpiane è completo (il divisore D di un iperpiano ha
dim |D| > n > d/2, quindi non è speciale, e risulta dim L (D) = d+ 1− g, ovvero dim |D| = d− g).

In particolare una curva liscia non degenere di grado n in PnC è razionale (normale).

9.4. Principio di riduzione. Conviene anche notare il seguente fatto: dato un divisore D e
considerato D − P (togliamo un punto P ), abbiamo che

dimC L (D)− dimC L (K −D) = deg(D) + 1− g
dimC L (D − P )− dimC L (K − (D − P )) = deg(D − P ) + 1− g

e tramite sottrazione di ottiene

(dimC L (D)− dimC L (D − P ))− (dimC L (K −D)− dimC L (K − (D − P ))) = 1

da cui si deduce che ogni volta che si toglie un punto ad un divisore esattamente uno tra i due spazi
L (D) e dimC L (K − D) varia di dimensione: o diminuisce il primo o aumenta il secondo, cioè o
diminuisce lo spazio delle funzioni o aumenta l’indice di specialità (ed esattamente di 1).

9.5. Versione geometrica del teorema Riemann-Roch. Consideriamo una SdRc non
iperellittica X, e la sua immersione canonica X → Pg−1

C (di grado 2g − 2). Per ogni divisore D su

X definiamo lo span lineare 〈D〉 come il più piccolo sottospazio di Pg−1
C la cui intersezione con X

sia maggiore o uguale a D. Più precisamente 〈D〉 è l’intersezione di tutti gli iperpiani H di Pg−1
C

tali che la sezione iperpiana di X definita da H è maggiore o uguale a D (come divisore: si noti che
questo dipende anche dalla curva X, non solo dai punti del supporto di D: se un punto ha una certa
molteplicità, solo gli iperpiani abbastanza tangenti a X in quel punto soddisfano la condizione).

9.5.1. Vale allora la seguente uguaglianza:

dim〈D〉 = deg(D)− dim |D| − 1 = deg(D)− dimC L (D) .

In particolare, se il divisore D ha punti distinti (senza molteplicità), dim〈D〉 è la dimensione dello
spazio generato da quei punti, che sarebbe deg(D) − 1 se fossero in posizione generale: quindi
l’enunciato dice che dim |D| è pari al numero di relazioni indipendenti tra i punti di D.

9.5.2. Per dimostrare la formula, ci si può ricondurre al teorema di Riemann-Roch tramite la
seguente osservazione: le sezioni lineari degli iperpiani H su X descrivono per costruzione il sistema
canonico |K|, quindi gli iperpiani H tali che div(k∗H) > D corrispondono biunivocamente ai divisori
del sistema lineare |K − D| (un divisore E di tale sistema è tale che E + D è canonico, quindi una
sezione iperpiana della mappa canonica). Ma allora

dim〈D〉 = (g − 1)− (dim |K −D|+ 1) = deg(D)− dim |D| − 1

(la seconda uguaglianza viene da Riemann-Roch nella forma dim |D| = deg(D)+1−g+dim |K−D|).
In particolare, se D non è speciale, cioè |K−D| è vuoto, lo span 〈D〉 è tutto Pg−1

C ; se D è speciale

allora 〈D〉 è sottospazio proprio di Pg−1
C , ed è un iperpiano quando dim |K − D| = 0 (questo caso è

detto ordinario, gli altri casi essendo divisori eccezionali).
9.5.3. Rimane da notare che il risultato resta vero per le SdR iperellittiche, se nella definizione di

〈D〉 si usa l’antimmagine degli iperpiani H tramite la mappa canonica, invece delle sezioni iperpiane.

Dip.Mat. (Un.Padova) M.Cailotto c©2005-∞



80 Teorema di Riemann-Roch. IV.10.

10. Punti di inflessione e di Weierstrass, Automorfismi.

10.0. Motivazioni. Data una immersione di X in uno spazio proiettivo, l’insieme formato dai
divisori che si ottengono intersecando X con gli iperpiani dello spazio proiettivo formano un sistema
lineare (detto delle sezioni iperpiane di X). Per ogni punto P ∈ X gli iperpiani passanti per P (cioè
il cui divisore di intersezione contiene P ) si possono “stratificare” a seconda della molteplicità con
cui P è contenuto nel divisore di intersezione: genericamente questa molteplicità sarà 1, ma per altri
sarà maggiore (iperpiani tangenti in quel punto) e il minimo di queste molteplicità speciali sarà una
indicazione di “flesso” per quel punto.

Conviene, perché si risolve con gli stessi strumenti, generalizzare il problema a qualsiasi sistema
lineare contenuto in un dato |D| (sistema lineare completo di un divisore): si tratta di studiare i
sottospazi che si ottengono togliendo via via multipli di P al divisore dato.

10.1. Notazioni generali. Sia D un divisore che possiamo supporre positivo, V un sottospazio
di L (D), S il sottospazio corrispondente di |D|. Per ogni P ∈ X poniamo:

V (−nP ) = V ∩L (D − nP ) = {f ∈ V : ordP f > n− ordPD}
S (−nP ) = S ∩ |D − nP | = {D ∈ S : D > nP} .

10.1.1. Si ottiene cos̀ı una filtrazione decrescente di V :

V = V (0P ) > V (−P ) > V (−2P ) > · · · > V (−nP ) > · · ·

che per n > deg(D) arriva a zero, perché allora L (D−kP ) = 0. Inoltre la differenza di dimensioni tra
due termini consecutivi può essere solo 0 o 1. Usando al solito d = deg(D) e r = dim |D|, vediamo che
questa filtrazione diventa zero in al massimo d+1 passi, e siccome parte con uno spazio di dimensione
r + 1 devono esserci esattamente r + 1 punti in cui la dimensione varia (diminuendo di uno).

10.2. Numeri di gap e punti di inflessione. Diciamo numeri di gap di V (o S ) per P gli
interi ni in cui la filtrazione fa un salto; di tratta di r + 1 interi compresi tra 1 e d+ 1 per i quali

V (−(ni−1)P ) > V (−niP ) ovvero dimC V (−niP ) = dimC V (−(ni−1)P )− 1 .

Vi sono subito alcune osservazioni facili sui numeri di gap:
10.2.1. il numero di ’gap numbers’ per V è pari a r + 1 = dimC V = dim S + 1;
10.2.2. {n1, n2, . . . , nr+1} ⊆ {1, 2, . . . , d+ 1} dove d = deg(D);
10.2.3. 1 non è un gap (cioè n1 6= 1) sse P è un punto base di S ;
10.2.4. d+ 1 è un gap (cioè nr+1 = d+ 1) sse dP ∈ S ;
10.2.5. per il sistema nullo |0| l’unico gap è 1 per ogni P .

Togliere P ripetutamente al divisore D significa aggiungere ad ogni passo una condizione lineare al
sistema: se tali condizioni fossero indipendenti ad ogni passo, la dimensione diminuirebbe sempre di 1
fino ad arrivare a zero; quindi genericamente ci aspettiamo che i numeri di gap per un punto (generico)
siano l’insieme {1, 2, . . . , r + 1}.

Se ciò non succede, diciamo che il punto P è un punto di inflessione per il sistema lineare S .
Significa esattamente che le condizioni lineari che si impongono togliendo P non sono tutte linearmente
indipendenti nei primi r + 1 passi (come capita alle tangenti di un flesso: chiedere che intersechi 2 o
3 volte nel punto di tangenza è lo stesso).

10.2.6. Basi inflessionarie. Se i numeri di gap per V a P sono 1 6 n1 < n2 · · · < nr1 6 d+1,
allora abbiamo una filtrazione di V data da

V = V (0) > V (−n1P ) > V (−n2P ) > · · · > V (−nrP ) > V (−nr+1P ) = 0

e possiamo scegliere una base per V associata a questa filtrazione usando f1, f2, . . . , fr+1 dove fi ∈
V (−ni−1P ) r V (−niP ), cioè ordP fi = ni − 1 − ordPD. Una qualunque tale base si dirà una base
inflessionaria di V nel punto P .

Un punto non è inflessionario sse ni = i per ogni i = 1, 2, . . . , r + 1, e in termini di una base
inflessionaria sse ordP fi = i− 1− ordPD.

Conviene usare le funzioni zordPDfi (dove z è un parametro locale a P ), che quindi nel caso di
punti non inflessionari hanno ordini in P pari a i−1. Quindi data una base qualsiasi hj di V , il punto
P non è inflessionario sse esistono combinazioni lineari

∑
j cjz

ordPDhj con ordini i − 1 a P per ogni

i = 1, 2, . . . , r + 1. Questo è chiaramente possibile se il wronskiano Wz(z
ordPDhj) non è nullo in P .
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Quindi un punto P è di inflessione per V sse per ogni base di V si ha che il wronskiano
Wz(z

ordPDhj) si annulla in P . Essendo il wronskiano una funzione meromorfa non identicamente
nulla, i suoi zeri sono discreti e quindi finiti (X è compatto), il che ci dice che i punti di inflessione
sono in numero finito.

10.3. Numero di punti di inflessione. Per calcolare il numero di punti di inflessione di un sis-
tema lineare bisogna chiaramente disporre di qualche strumento globale, mentre il criterio wronskiano
per il momento è espresso solo in termini locali. D’altra parte il calcolo del wronskiano comporta un
determinante di derivate successive fino ad un ordine pari al numero di funzioni coinvolte (meno uno),
quindi in un certo senso un prodotto simmetrico di differenziali; per questo tipo di oggetti si può fare
una teoria analoga a quella fatta per i differenziali meromorfi.

10.3.1. Differenziali simmetrici di ordine n. Un n-differenziale su una SdR è una collezione
{(Ui, ωi)}i dove gli Ui sono aperti di un ricoprimento di S dotato di carte ϕi : Ui→Vi (aperti di C),
ωi = fi(z)(dz)

n sono n-differenziali sulle carte, soggetti alle condizioni di compatibilità seguenti: se
ϕij sono le mappe di transizione, allora per ogni i, j dev’essere ωj = ωi ◦ ϕij , cioè fj = (fi ◦ ϕij)ϕ′ijn.
Gli n-differenziali si dicono olomorfi o meromorfi a seconda che lo siano tutte le espressioni locali. Il
C-spazio vettoriale degli n-differenziali meromorfi si indica con M (n)(S).

Si possono fare osservazioni analoghe a quelle dei differenziali, circa l’esistenza di espressioni glob-
ali, la corrispondenza con le funzioni meromorfe, che il prodotto di n differenziali dà un n-differenziale,
ecc.

Usando che ogni n-differenziale si scrive localmente come fi(z)(dz)
n in una coordinata locale

z attorno ad un punto, possiamo definire il divisore di un n-differenziale usando l’ordine il P del
coefficiente fi(z). Il grado dei divisori degli n-differenziali sarà quindi 2n(g − 1).

10.3.2. Spazi controllati dai divisori. Analogamente al caso di funzioni, definiamo gli spazi

L (n)(D) = {ω ∈M (n)(X) : kdiv(ω) +D > 0}
e vediamo subito degli isomorfismi

L (n)(D) ∼= L (D + nK)

scegliendo qualunque differenziale ω e mandando f in fwn.
10.3.3. Caso del Wronskiano. Il risultato fondamentale per il calcolo del wronskiano su una

superficie di Riemann è il seguente: se g1, . . . , g` ∈ L (D) allora W (g1, . . . , g`) ∈ L (`(`−1)/2)(`D).
10.3.4. Peso inflessionario e numero di punti. In particolare ritornando al sistema lineare

S di dimensione r e grado d, abbiamo che

deg(div(W (S ))) = r(r + 1)(g − 1) =
∑
P

ordP (W (S )) .

D’altra parte possiamo calcolare gli ordini del wronskiano di interesse in due modi:

ordP (Wz(z
ordPDfi)) =

{
(r + 1)ordPD + ordPW (S ) (perché?)∑r+1
i=1 (ni − i) (perché?)

ora, chiamando wP (S ) =
∑r+1
i=1 (ni − i) peso inflessionario di P per S (notare che è nullo se il punto

non è di inflessione per S ), abbiamo infine:∑
P∈X

wP (S ) =
∑
P∈X

ordP (Wz(z
ordPDfi))

=
∑
P∈X

(r + 1)ordPD +
∑
P∈X

ordPW (S )

= (r + 1)d+ r(r + 1)(g − 1)

= (r + 1)(d+ r(g − 1))

e questo è il numero di punti di inflessione, contando ciascuno con il proprio peso.
10.4. Flessi delle curve algebriche piane. Nel caso delle curve algebriche piane, il sistema

delle intersezioni iperpiane (è il sistema lineare che dà l’immersione) è di grado d pari a quello della
curva, e ovviamente di dimensione 2 (siamo nel piano). I numeri di gap sono chiaramente n1 = 1
(genericamente P non appartiene alle rette), n2 = 2 (le rette per P tranne la tangente hanno inter-
sezione semplice, perché supponiamo la curva liscia, essendo SdRc), n3 = k+1 se k è la molteplicità di
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intersezione della curva con la tangente in P . Allora wP = k−2, mentre il genere è g = (d−1)(d−2)/2
(curva liscia) e troviamo

(r + 1)(d+ r(g − 1)) = 3(d+ (d2 − 3d)) = 3d(d− 2)

flessi contati ciascuno con la sua molteplicità (cosa che già si conosce dalla teoria delle curve algebriche
piane, poiché i flessi sono dati dalle intersezioni della curva con la sua hessiana, almeno nel caso liscio).

10.5. Sistema canonico: punti di Weierstrass. Il caso del sistema canonico è particolar-
mente interessante perché individua dei punti che sono intrinsecamente definiti per la curva, senza
dipendere da immersione in qualche ambiente come gli spazi proiettivi (i punti di flesso dipendono
dall’immersione). In questo caso abbiamo D = K, d = deg(K) = 2(g−1), r = dim |K| = g−1, quindi
ci sono g numeri di gap per ogni punto e sono compresi tra 1 e 2g − 1. I punti di inflessione per K si
chiamano punti di Weierstass, e contati con il relativo peso (specificarlo) sono

(r + 1)(d+ r(g − 1)) = g(2(g − 1) + (g − 1)2) = g(g − 1)(g + 1) = g3 − g .

10.5.1. Caratterizzazioni dei punti di Weierstass. Siccome

dimC L (K − (n− 1)P )− dimC L (K − nP ) =

= (dimC L ((n− 1)P )− (n− 1) + g − 1)− (dimC L (nP )− n+ g − 1) =

= dimC L ((n− 1)P )− dimC L (nP ) + 1

considerando la filtrazione crescente

0 6 L (0P ) 6 L (P ) 6 L (2P ) 6 · · · 6 L (nP ) 6 · · ·

abbiamo che n è numero di gap per P sse dimC L ((n− 1)P ) = dimC L (nP ), sse la filtrazione rimane
stabile passando da n − 1 ad n, sse non esistono funzioni con polo d’ordine esattamente n in P (e
null’altro); si osservi che quest’ultima affermazione implica che il complementare in N dei numeri di
gap è un monoide additivo.

Di conseguenza un punto P è di Weierstrass sse i numeri di gap non sono l’insieme tra 1 e g,
sse la filtrazione degli L (iP ) non è costante (di dimensione 1) nei primi g passi, sse L (gP ) contiene
funzioni non costanti, sse dimC L (gP ) > 2.

Nei punti non di Weierstrass (quindi per quasi tutti) la filtrazione sopra scritta rimane costante
per tutti i primi g passi, e poi aumenta di dimensione ad ogni passo successivo.

10.6. Applicazione agli automorfismi (g > 2). Per le curve di genere 0 (sfere) e 1 (tori)
sappiamo che i gruppi di automorfismi non sono finiti. Invece per le SdRc di genere almeno 2 è diverso:

10.6.1. Teorema di Schwarz. Il gruppo degli automorfismi di una SdRc di genere g > 2 è
finito.

10.6.2. Teorema di Hurwitz. L’ordine del gruppo degli automorfismi di una SdRc di genere
g > 2 è minore o uguale a 84(g − 1).

10.6.3. La dimostrazione del teorema di Schwarz è più elementare, e si può ottenere per
esempio a partire dal conteggio dei punti di Weierstrass. Per le curve iperellittiche sappiamo che
c’è un automorfismo canonico involutivo (che scambia i punti sulle fibre della mappa canonica verso
P1
C); ogni automorfismo commuta con la mappa canonica, quindi deve permutare i 2g + 2 punti di

ramificazione (sono i punti di Weierstrass dell’iperellittica?), e abbiamo una mappa Aut(X)→ S2g+2,
con nucleo generato dall’involuzione canonica. Per le curve non iperellittiche si può vedere che hanno
almeno 2g + 6 punti di Weierstrass, che ogni automorfismo li deve permutare, e quindi troviamo una
mappa Aut(X) → S2g+6 con nucleo banale perché un automorfismo diverso dall’identità può fissare
al più 2g + 2 punti (se f ∈ L ((g + 1)P ) non costante, e ϕ un automorfismo, allora f − fϕ ha 2g + 2
poli, e i punti fissi di ϕ sono tra gli zeri di questa funzione). In entrambi i casi concludiamo quindi
che si tratta di gruppi finiti, anche se la stima della dimensione è esagerata.

Dimostrare il teorema di Hurwitz si fa con metodi elementari. Prima si osserva che l’azione di
un gruppo finito G su una superficie di Riemann X dà luogo ad un quoziente X/G che ha ancora
struttura di superficie di Riemann (per trovare delle carte attorno a punti immagini di punti di X con
stabilizzatore non banale, si osserva che lo stabilizzatore è ciclico, e si normalizzano le coordinate), e la
mappa quoziente π : X → X/G è un rivestimento ramificato con |G| fogli con ramificazioni omogenee
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sulle fibre. Quindi applicando la formula di Riemann-Hurwitz abbiamo

2(gX − 1) = |G|(2gX/G − 2) +

k∑
i=1

|G|
νi

(νi − 1)

= |G|
(

2gX/G − 2 +

k∑
i=1

(1− 1/νi)
)

ed è un problema aritmetico vedere che per interi γ e νi > 1 (sequenza di k interi) l’espressione

C = 2γ − 2 +
∑k
i=1(1− 1/νi) ha valore > 1/42 se è > 0. Infatti:

• per γ > 1:
. se k = 0 abbiamo C = 0 oppure C > 2;
. se k > 1 abbiamo C > 1/2;

• per γ = 0:
. se k 6 2 allora C 6 0;
. se k = 3 abbiamo il caso più articolato:

(2, 2, ν3) dà C < 0,
(2, 3, ν3) dà C < 0 se ν3 6 6, C = 1/42 se ν3 = 7, C > 1/42 se ν3 > 7,
(2, 4, 4) dà C = 0,
terne maggiori dànno C > −2 + 1

2 + 3
4 + 4

5 > 1/42,
. se k = 4 abbiamo (2, 2, 2, 2) che dà C = 0, e per ogni altra quaterna C > −2+3 1

2 + 2
3 > 1/42;

. se k > 5 allora C > −2 + 5 1
2 > 1/2.

10.6.4. In realtà è genericamente (nel senso degli spazi di moduli) vero che una SdRc di genere
almeno 2 non ha automorfismi diversi dall’identità. D’altro canto, ogni gruppo finito si realizza come
gruppo di automorfismi di qualche SdR compatta.

11. Cenni sugli spazi di moduli

11.1. Studiare la struttura geometrica dello spazio delle classi di isomorfismo di SdR compatte
di un fissato genere g non è facile, e noi l’abbiamo fatto solo nei due casi facili (g = 0, e si tratta di
un punto, e g = 1, e si tratta del quoziente del semipiano di Poincaré H sotto l’azione del gruppo
modulare SL2(Z)).

Quello che si può invece fare più facilmente è, dando per scontato che tale spazio abbia strut-
tura di varietà complessa, determinarne la dimensione, ovvero capire qual è il numero di parametri
indipendenti che permette di determinare la classe di isomorfismo di una generica SdRc di fissato
genere. Vedremo due risultati:

11.1.1. la dimensione dello spazio di moduli delle SdR iperellittiche di genere g > 1 è 2g −
1; questo si può giustificare già pensando alla loro realizzazione come curve piane iperellittiche, di
equazioni Y 2 =

∏2g+2
i=1 (X − ai) che dipendono dai 2g + 2 parametri ai, di cui si può pensare di

normalizzarne 3 tramite proiettività (della retta delle ascisse).
11.1.2. la dimensione dello spazio di moduli di tutte le SdR compatte di genere g > 2 è 3g − 3

(Riemann).
11.1.3. È simpatico confrontare i due risultati:

g iperell. tutte
0 0 0
1 1 1
2 3 3
3 5 6
4 7 9
5 9 12

11.2. Preliminari per il conteggio di Riemann. Per calcolare le dimensioni di varietà
complesse applicheremo sempre il principio per cui se f : A→B è mappa suriettiva di varietà le cui
fibre hanno genericamente dimensione d (dimensione relativa), allora dimA = dimB + d (come se
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si trattasse di applicazioni lineari tra spazi vettoriali; si giustifica essenzialmente passando agli spazi
tangenti alle varietà).

11.2.1. Grassmanniana delle rette di Pn. Consideriamo G(1, n) l’insieme delle rette di Pn
e definiamo lo spazio di incidenza

I = {(`, P,Q) : P,Q ∈ `, P 6= Q} ⊆ G(1, n)× Pn × Pn

(triplette formate da una retta e una coppia di punti distinti su di essa). Abbiamo allora due mappe
canoniche di proiezione, entrambe suriettive

G(1, n)←−I −→(Pn × Pn)r diagonale

in cui la seconda ha dimensione relativa nulla, la prima ha dimensione relativa 2 (la fibra su una fissata
retta ` è data essenzialmente da `×`rdiagonale), da cui possiamo concludere che dimG(1, n) = 2n−2
(perché dim(Pn × Pn) = 2n).

11.2.2. k-uple disordinate modulo proiettività. Sia Pk lo spazio delle k-uple non ordinate
di punti di P1 modulo proiettività; siccome una proiettività della retta può determinate arbitrariamente
l’immagine di tre punti distinti, abbiamo una applicazione suriettiva(

P1 r {0, 1,∞}
)k−3 r C −→Pk

(C è l’insieme di coincidenza di almeno due dei punti) che dimentica semplicemente l’ordine dei
punti; quindi le fibre dell’applicazione sono discrete, e la dimensione relativa è zero. Ne segue che
dimPk = k − 3.

11.3. Conteggio delle SdR iperellittiche. Le SdR iperellittiche di genere g sono de-
terminate dalla mappa canonica k : X→P1(C), che è a sua volta determinata dai 2g + 2 punti di
ramificazione, da considerarsi non ordinati e a meno di proiettività. Quindi la dimensione cercata è
dim(P2g+2) = (2g + 2)− 3 = 2g − 1, come già ci aspettavamo.

11.4. Conteggio di Riemann delle SdRc. Vi sono varie mappe suriettive che indicheremo
insieme alla loro dimensione relativa; a destra indichiamo il conteggio delle dimensione, che parte dal
basso:

{X : SdRc, genere g} 3g − 3x 2g−1

{(X,D) : deg(D) = 2g − 1} 5g − 4y g−1

{(X, |D|) : deg(D) = 2g − 1} 4g − 3x 2g−4

{(X,G) : deg(G) = 2g − 1, dimG = 1} 6g − 7∥∥
{g : X→P1(C) : deg(g) = 2g − 1, ram(g) = 6g − 4} 6g − 7y 0

P6g−4 6g − 7
dove:

la prima mappa dimentica il divisore D;
la seconda mappa sceglie un divisore nel sistema |D| che ha dimensione dim |D| = g−1 (Riemann-
Roch);
la terza mappa considera le rette in |D|, e quindi ha dimensione relativa 2(g − 1)− 2;
la quarta mappa è la corrispondenza canonica;
la quinta mappa “determina” g in base ai suoi punti di ramificazione (che si contano con Riemann-
Hurwitz).

Dip.Mat. (Un.Padova) M.Cailotto c©2005-∞



Capitolo V

Varietà Jacobiane di Superficie di Riemann compatte.

In questo capitolo vedremo come ad ogni SdR compatta di genere g si possa associare una “varietà
abeliana complessa di dimensione g” (cioè una varietà complessa di dimensione g dotata di una
struttura di gruppo compatibile con l’atlante olomorfo) in cui la superficie stessa si immerge. Questa
varietà, della Jacobiana della SdRc, è in effetti un toro g-dimensionale, e nel caso di superficie di
genere 1 coincide con il toro stesso.

Utilizzando la Jacobiana, potremo dare un criterio affinché un dato divisore sia principale (cioè
sia il divisore di una funzione meromorfa) detto teorema di Abel, e potremo anche caratterizzare la
varietà Jacobiana in termini dei divisori della SdRc iniziale (teorema di Jacobi). Come applicazione
mostreremo che una SdR compatta, e dunque anche una curva algebrica complessa, ammette una
struttura di varietà abeliana (cioè una operazione di gruppo compatibile con l’atlante olomorfo) se e
solo se è di genere 1.

Studiare l’immersione della SdRc X e dei suoi prodotti nella sua Jacobiana Jac(X) dà notevoli
informazioni sulla curva stessa: in effetti X è caratterizzata dalla sua Jacobiana e dalla conoscenza di
un divisore Θ su di essa.

0. Omologia delle superficie.

Introduciamo come preliminare il “primo gruppo di omologia” per superficie reali; si tratta es-
senzialmente di avere un opportuno insieme (con struttura di gruppo abeliano) da utilizzare come
“spazio di cammini per le integrazioni” sulle superficie.

0.1. Complesso delle catene. Sia X una superficie reale; definiamo i seguenti gruppi:

C0(X) = Z(X) gruppo abeliano libero generato dai punti di X

C1(X) = Z({[0,1]→X}) gruppo abeliano libero generato dai segmenti di X

C1(X) = Z({∆→X}) gruppo abeliano libero generato dai triangoli di X

e le seguenti mappe tra i gruppi precedenti:

C2(X)
b2−−→ C1(X)

b1−−→ C0(X)

∆ 7−−→ l0 − l1 + l2

l 7−−→ P1 − P0

dove l0, l1, l2 sono i tre lati del triangolo ∆ di vertici P0, P1, P2 opposti a P0, P1, P2 rispettivamente,
mentre P1 = l(1) e P0 = l(0) sono i due estremi del segmento l su X (questo definisce le mappe
sui generatori). Si osserva subito che la composizione delle due mappe è zero (b1 ◦ b2 = 0), e quindi
im b2 ⊆ ker b1.

0.2. Primo gruppo di Omologia. Diciamo catene chiuse gli elementi di ker b1, bordi gli
elementi di im b2, e definiamo

H1(X) = ker(b1)/im (b2)

il primo gruppo di omologia X: si tratta del quoziente tra il gruppo abeliano generato dalle catene
chiuse e il suo sottogruppo generato dai bordi di triangoli.

Si osservi che cammini chiusi che differiscono per bordi di triangoli sono tra loro identificati,
e d’altra parte integrare su tali cammini delle forme differenziali olomorfe dà chiaramente lo stesso
risultato.

0.2.1. Relazione con il gruppo fondamentale. Per chi conosce la nozione di gruppo
fondamentale π1(X) di una superficie X (cammini chiusi basati in un punto, modulo omotopia tra
cammini: costruzione che dà luogo ad un gruppo non necessariamente abeliano), la relazione tra le
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86 Varietà Jacobiane di Superficie di Riemann compatte. V.1.

due nozioni è che H1(X) = π1(X)ab, cioè il primo gruppo di omologia è l’abelianizzato del gruppo
fondamentale.

0.2.2. Relazione con la caratteristica di Eulero-Poincaré. Introducendo anche i
gruppi H0(X) = C0(X)/im b1 e H2(X) = ker b2 e detti ri i ranghi di Hi(X), la caratteristica di Eulero-
Poincaré che noi abbiamo definito via triangolazioni si può caratterizzare come somma alternata dei
ranghi dei tre gruppi di omologia:

χ(X) = r0 − r1 + r2

(questo è un buon modo per mostrare che la caratteristica di Eulero-Poincaré dipende dalla superficie
e non dalla triangolazione scelta).

0.2.3. Calcolo mediante triangolazioni. Dalla definizione non è per nulla ovvio che il
gruppo quoziente sia finitamente generato: i gruppi delle catene hanno un numero infinito di gener-
atori, come pure cicli e bordi. Si può vedere però che lo stesso gruppo di omologia si può ottenere
con lo stesso procedimento (nucleo/immagine) a partire da una data triangolazione (quindi finita per
SdRc, quindi a partire da gruppi finitamente generati).

0.2.4. Caso di Superficie compatte orientabili. Per le superficie X ottenute da un 4g-
agono via identificazione dei lati nel modo standard, #g

i=1aibiaibi, abbiamo che H1(X) è il gruppo
abeliano libero generato dai lati ai, bi, dunque con 2g generatori.

1. Periodi e varietà Jacobiana di una Superficie di Riemann.

1.1. Periodi. Ogni elemento γ ∈ H1(X) dà luogo ad una applicazione∫
γ

: Ω1(X)−→C ω 7−→
∫
γ

ω

che è chiaramente lineare (per la struttura di C spazio vettoriale dei differenziali olomorfi su X), e
quindi

∫
γ
∈ (Ω1(X))∗.

Abbiamo quindi una applicazione∫
: H1(X)−→(Ω1(X))∗ γ 7−→

∫
γ

che è chiaramente una mappa di gruppi abeliani.
Definiamo Λ := im

∫
, che è il sottogruppo abeliano di (Ω1(X))∗ generato dagli elementi del tipo∫

γ
per γ ∈ H1(X); si dice il sottogruppo dei periodi di X.

1.2. Varietà Jacobiana di una SdRc. La varietà Jacobiana associata ad X SdR compatta
è il gruppo quoziente

Jac(X) = (Ω1(X))∗/Λ

(duale del gruppo dei differenziali olomorfi, modulo periodi).
1.2.1. Osserviamo prima di tutto che, se X ha genere g, allora dimC Ω1(X) = g, e anche

dimC(Ω1(X))∗ = g; quindi una scelta di basi permette di ottenere degli isomorfismi con Cg.
1.3. Il sottogruppo dei periodi è generato dagli elementi del tipo

∫
ai

e
∫
bi

(per una rappre-

sentazione della SdRc come 4g-agono) che si dicono gli a-periodi e i b-periodi. Per ogni ω ∈ Ω1(X)
poniamo

Ai(ω) =

∫
ai

ω e Bi(ω) =

∫
bi

ω

(a- e b-periodi di ω).

1.3.1. Per σ differenziale meromorfo, definiamo la “primitiva” (
∫
σ)(P ) =

∫ P
O
σ (O punto fissato

di X). Allora per ogni τ differenziale meromorfo, abbiamo

2πi
∑
P∈P

resP ((
∫
σ)τ) =

∫
∂P

(
∫
σ)τ =

g∑
i=1

(Ai(σ)Bi(τ)−Ai(τ)Bi(σ))

(dove P è una rappresentazione poligonale piana per X). Infatti, detti ai e bi i lati del poligono
P (sono i lati in ∂P), considerati i punti A ∈ ai e il corrispondente A′ ∈ ai (e anche B ∈ bi e il
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corrispondente B′ ∈ bi) abbiamo:

(
∫
σ)(A)− (

∫
σ)(A′) =

∫ A

A′
σ = −

∫
bi

σ = −Bi(σ)

(
∫
σ)(B)− (

∫
σ)(B′) =

∫ B

B′
σ =

∫
ai

σ = Ai(σ)

a

ab

b

A

A′B

B′

e possiamo allora calcolare:∫
∂P

(
∫
σ)τ =

∑
i

(

∫
ai

+

∫
ai

+

∫
bi

+

∫
bi

)(
∫
σ)τ =

=
∑
i

(

∫
ai

(

∫ A

O

σ −
∫ A′

O

σ)τ(A) +

∫
bi

(

∫ B

O

σ −
∫ B′

O

σ)τ(B)) =

=
∑
i

(−Bi(σ)

∫
ai

τ +Ai(σ)

∫
bi

τ) =
∑
i

(−Bi(σ)Ai(τ) +Ai(σ)Bi(τ)) .

1.3.2. Per ω ∈ Ω1(X) risulta

=
g∑
i=1

(Ai(ω)Bi(ω)) < 0

perché possiamo applicare la formula precedente a σ = ω, τ = ω e tenendo conto che

(2i=
∑

Ai(ω)Bi(ω) =)

∫
∂P

(
∫
ω)ω =

∫
P

ω ∧ ω =

∫
P

ffdz ∧ dz = −2i

∫
P

|f |2dx ∧ dy

(teorema di Stokes, poi esplicitando con ω = fdz).
1.3.3. Come conseguenza, ω = 0 se e solo se Ai(ω) = 0 per ogni i, o equivalentemente Bi(ω) = 0

per ogni i.
1.3.4. Matrici dei periodi (relazioni di Riemann). Scelta una base ω1, . . . , ωg di Ω1(X)

su C, i 2g vettori di Cg dati da

Ai(ωj) =


∫
ai
ω1

...∫
ai
ωg

 i = 1, . . . , g e Bi(ωj) =


∫
bi
ω1

...∫
bi
ωg

 i = 1, . . . , g

formano le due matrici A e B dette matrici dei periodi nelle basi scelte ai, bi di H1(X) e ωj di Ω1(X).
Le due matrici sono invertibili (cioè di rango massimo g) e inoltre soddisfano alle relazioni bilineari

di Riemann:
(1) AtB = BtA
(2) i(AtB −BtA) > 0 (matrice hermitiana definita positiva).
Infatti per (1) basta usare i risultati precedenti, con σ = ωi, τ = ωj , e notare che l’integrale di
superficie è nullo, trattandosi di forme olomorfe. Per (2) conviene esplicitare =(AB) = 2(AB − AB)
e usare la formula di negatività con ω =

∑
k ckωk.

1.3.5. Cambiando generatori di H1(X) o di Ω1(X) si può far s̀ı che la matrice A diventi

l’identità, e in questo caso la matrice dei b-periodi B̃ si dice normalizzata e le relazioni bilineari di
Riemann dicono semplicemente (e sono equivalenti a) che essa è simmetrica con parte immaginaria
definita positiva.

1.3.6. Infine, le colonne delle matrici A e B danno 2g vettori (di Cg) che sono linearmente
indipendenti su R (possiamo ragionare sulla matrice normalizzata, che ha la parte immaginaria definita
positiva; insieme alla matrice unità otteniamo 2g colonne indipendenti su R).

1.4. Dalle considerazioni precedenti risulta dunque che in quanto gruppi abeliani abbiamo

Jac(X) ∼= Cg/〈A,B〉Z ∼= Cg/〈Ig, B̃〉Z
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il che generalizza la definizione del toro complesso

Tτ = C/〈1, τ〉Z
(caso di dimensione 1). Di solito si indica con Hg e si chiama semispazio di Siegel lo spazio delle matrici
simmetriche complesse con parte immaginaria definita positiva; il caso g = 1 è quello del semipiano di
Poincaré. Il teorema di Torelli dirà che la matrice B̃ ∈ Hg determina la SdRc X di genere g a meno
di isomorfismo, come τ fa per i tori 1-dimensionali, ovvero le SdRc di genere 1.

1.4.1. Dalla descrizione esplicita si vede dunque facilmente che le Jacobiane di SdRc sono varietà
complesse di dimensione g, detti tori g-dimensionali, e che si tratta di varietà compatte, poiché sono
isomorfe a prodotti di 2g copie di S1 (circolo unitario sul piano).

1.4.2. Le relazioni bilineari di Riemann garantiscono infine che le Jacobiane di SdRc si possono
immergere in spazi proiettivi come varietà algebriche (questo capita sempre in dimensione 1, non è in
generale vero per tori complessi in dimensioni superiore): queste si dicono varietà abeliane (varietà
algebriche complesse con struttura di gruppo data da mappe algebriche).

1.5. Differenziali normalizzati di seconda e terza specie. Scelta una base ai, bi per
l’omologia e una base ωk di differenziali olomorfi (o di prima specie) normalizzata come sopra, possiamo
normalizzare i differenziali di seconda specie in P e di terza specie in P,Q imponendo che abbiano nulli
tutti gli a-periodi (basta sommare un opportuno differenziale olomorfo). Con questa normalizzazione
risulta che:
(1) Bk(ω

(n)
P ) = 2πi

n! f
(n−1)
k (P ) (dove ωk = fkdz con z coordinata locale in P );

(2) Bk(ωP,Q) = 2πi
∫ P
Q
ωk .

Per entrambe le formule, prima si osserva che i b-periodi cercati coincidono con l’integrale sul bordo
del poligono di (

∫
ωk) moltiplicato per il differenziale in questione; poi basta valutare l’integrale di

circuito con i residui.

2. Mappa di Abel-Jacobi.

2.1. Mappe di Abel-Jacobi. Sia P ∈ X punto di una SdRc. L’integrale
∫ P
O
ω dipende (da O

e) da P e non dal cammino scelto per l’integrazione da O a P , modulo il sottogruppo dei periodi di
X. Abbiamo quindi una mappa ben definita

A : X −→ Jac(X) P 7−→
∫ P

O

(
: ω 7→

∫ P

O

ω

)
che si estende per linearità ai divisori di X:

A : Div(X)−→ Jac(X)
∑
i

aiPi 7−→
∑
i

aiA(Pi) =
∑
i

ai

∫ Pi

O

.

2.1.1. Le mappe A (dipendono da O) ristrette ai divisori di grado 0 non dipendono da O e
definiscono una unica mappa di gruppi abeliani

A0 : Div0(X)−→ Jac(X)

che si dice la mappa di Abel-Jacobi per X.
Infatti, se D =

∑
i aiPi è divisore di grado zero, e O,O′ ∈ X, le due immagini AO(D) e AO′(D)

differiscono per

AO(D)−AO′(D) =
∑
i

ai

∫ Pi

O

−
∑
i

ai

∫ Pi

O′
=
∑
i

(ai

∫ O′

O

) = (
∑
i

ai)

∫ O′

O

= 0

e cioè coincidono.
2.1.2. La mappa iniziale A definita da tutto Div(X) è allora data dalla scelta del punto O

e dalla composizione Div(X)−→Div0(X)
A0−→ Jac(X) dove la prima mappa manda D ∈ Div(X) in

D − deg(D)O ∈ Div0(X).
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3. Teoremi di Abel e di Jacobi.

3.1. Teorema di Abel-JAcobi. La sequenza di gruppi

0−→PDiv (X)−−→Div0(X)
A0−−→ Jac(X)−→ 0

è esatta. Più precisamente:
(1) (teorema di Abel) per ogni D ∈ Div(X) si ha D ∈ PDiv (X) se e solo se deg(D) = 0 e

A0(D) = 0 (significa esattamente che kerA0 = PDiv (X), e caratterizza i divisori principali come
i divisori di grado zero e di somma nulla sulla Jacobiana);

(2) (teorema di inversione di Jacobi) la mappa A0 è suriettiva.
In particolare si deduce che

Jac(X) ∼=
Div0(X)

PDiv (X)
≡ Pic0(X)

(identificazione della varietà jacobiana associata a X con il gruppo dei divisori di grado 0 modulo
divisori principali; questo porta ad un significato e ad una costruzione “algebrici” della jacobiana che
abbiamo definito in modo “analitico” via integrali.).

3.1.1. La parte facile del teorema di Abel è il “solo se”, e garantisce la buona definizione della
mappa quoziente Pic0(X) → Jac(X). Se D =

∑
P nPP = div(f) è principale, usiamo il differenziale

ω = df/f e risulta:∑
P

nP

∫ P

O

ωk =
∑
P

resP (ω(
∫
ωk)) =

g∑
i=1

(Ai(ωk)Bi(ω)−Ai(ω)Bi(ωk)) ∈ Λ

(perché i periodi di ω sono in 2πiZ, usando il logaritmo).
3.1.2. L’altra implicazione (equivale alla iniettività della mappa quoziente Pic0(X)→ Jac(X))

richiede l’uso delle relazioni bilineari di Riemann. Prendiamo D =
∑
P nPP divisore di grado zero con

A0(D) = 0 ∈ Jac(X). Allora esiste un differenziale ω meromorfo su X con poli semplici e residui nP
nei punti P (e olomorfi altrove) per il criterio di esistenza di differenziali. Possiamo inoltre modificare
ω in modo tale che i sui periodi siano in 2πiZ: qui intervengono le relazioni di Riemann. Vogliamo
modificare ω con un differenziale

∑
k ckωk per ottenere la condizione voluta, e si trovano i coefficienti

ck osservando che la sequenza

Cg
(AB)
−−→C2g (Bt −At)−−−−−−→Cg

è esatta per le relazioni di Riemann e questioni di dimensioni. Allora, a partire dagli a- e b-periodi di
ω (sono nel nucleo della seconda mappa) si trovano i coefficienti c (immagine della prima mappa) con
cui modificare il differenziale.

A questo punto, definiamo f(P ) = exp
∫ P
O
ω che è funzione meromorfa ben definita, indipendente

dal cammino di integrazione, olomorfa dove ω lo è; nei punti P del divisore D abbiamo in coordinate
locali ω = nP /z+ g(z),

∫
ω = n log z+h(z), quindi f(z) = znP eh(z), quindi meromorfa con il divisore

desiderato.
3.1.3. La dimostrazione del teorema di Jacobi invece è equivalente alla suriettività di A0,

e si può fare localmente. Si dimostra in effetti che già dai divisori effettivi di grado g si surietta
Jac(X) in questo modo: presi g punti Mi ∈ X e per punti Pi ∈ Vi intorni dei punti dati, poniamo

D =
∑

(Pi −Mi), e allora la mappa A definisce una mappa
∏
i Vi → Cg che è A(D) = (

∑
i

∫ Pi

Mi
ωk)k,

il cui jacobiano si calcola con det(ωk(Pi)): basta quindi dimostrare che questo determinante non si
annulla (allora la mappa è localmente suriettiva). In generale la mappa Ω(X) → Cg che manda un
differenziale nella g-upla calcolata nei g punti scelti è iniettiva (quindi isomorfismo) per una scelta
opportuna (generica, in effetti) dei punti.

3.2. Analiticità e fibre della mappa di Abel-Jacobi. Indicheremo sempre con la stessa
lettera A anche le restrizioni della mappa di Abel-Jacobi a sottinsiemi dello spazio dei divisori.

3.2.1. Divisori effettivi e potenze simmetriche di X. Possiamo restringere la mappa di
Abel-Jacobi ai sottinsiemi dei divisori formati dai divisori positivi di un certo grado (tolto un fissato
O per ottenere un divisore di grado nullo, per applicare A0). L’insieme dei divisori effettivi di grado
k può essere visto come il quoziente di Xk (prodotto cartesiano di k copie di X) modulo l’azione del
gruppo simmetrico su k elementi; indichiamo con Sk(X) = X(k) questo quoziente, detto prodotto
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simmetrico k-esimo di X. Dal quoziente Xk → X(k) otteniamo una struttura di varietà analitica
per il prodotto simmetrico, che usa come carte il prodotto di carte locali di X fuori dai luoghi delle
diagonali (dove due o più termini sono uguali), e funzioni simmetriche elementari delle carte locali di
X altrimenti.

Allora possiamo dimostrare che la mappa composta

X(d)−→Div0(X)
A0−→ Jac(X) oppure X(d) ×X(d)−→Div0(X)

A0−→ Jac(X)

(la prima mappa manda D in D − deg(D)O, oppure (D,D′) in D −D′) è olomorfa per le strutture
analitiche definite sui due spazi.

3.2.2. Fibre e immagini di A. Per ogni D ∈ X(d) abbiamo che la fibra in A(D):

A−1(A(D)) = {D′ ∈ X(d) : D′ ∼ D} = {D + div(f) : f ∈ L (D)}

è quindi uno spazio proiettivo di dimensione dim |D|. Per esempio per d = g sappiamo da Jacobi che
la mappa è suriettiva, quindi genericamente finita, e allora genericamente iniettiva.

Poniamo Wd = A(X(d)) ⊆ Jac(X). Si tratta di una sottovarietà di dimensione d per 1 6 d 6 g
(tutto Jac(X) per d > g). In particolare Wg−1 è un divisore di Jac(X).

3.3. Caso del Toro complesso. Usando come SdRc il toro Tτ = C/Λτ ove Λτ = Z⊕ Zτ (a
il lato da 0 a 1, e b il lato da 0 a τ), abbiamo g = 1, H1(Tτ ) = aZ⊕ bZ e Ω1(Tτ ) = Cdz.

I periodi in questo caso sono
∫
a

dz = 1 e
∫
b

dz = τ . Quindi risulta

Jac(Tτ ) ∼= C/〈1, τ〉Z ∼= Tτ

e cioè la varietà jacobiana del toro è isomorfa al toro stesso.
3.3.1. Questo fatto ci permette di ritrovare il teorema di Abel per i tori nella forma

D ∈ PDiv (X) se e solo se deg(D) = 0 e s(D) = 0

(ove s è somma su Jac(Tτ ) ∼= Tτ , cioè s = A0) e anche nella forma relativa alla curva ellittica
corrispondente:

3.3.2. Infatti, usando come divisore D = P1 + P2 + P3 − 3O e la mappa v : Cτ→Tτ vediamo
che

D = div(f) se e solo se (deg(D) = 0 e) v(P1 + P2 + P3 − 3O) = v(P1) + v(P2) + v(P3) = 0

e osserviamo che necessariamente f risulta lineare, e dunque ha come divisore una retta che incontra
la curva ellittica nei tre punti P1, P2, P3 (e ha un polo d’ordine 3 nel punto improprio O della curva).
Questo significa esattamente che v è mappa di gruppi abeliani tra la legge geometrica della curva
ellittica e quella indotta da C sul toro.

3.4. Varietà abeliane di dimensione 1. Concludiamo questa sezione facendo notare che,
seppur disponiamo di una mappa A : X −→ Jac(X) che immerge una SdRc X in una varietà con
struttura di gruppo, l’immagine di X non è un sottogruppo della jacobiana, a meno che non sia g = 1,
nel qual caso si ha canonicamente X = Jac(X).

Altrimenti (per g > 1) il teorema di Jacobi ci dice che X è immersa in Jac(X) in modo es-
tremamente “sghembo” rispetto alla struttura di gruppo, perché il più piccolo sottogruppo di Jac(X)
contenente X (cioè il sottogruppo generato dai punti di X in Jac(X)) è tutto Jac(X): bastano le
g-uple di punti di X per generare tutta la Jacobiana usando la sua legge di gruppo.

3.4.1. In effetti possiamo dimostrare che le uniche SdRc che ammettono una struttura di gruppo
che le renda varietà abeliane sono quelle di genere 1, cioè solo i tori complessi, ovvero solamente le
curve ellittiche (in senso esteso: curve algebriche di genere 1). Lo faremo usando alcuni concetti nuovi.

3.4.2. Teorema del punto fisso di Lefschetz-Hopf. Siano X una varietà reale compatta
e orientabile e α : X→X una applicazione continua. Allora risulta che

(∆ · Γα) =
∑
i

(−1)itr (α|Hi(X,Q))

dove:
∆ è la diagonale di X in X ×X;
Γα è il grafico di α in X ×X;

Dip.Mat. (Un.Padova) M.Cailotto c©2005-∞



V.4. Divisori Theta e teoremi di Riemann e Torelli. 91

∆ · Γα è il prodotto di intersezione di ∆ con Γα, dunque (∆ · Γα) il numero di punti fissi di α
contati con l’opportuna molteplicità;
α|Hi(X,Q) è l’endomorfismo (Q-lineare) indotto da α sui gruppi di omologia Hi(X,Q) a coeffi-
cienti in Q (invece che Z come fin’ora);
tr è la traccia in quanto endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione finita (somma dei
termini diagonali di una qualunque sua matrice).
3.4.3. Non dimostreremo il risultato nemmeno per superficie (di solito è riportato nei libri di

topologia algebrica, per es. Breadon), ma facciamo alcuni commenti:
(1) invece di Hi si possono usare anche i gruppi di coomologia Hi (questioni di dualità);
(2) è un teorema di Hopf il fatto che, se f : C→C è un morfismo di complessi di spazi vettoriali di

dimensione finita su un corpo, allora risulta
∑
i(−1)itr (fi) =

∑
i(−1)itr (fi|Hi(C)) (si tratta di

un elemento del corpo);
(3) La quantità dell’enunciato è diversa da zero se e solo se α ammette punti fissi, dunque è nulla se

e solo se α non ha punti fissi.
3.4.4. Vediamo ora come applicare il teorema di Lefschetz-Hopf per dimostrare il seguente

enunciato: se una curva proiettiva non singolare possiede una legge di gruppo algebrico, allora essa
ha genere 1 (e quindi può essere immersa nel piano proiettivo come cubica non singolare).

Sia X la curva, e consideriamola come superficie reale compatta e orientabile; dalla legge di
gruppo per ogni P ∈ X abbiamo un morfismo di traslazione αP : X→X con αP (Q) = Q + P che è
applicazione continua priva di punti fissi se P 6= 0 (elemento nullo della legge di gruppo). Dunque per
P 6= 0 abbiamo ∆ · ΓαP

= 0.
La funzione X→Z che manda P in (∆ · ΓαP

) è localmente costante, dunque costante poiché X
è connessa, e di conseguenza abbiamo ∆ · Γα0

= ∆ ·∆ = 0. Applicando il teorema di Lefschetz-Hopf
per α0 abbiamo allora (α0 essendo l’identità) tr (α|Hi(X,Q)) = dimQHi(X,Q), dunque

χ(X) =
∑
i

(−1)i dimQHi(X,Q) = 0

(caratteristica di Eulero-Poincaré tramite omologia razionale) da cui segue che g(X) = 1.

4. Divisori Theta e teoremi di Riemann e Torelli.

4.1. Problema. Data una superficie di RiemannX, possiamo scegliere una base ai, bi dell’omolo-
gia e una base ωk dei differenziali olomorfi in modo che le matrici dei periodi siano normalizzate: A = I
e B = B̃ ∈ Hg.

Il problema di Torelli consiste nel capire se il dato della matrice B̃ ∈ Hg determina unicamente X
a meno di isomorfismi. La risposta è affermativa, e l’idea della dimostrazione è questa: naturalmente
B̃ ∈ Hg determina la jacobiana come quoziente J = Cg/〈I, B̃〉Z, e determina anche una funzione
theta ϑ su Cg che a sua volta definisce un divisore Θ su J . Ora un teorema di Riemann dice che
questo divisore è un traslato dell’immagine Wg−1 = A(X(g−1)), e un teorema di Torelli dice che questa
determina X a meno di isomorfismo.

4.2. Funzione e divisore theta. Con i dati precedenti, definiamo la funzione ϑ(z) per z ∈ Cg
tramite:

ϑ(z) = ϑ(z,B) =
∑
n∈Ng

exp(πin ·Bn+ 2πin · z)

(· usuale prodotto scalare; si noti che nel caso 1-dimensionale è esattamente la funzione theta di
Riemann studiata sui tori). Indicando con ei le colonne della matrice I e bi le colonne della B,
abbiamo:

4.2.1. la serie che definisce ϑ(z) converge uniformemente sui compatti,
4.2.2. la funzione ϑ(z) è pari,
4.2.3. periodicità rispetto alla prima parte del reticolo: ϑ(z + ei) = ϑ(z),
4.2.4. semi-periodicità sulla seconda parte del reticolo: ϑ(z + bi) = exp(−πibii − 2πizi)ϑ(z), a

meno di fattori esponenziali.

4.2.5. Indichiamo con Θ il divisore su Jac(X) determinato dalle funzioni locali ϑ (nella in-
tersezione di due aperti un rapporto tra tali funzioni è invertibile, quindi gli zeri sono ben definiti
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globalmente). Per ogni v ∈ Cg si indica con Θv il traslato Θ + v, che è il divisore della funzione
ϑ(z − v).

4.3. Teorema di Riemann. Fissata una immersione di X in Jac(X) (basta fissare un punto
O ∈ X), consideriamo

J0(X) = {v ∈ Jac(X) : X 6⊆ Θv} .
Sono i punti di Jac(X) tali che X non è contenuta nel traslato del divisore Θ, e per questi possiamo
considerare l’intersezione di X e Θv in quanto divisore di X; si tratta di un divisore effettivo di grado
g. Abbiamo allora la mappa

J0(X)−→X(g) v 7→ X ∩Θv

e la composizione con la mappa di Abel-Jacobi è una traslazione v 7→ v − κ per un ben definito
κ ∈ Jac(X).

4.3.1. Teorema di Riemann: abbiamo che Wg−1 = Θ−κ (in particolare la funzione theta
determina l’immagine di X(g−1)).

4.4. Teorema di Torelli. La coppia (Jac(X),Θ) determina X; più precisamente se f : X → Y
è funzione olomorfa tra SdRc tali che la mappa indotta f : Jac(X) → Jac(Y ) è un isomorfismo con
f∗(ΘY ) = ΘX , allora f era un isomorfismo. In particolare X è determinata a meno di isomorfismo

dalla sua matrice dei periodi normalizzata B̃ ∈ Hg.
4.5. Funzioni theta di ordine superiore. Più in generale, una funzione ϑ(z,B) si dice “theta

di ordine r” se è periodica sulla prima parte del reticolo e ha fattori automorfi del tipo exp(πir(−bii−
2zi)). Quindi le funzioni theta di Riemann lo sono di ordine 1.

Si può vedere che lo spazio delle theta di ordine r è di dimensione rg (come spazio vettoriale di
C), e di conseguenza definiscono funzioni Cg/Λ→ Prg−1.

4.5.1. Teorema di immersione di Lefschetz: per r = 3 abbiamo delle immersioni (delle
Jacobiane in spazi proiettivi).
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Appendice A

Temi d’esame SdR (Superficie di Riemann)

1. Problemi risolti (a.a. 2006/7)

1.1. prima prova parziale (21 febbraio 2007).
Testo.

Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2 + Y 4 −X3 −X4 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C ;

(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle
ascisse;

(3) esistono rivestimenti ramificati con due fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno e
studiare il luogo di ramificazione)? [Sugg.: la curva C è di secondo grado rispetto ad una variabile
proiettiva...]

(4) esistono rivestimenti ramificati con due fogli di C̃ su un toro (eventualmente, indicarne uno e
studiare il luogo di ramificazione)? [Sugg.: identificare tori con curve di genere uno, e sfruttare
il fatto che C ha equazione biquadratica in Y ...]

∗(5) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle
ordinate.

Soluzione.

(1) L’equazione omogenea della curva è X2
0X

2
2 +X4

2 −X0X
3
1 −X4

1 = 0, e il sistema delle tre derivate
parziali è dato da:  2X0X

2
2 −X3

1 = 0
3X0X

2
1 + 4X3

1 = 0
X2

0X2 + 2X3
2 = 0

e quindi si trova l’unico punto singolare
(

1
0
0

)
. Disomogeneizzando rispetto a X0 si vede che si

tratta di una cuspide semplice, quindi di un solo posto con molteplicità 2, classe 1 e tangente
Y = 0.
Il genere di C̃ è quindi (essendo 4 il grado di C ) 3·2

2 − 1 = 2 (formula di Plücker classica: ogni
cuspide ordinaria contribuisce con −1, come i nodi).

(2) La proiezione sull’asse delle ascisse è una mappa di rivestimento ramificato con 4 fogli (per ogni
fissato valore di X, i punti della curva soddisfano ad una equazione di quarto grado in Y ), e
i punti di ramificazione sono tra i punti di C a tangente verticale, cioè che annullano la terza
derivata parziale:

(X2
0 + 2X2

2 )X2 = 0.

Trattandosi di tre rette, basta intersecarle con la curva:
(a) per X2 = 0 i punti di intersezione sono dati da X0X

3
1 + X4

1 = 0: il punto singolare contato
3 volte, e un ulteriore punto semplice, dunque di ramificazione 1; la cuspide va contata con
ramificazione 1 anch’essa, poiché è di molteplicità 2, e non ha tangente verticale.

(b) per X2
0 +2X2

2 = 0 si tratta di due rette ciascuna delle quali interseca C in punti non singolari,
quindi di ramificazione, e ciascuna porta contributo 4 alla ramificazione totale.

Quindi la ramificazione totale è 1+1+8 = 10, e dalla formula di Riemann-Hurwitz (per codominio
la sfera di Riemann) si ha g = 1− e+ r/2 = 1− 4 + 5 = 2, giustamente.

(3) Consideriamo la curva nel piano affine complementare di X1 = 0, quindi con equazione affine

Z2Y 2 + Y 4 − Z − 1 = 0.
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Essendo di secondo grado in Z, è chiaro che la proiezione sull’asse delle Y (dove viene proiettato
il punto singolare?) dà un rivestimento con due fogli di quell’asse. D’altra parte i punti di
ramificazione sono tra quelli di C che annullano la prima derivata parziale,

2X0X
2
2 −X3

1 = 0.

Si tratta di una cubica razionale con parametrizzazione

(
s3/2

st2

t3

)
. Sostituendo nella curva data

troviamo il punto singolare (contato 6 volte) e altri sei punti non singolari che sono quindi di
ramificazione. D’altra parte il punto singolare non è di ramificazione, perché sull’origine dell’asse
delle Y (nel piano affine Y,Z) si proiettano due punti distinti. Quindi la ramificazione totale è 6,
e dalla formula di Riemann-Hurwitz (per codominio la sfera di Riemann) si ha g = 1− e+ r/2 =
1− 2 + 3 = 2, giustamente.
Si poteva fare lo stesso discorso per la proiezione sull’asse delle X nel piano affine (X,Z) (com-
plementare di X2 = 0)?
Per capire meglio la situazione, esplicitiamo la mappa di proiezione: detto P in punto singolare,
e r la retta X0 = 0, la funzione πP : C r {P} → r data da πP (Q) = (P ∨ Q) ∧ r si estende per
continuità a P mandandolo in tP ∧ r (tP essendo la tangente in P a C ); in generale bisognerebbe

estendere la mappa a C̃ , ma qui abbiamo un solo posto in P e quindi una biiezione tra C e C̃ ...
Siccome il punto di proiezione è doppio per C , allora la mappa πP ha deg C −mP (C ) = 4−2 = 2
fogli, e il punto P stesso per tale mappa è di molteplicità mP (tP ,C )−mP (C ) = 3−2 = 1, perciò
di ramificazione zero.

(4) Consideriamo la curva D di equazione affine

Y + Y 2 −X3 −X4 = 0

(e proiettiva X3
0X2 + X2

0X
2
2 −X0X

3
1 −X4

1 = 0); si tratta di una quartica con un punto doppio
con unica tangente avente molteplicità di intersezione 4 con la curva (si consideri infatti la diso-

mogeneizzazione rispetto a Y , che dà Z2 +Z3−ZX3−X4). In tale punto
(

0
0
1

)
vi sono due posti

lineari, di classe 1, tangente comune X0 = 0 e molteplicità di intersezione 2 con una generica
polare. Quindi tale punto contribuisce con −2 2−1+1

2 = −2 alle formule di Plücker per il genere,

che risulta essere g = 3·2
2 − 2 = 1; quindi D si desingolarizza in un toro D̃ .

È chiaro che la mappa
(
X
Y

)
7→
(
X
Y 2

)
porta C in D nel piano affine X0 6= 0, e che induce un

rivestimento con 2 fogli di C̃ su D̃ (attenzione: C̃ nella retta impropria ha quattro punti, quelli

non singolari di C , mentre D̃ ha due punti, corrispondenti ai due posti nell’unico punto improprio,
singolare, di D ...). Il luogo di ramificazione è individuato dai punti di C̃ corrispondenti a quelli

di C di ordinata nulla, quindi a due punti distinti, che sono
(

1
0
0

)
e
(

1
−1
0

)
. La ramificazione totale

è quindi 2, e riotteniamo ancora il genere usando la formula di Riemann-Hurwitz (per codominio
un toro) g = 1 + r/2 = 1 + 1 = 2, giustamente.

(5) La proiezione sull’asse delle ordinate è una mappa di rivestimento ramificato con 4 fogli (per
ogni fissato valore di Y , i punti della curva soddisfano ad una equazione di quarto grado in X),
e i punti di ramificazione sono tra quelli a tangente orizzontale, cioè che annullano la seconda
derivata parziale: (3X0 + 4X1)X2

1 = 0.
Trattandosi di tre rette, basta intersecarle con la curva:
(a) per X2

1 = 0 i punti di intersezione sono dati dal punto singolare e due ulteriori punti semplici,
dunque di ramificazione 2 ciascuno (è la molteplicità di intersezione ivi di curva e polare; per

controllo, tali punti sono
(

1
0
±i

)
, e sulle rette Y = ±i la curva dà X3 +X4 = 0, quindi X = 0

con molteplicità 3, ramificazione 2, e si tratta di punti di flesso della curva...); la cuspide va
contata con ramificazione 2 poiché è di molteplicità 2, e ha tangente orizzontale (e classe 1:
la sua ramificazione è m+ c− 1 = 2 + 1− 1).

(b) per 3X0 + 4X1 = 0 si tratta di una retta che interseca C in punti non singolari, quindi di
ramificazione.

La ramificazione totale è allora 2 + 2 + 2 + 4 = 10, e dalla formula di Riemann-Hurwitz (per
codominio la sfera di Riemann) si ha ancora g = 1− e+ r/2 = 1− 4 + 5 = 2.
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N.B. Fare il disegno della curva (può sembrare una goccia in qualche piano affine) non è molto utile,
perché buona parte della sua struttura complessa è invisibile (per esempio i rivestimenti ramificati
degli assi hanno al più due punti reali...).

1.2. seconda prova parziale (16 marzo 2007).
Testo.

Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2 + Y 4 −X3 −X4 = 0; si ricordi

che
(

1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare (cuspide ordinaria con posto

(
T 2

T 3+···
)
). Sia C̃ la Superficie di

Riemann associata.
(1) calcolare il divisore div(dX) del differenziale dX, e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X, Y

su C̃ ;
(2) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃ ) dei differenziali olomorfi;

(3) esplicitare la mappa canonica di C̃ ; si tratta di una immersione?

(4) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L (nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C . Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e
di che dimensione)?

∗(5) Fino al primo di tali n, si descrivano generatori per L (nP ) ed equazioni cartesiane dell’immagine

di C̃ tramite ϕ|nP |.

Soluzione. Chiamiamo x, y le funzioni X, Y ristrette a C , in modo da usare X,Y per le coordinate
affini usuali.

(1) Per calcolare i divisori richiesti, ricordiamo che C̃ ha un unico punto P corrispondente al posto

di C di centro origine, in cui possiamo usare come parametrizzazione
(

T 2

T 3+···
)
. Inoltre i punti

sulla retta impropria sono quattro Qε =
(

0
1
ε

)
con ε4 = 1, e in tali posti possiamo usare come

parametro locale sia ζ = X0/X1, sia η = X2/X1 (basta controllare che non siano tangenti...);
infine il passaggio di coordinate da (X,Y ) a (ζ, η) (due carte coordinate affini) è dato da X =
X1

X0
= X1/X1

X0/X1
= 1

ζ e Y = X2

X0
= X2/X1

X0/X1
= η

ζ . Dunque dX = d
(

1
ζ

)
= − 1

ζ2 dζ.

Possiamo quindi vedere che

ordQ(dx) =


0 se X è coordinata locale a Q
1 se Q = P perché d(T 2) = 2TdT
1 se Q è affine, ma X non è coordinata locale
−2 se Q è uno dei punti impropri

dove i punti che non hanno X come coordinata locale sono quelli che annullano la derivata parziale
rispetto a Y dell’equazione della curva, quindi i punti di Y (1 + 2Y 2) = 0 (che stiano anche su

C ). Si tratta (a parte P , già considerato a parte), di
(

1
−1
0

)
e di altri otto punti: P1, P2, P3, P4

punti di C sulla retta Y = i/
√

2, e dei quattro coniugati P 1, P 2, P 3, P 4 punti di C sulla retta
Y = −i/

√
2. Dunque:

div(dx) = P +
(

1
−1
0

)
+
∑
i

Pi +
∑
i

P i − 2
∑
ε

Qε

(divisore di grado 2g − 2 = 2). Con considerazioni analoghe si trova che

div(x) = 2P +
(

1
0
i

)
+
(

1
0
−i

)
−
∑
ε

Qε

e
div(y) = 3P +

(
1
−1
0

)
−
∑
ε

Qε

(divisori di grado zero, essendo di funzioni meromorfe).

(2) Poiché abbiamo facilmente (in realtà già implicitamente calcolato prima) che

div(1 + 2y2) =
∑
i

Pi +
∑
i

P i − 2
∑
ε

Qε
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risulta che

div

(
dx

1 + 2y2

)
= P +

(
1
−1
0

)
e div

(
x

y

dx

1 + 2y2

)
=
(

1
0
i

)
+
(

1
0
−i

)
(divisori positivi, quindi differenziali privi di poli), e quindi una base per Ω1(C̃ ) è data da dx

1+2y2

e x
y

dx
1+2y2 (spazio vettoriale di dimensione g = 2 su C).

(3) Dal punto precedente abbiamo L (K) = 〈1, xy 〉 (usando come K il divisore canonico del primo

differenziale olomorfo trovato), e quindi la mappa canonica si esplicita come

ϕK : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(
x/y
1

)
(Q) =

(
x(Q)
y(Q)

)
(il punto P va in

(
1
0

)
). Si vede subito che è un rivestimento con due fogli della retta proiettiva

(d’altra parte tutte le SdRc di genere due sono iperellittiche), e anche che si identifica con la
proiezione di C dall’origine sulla retta impropria usuale.

(4) Per n > 2g − 1 = 3 il teorema di Riemann-Roch dà dimC L (nP ) = n − 1; per n = 0 abbiamo

dimC L (0) = 1 (per compattezza di C̃ ), per n = 1 abbiamo dimC L (P ) = 1 (perché C̃ non è
omeomorfa alla sfera), e ci resta un dubbio per n = 2: la dimensione potrebbe essere 1 oppure
2 (ma per questo basta controllare un generatore non costante di L (3P ), vedendo se ha polo
d’ordine 2 o 3 in P ).

Per n > 2g + 1 = 5 abbiamo una immersione di C̃ in Pn−2(C); per n = 4 abbiamo una mappa

olomorfa di C̃ in P2(C), che non può essere una immersione, poiché non esistono curve algebriche
piane lisce di genere 2.

(5) Osservando che y ha uno zero d’ordine 3 in P , e che la funzione 1 + x ha divisore 2
(

1
−1
0

)
+(

1
−1
i

)
+
(

1
−1
−i

)
−
∑
εQε possiamo concludere che la funzione 1+x

y ha unico polo in P di ordine 3

(che divisore?), quindi possiamo anche concludere che dimC L (2P ) = 1. Considerando le funzioni
x2 e xy (zeri di ordine 4 e 5 in P ), possiamo concludere che

L (nP ) =



〈1〉 se n = 0
〈1〉 se n = 1
〈1〉 se n = 2
〈1, 1+x

y 〉 se n = 3

〈1, 1+x
y , 1+y2

x2 〉 se n = 4

〈1, 1+x
y , 1+y2

x2 , 1+x+y2

xy 〉 se n = 5

(i numeratori servono per eliminare i poli diversi da P dei denominatori). Le mappe olomorfe
corrispondenti a questi divisori sono (a parte i casi banali) le seguenti tre:

(5.1)
ϕ|3P | : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(

(1+x)/y
1

)
(Q) =

(
1+x(Q)
y(Q)

)
che è un rivestimento con tre fogli di P1(C) (suriettivo, quindi).

(5.2)
ϕ|4P | : C̃ −→ P2(C)

Q 7−→
(

1
(1+x)/y

(1+y2)/x2

)
(Q)

che ha immagine la curva piana la cui equazione si ottiene eliminando x e y dal sistema

X0 = 1

X1 =
1 + x

y

X2 =
1 + y2

x2

y2(1 + y2) = x3(1 + x)

ovvero da


yX = 1 + x

x2Y = 1 + y2

y2(1 + y2) = x3(1 + x)
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e si ottiene facilmente che y = X
Y x (mescolando le equazioni), poi x = Y

X2−Y (sostituendo nella

prima), e infine y = X
X2−Y . Sostituendo i parametri nella penultima equazione troviamo che

l’immagine soddisfa all’equazione Y 3−X2 = (X2−Y )2, che è una quartica con un punto doppio
ordinario nell’origine; possiamo concludere che ϕ|4P | non è iniettiva (né immersiva, come già

sapevamo). D’altra parte, ϕ|4P | è genericamente iniettiva, e C̃ è la desingolarizzazione della sua
stessa immagine.

(5.3)
ϕ|5P | : C̃ −→ P3(C)

Q 7−→

(
1

(1+x)/y

(1+y2)/x2

(1+x+y2)xy

)
(Q)

che è certamente una immersione perché 5P è divisore molto ampio, e ha immagine la curva un
cui sistema di equazioni affini si ottiene eliminando x e y dal sistema

X0 = 1

X1 =
1 + x

y

X2 =
1 + y2

x2

X3 =
1 + x+ y2

xy

y2(1 + y2) = x3(1 + x)

ovvero da



x =
Y

X2 − Y

y =
X

X2 − Y
Y 3 −X2 = (X2 − Y )2

xyZ = 1 + x+ y2

(da prima), e quindi la curva di equazioni Y 3−X2 = (X2− Y )2 e ZXY = (X2− Y )2 + Y (X2−
Y ) +X2, o meglio {

Y 3 −X2 = (X2 − Y )2

ZX = Y 2 + (X2 − Y )

(sostituendo la prima nella seconda, e semplificando; cos̀ı sembra ad intersezione completa).

1.3. un appello (2007).
Testo.

Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2 − Y 4 +X3 −X4 = 0

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C ;

(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle
ascisse;

(3) esistono rivestimenti ramificati con due fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno e
studiare il luogo di ramificazione)?

(4) determinare il divisore div(dX) del differenziale dX, e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃ ;
(5) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃ ) dei differenziali olomorfi;

(6) esplicitare la mappa canonica di C̃ ; si tratta di una immersione?

(7) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L (nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente al

punto singolare di C . Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

(8) fino al primo di tali n, si descrivano generatori per L (nP ) ed equazioni cartesiane per l’immagine

di C̃ tramite ϕ|nP |.

Soluzione. Chiamiamo x, y le funzioni X, Y ristrette a C , in modo da usare X,Y per le coordinate
affini usuali.

(1) L’unico punto singolare della curva è l’origine affine, dove c’è una cuspide ordinaria con parametriz-

zazione P =
( −T 2

T 3+···
)
. In questo caso il contributo alla formula di Plücker per il genere è −1, e il

genere risulta g = 2.
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(2) Chiamiamo π : C̃ → P1(C) la proiezione. Si tratta chiaramente di un rivestimento ramificato con
4 fogli. I punti di ramificazione sono P con molteplicità 2 (ramificazione 1), e i punti della curva
a tangente verticale, cioè che annullano la derivata rispetto a Y dell’equazione (Y (1− 2Y 2)). Si

tratta quindi dei punti
(

1
1
0

)
(su Y = 0) e di otto punti P±i =

(
1
αi

±/
√

2

)
(sulle due rette 2Y 2 = 1).

Tutti con ramificazione 1. Quindi abbiamo Ram(π) = P +
(

1
1
0

)
+
∑
P±i , e ram(π) = 10, il che

torna poiché da Riemann-Hurwitz ritroviamo g = 1− 4 + 10
2 = 2.

(3) Siccome la curva è di genere 2, C̃ è una SdR iperellittica, e quindi è un rivestimento doppio
della retta proiettiva, essenzialmente tramite la mappa canonica. Una realizzazione π∞ di questo
rivestimento si può ottenere proiettando C dall’origine sulla retta impropria, poiché l’origine è
punto doppio. In tal caso il divisore di ramificazione è formato dai punti di C la cui tangente
passa per l’origine (cioè soddisfano 2Y 2 + X3 = 0), e si tratta di sei punti semplici (quindi di
ramificazione 1). Di nuovo abbiamo g = 1− 2 + 6

2 = 2.

(4) Considerando che dx è il differenziale immagine inversa del differenziale dX su P1(C) tramite la
mappa π prima studiata, possiamo applicare il teorema di Riemann-Hurwitz (versione differen-
ziali) e ottenere

div(dx) = π∗(−2∞) + Ram(π) = −2
∑
ε

Qε + P +
(

1
1
0

)
+
∑

P±i

(metodo proposto da Davide Rinaldi), dove Qε =
(

0
1
ε

)
con ε4 = 1 sono i punti impropri di C ,

che giustamente dà un divisore di grado 2 = 2g − 2.
In alternativa si può studiare l’ordine di dx nei vari punti:

ordQ(dx) =


0 se X è coordinata locale a Q
1 se Q = P perché d(T 2) = 2TdT
1 se Q è affine, ma X non è coordinata locale
−2 se Q è uno dei punti impropri

dove i punti che non hanno X come coordinata locale sono quelli che annullano la derivata parziale
rispetto a Y dell’equazione della curva, quindi i punti che abbiamo visto di ramificazione per la
proiezione sull’asse delle ascisse. Per i punti impropri abbiamo che ζ = X0/X1 è una coordinata

locale (controllare le tengenti in tali punti), e quindi dX = d
(

1
ζ

)
= − 1

ζ2 dζ presenta un polo

d’ordine 2 (si ricordi che X = X1

X0
= X1/X1

X0/X1
= 1

ζ ).

Invece risulta facilmente che

div(x) = 2P +
(

1
0
1

)
+
(

1
0
−1

)
−
∑
ε

Qε

e

div(y) = 3P +
(

1
1
0

)
−
∑
ε

Qε

(5) Poiché si ricava facilmente che

div

(
dx

1− 2y2

)
= P +

(
1
1
0

)
e div

(
x

y

dx

1− 2y2

)
=
(

1
0
1

)
+
(

1
0
−1

)
abbiamo che una base per lo spazio dei differenziali olomorfi è data da dx

1−2y2 e x
y

dx
1−2y2 .

(6) Dal punto precedente abbiamo L (K) = 〈1, xy 〉 (usando come K il divisore canonico del primo

differenziale olomorfo trovato), e quindi la mappa canonica si esplicita come

ϕK : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(
x/y
1

)
(Q) =

(
x(Q)
y(Q)

)
(il punto P va in

(
1
0

)
). Si vede subito che coincide con π∞, si tratta di un rivestimento doppio e

non di immersione, come già sapevamo in base al genere.
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(7) Per n > 2g − 1 = 3 il teorema di Riemann-Roch dà dimC L (nP ) = n − 1; per n = 0 abbiamo

dimC L (0) = 1 (per compattezza di C̃ ), per n = 1 abbiamo dimC L (P ) = 1 (perché C̃ non è
omeomorfa alla sfera), e ci resta un dubbio per n = 2: la dimensione potrebbe essere 1 oppure
2 (ma per questo basta controllare un generatore non costante di L (3P ), vedendo se ha polo
d’ordine 2 o 3 in P ).

Per n > 2g + 1 = 5 abbiamo una immersione di C̃ in Pn−2(C); per n = 4 abbiamo una mappa

olomorfa di C̃ in P2(C), che non può essere una immersione, poiché non esistono curve algebriche
piane lisce di genere 2.

(8) Osservando che la funzione x−1
y ha unico polo in P di ordine 3 (che divisore?), possiamo anche

concludere che dimC L (2P ) = 1. Considerando le funzioni x2 e xy (zeri di ordine 4 e 5 in P ),
possiamo esplicitare

L (nP ) =



C se n = 0
C se n = 1
C se n = 2
〈1, x−1

y 〉 se n = 3

〈1, x−1
y , y

2−1
x2 〉 se n = 4

〈1, x−1
y , y

2−1
x2 , y

2+x−1
xy 〉 se n = 5

(i numeratori servono per eliminare i poli diversi da P dei denominatori). Le mappe olomorfe
corrispondenti a questi divisori sono (a parte i casi banali) le seguenti tre:

(8.1)

ϕ|3P | : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(

(x−1)/y
1

)
(Q) =

(
x(Q)−1
y(Q)

)
che è un rivestimento con tre fogli di P1(C) (suriettivo, quindi).

(8.2)

ϕ|4P | : C̃ −→ P2(C)

Q 7−→
(

1
(x−1)/y

(y2−1)/x2

)
(Q)

che ha immagine la curva piana la cui equazione si ottiene eliminando x e y dal sistema

X0 = 1

X1 =
x− 1

y

X2 =
y2 − 1

x2

y2(y2 − 1) = −x3(x− 1)

ovvero da


yX = x− 1

x2Y = y2 − 1

yY = −xX

e si ottiene facilmente che y = − X
Y+X2 , x = Y

Y+X2 . Sostituendo i parametri nella penultima

equazione troviamo che l’immagine soddisfa all’equazione Y 3 = X2 − (X2 + Y )2, che è una
quartica con un punto doppio ordinario nell’origine; possiamo concludere che ϕ|4P | non è iniettiva

(né immersiva, come già sapevamo). D’altra parte, ϕ|4P | è genericamente iniettiva, e C̃ è la
desingolarizzazione della sua stessa immagine.

(8.3)

ϕ|5P | : C̃ −→ P3(C)

Q 7−→

(
1

(x−1)/y

(y2−1)/x2

(y2+x−1)/xy

)
(Q)

che è certamente una immersione perché 5P è divisore molto ampio, e ha immagine la curva un
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cui sistema di equazioni affini si ottiene eliminando x e y dal sistema

X0 = 1

X1 =
x− 1

y

X2 =
y2 − 1

x2

X3 =
y2 + x− 1

xy

y2(y2 − 1) = −x3(x− 1)

ovvero da



x =
Y

Y +X2

y = − X

Y +X2

Y 3 = X2 − (X2 + Y )2

xyZ = y2 + x− 1

(da prima), e quindi la curva di equazioni{
Y 3 = X2 − (X2 + Y )2

ZY = X(Y +X2 − 1)

(dopo qualche astuzia?).

P.S. Come al solito lo scheletro reale della curva non aiuta molto nella comprensione della geometria
complessa, anche se in questo caso qualcuno dei risultati precedenti è visibile:

(il disco rappresenta il piano proiettivo reale, la circonferenza esterna - modulo antipodia - la
retta impropria usuale; sono rappresentati gli assi coordinati e alcune rette “verticali” che vedono
punti di ramificazione per la proiezione verticale).

1.4. altro appello (2007).
Testo.

Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2 − Y 4 −X2 −X4 = 0

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C ;

(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle
ascisse;

(3) esistono rivestimenti ramificati con due fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno e
studiare il luogo di ramificazione)?

(4) determinare il divisore div(dX) del differenziale dX, e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃ ;
(5) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃ ) dei differenziali olomorfi;

(6) esplicitare la mappa canonica di C̃ ; si tratta di una immersione?

(7) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L (nP ) dove P è uno dei punti di C̃ corrispondenti

al punto singolare di C . Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e
di che dimensione)?
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(8) fino al primo di tali n, si descrivano generatori per L (nP ) ed equazioni cartesiane per l’immagine

di C̃ tramite ϕ|nP |.

Soluzione. Chiamiamo x, y le funzioni X, Y ristrette a C , in modo da usare X,Y per le coordinate
affini usuali.

(1) L’unico punto singolare della curva è l’origine affine, dove c’è un nodo (punto doppio ordinario)
con due posti (lineari, di classe 2 e tangenti Y ∓X) di parametrizzazione P± =

(
T

±T+T 3+···
)
. In

questo caso il contributo alla formula di Plücker per il genere è −1, e il genere risulta g = 2.

(2) Chiamiamo π : C̃ → P1(C) la proiezione. Si tratta chiaramente di un rivestimento ramificato
con 4 fogli. I punti di ramificazione sono i punti della curva a tangente verticale (non i posti del
nodo, essendo lineari), cioè che annullano la derivata rispetto a Y dell’equazione (Y (1−2Y 2)). Si

tratta quindi dei punti
(

1
±i
0

)
(su Y = 0) e di otto punti P±i =

(
1
αi

±/
√

2

)
(sulle due rette 2Y 2 = 1).

Tutti con ramificazione 1. Quindi abbiamo Ram(π) =
(

1
i
0

)
+
(

1
−i
0

)
+
∑
P±i , e ram(π) = 10, il

che torna poiché da Riemann-Hurwitz ritroviamo g = 1− 4 + 10
2 = 2.

(3) Siccome la curva è di genere 2, C̃ è una SdR iperellittica, e quindi è un rivestimento doppio
della retta proiettiva, essenzialmente tramite la mappa canonica. Una realizzazione π∞ di questo
rivestimento si può ottenere proiettando C dall’origine sulla retta impropria, poiché l’origine è
punto doppio. In tal caso il divisore di ramificazione è formato dai punti di C la cui tangente
passa per l’origine (cioè soddisfano Y 2−X2 = 0), e si tratta di sei punti semplici, contando anche
P±..., (quindi di ramificazione 1). Di nuovo abbiamo g = 1− 2 + 6

2 = 2.

(4) Considerando che dx è il differenziale immagine inversa del differenziale dX su P1(C) tramite la
mappa π prima studiata, possiamo applicare il teorema di Riemann-Hurwitz (versione differen-
ziali) e ottenere

div(dx) = π∗(−2∞) + Ram(π) = −2
∑
ε

Qε +
(

1
i
0

)
+
(

1
−i
0

)
+
∑

P±i

dove Qε =
(

0
1
ε

)
con ε4 = −1 sono i punti impropri di C , che giustamente dà un divisore di grado

2 = 2g − 2.
In alternativa si può studiare l’ordine di dx nei vari punti:

ordQ(dx) =


0 se X è coordinata locale a Q
0 se Q = P± perché d(x) = d(T )
1 se Q è affine, ma X non è coordinata locale
−2 se Q è uno dei punti impropri

dove i punti che non hanno X come coordinata locale sono quelli che annullano la derivata parziale
rispetto a Y dell’equazione della curva, quindi i punti che abbiamo visto di ramificazione per la
proiezione sull’asse delle ascisse. Per i punti impropri abbiamo che ζ = X0/X1 è una coordinata

locale (controllare le tangenti in tali punti), e quindi dX = d
(

1
ζ

)
= − 1

ζ2 dζ presenta un polo

d’ordine 2 (si ricordi che X = X1

X0
= X1/X1

X0/X1
= 1

ζ ).

Invece risulta facilmente che

div(x) = P+ + P− +
(

1
0
1

)
+
(

1
0
−1

)
−
∑
ε

Qε

e
div(y) = P+ + P− +

(
1
i
0

)
+
(

1
−i
0

)
−
∑
ε

Qε

(giustamente, divisori di grado zero).

(5) Poiché si ricava facilmente che

div

(
dx

1− 2y2

)
=
(

1
i
0

)
+
(

1
−i
0

)
e div

(
x

y

dx

1− 2y2

)
=
(

1
0
1

)
+
(

1
0
−1

)
abbiamo che una base per lo spazio dei differenziali olomorfi è data da dx

1−2y2 e x
y

dx
1−2y2 .
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(6) Dal punto precedente abbiamo L (K) = 〈1, xy 〉 (usando come K il divisore canonico del primo

differenziale olomorfo trovato), e quindi la mappa canonica si esplicita come

ϕK : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(
x/y
1

)
(Q) =

(
x(Q)
y(Q)

)
(dove finiscono i punti P±?). Si vede subito che coincide con π∞, si tratta di un rivestimento
doppio e non di immersione, come già sapevamo in base al genere.

(7) Scegliamo P = P+. Per n > 2g − 1 = 3 il teorema di Riemann-Roch dà dimC L (nP ) = n − 1;

per n = 0 abbiamo dimC L (0) = 1 (per compattezza di C̃ ), per n = 1 abbiamo dimC L (P ) = 1

(perché C̃ non è omeomorfa alla sfera), e ci resta un dubbio per n = 2: la dimensione potrebbe
essere 1 oppure 2 (ma per questo basta controllare un generatore non costante di L (3P ), vedendo
se ha polo d’ordine 2 o 3 in P ).

Per n > 2g + 1 = 5 abbiamo una immersione di C̃ in Pn−2(C); per n = 4 abbiamo una mappa

olomorfa di C̃ in P2(C), che non può essere una immersione, poiché non esistono curve algebriche
piane lisce di genere 2.

(8) Osservando che la funzione x−y ha divisore 3P+ +P−−
∑
εQε, abbiamo che x

x−y ha unico polo

in P di ordine 2 (che divisore? e poi, perché non usare anche y
x−y ?), possiamo anche concludere

che dimC L (2P ) = 2. Possiamo esplicitare

L (nP ) =



C se n = 0
C se n = 1
〈1, x

x−y 〉 se n = 2

〈1, x
x−y 〉 se n = 3

〈1, x
x−y , (

x
x−y )2〉 se n = 4

〈1, x
x−y , (

x
x−y )2, x+y

(x−y)2 〉 se n = 5

(i numeratori servono per eliminare i poli diversi da P dei denominatori). Le mappe olomorfe
corrispondenti a questi divisori sono (a parte i casi banali) le seguenti tre:

(8.1)
ϕ|2P | = ϕ|3P | : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(
x/(x−y)

1

)
(Q) =

(
x(Q)

x(Q)−y(Q)

)
che è un rivestimento con due fogli di P1(C) (suriettivo, quindi).

(8.2)
ϕ|4P | : C̃ −→ P2(C)

Q 7−→
(

1
x/(x−y)

x2/(x−y)2

)
(Q)

che ha immagine la curva piana di equazione Y = X2. Possiamo concludere che ϕ|4P | non è
iniettiva (né immersiva, come già sapevamo). D’altra parte, ϕ|4P | è un altro rivestimento con due
fogli della sfera di Riemann, travestimento del precedente.

(8.3)
ϕ|5P | : C̃ −→ P3(C)

Q 7−→

(
1

x/(x−y)

x2/(x−y)2

(x+y)/(x−y)2

)
(Q)

che è certamente una immersione perché 5P è divisore molto ampio, e ha immagine la curva un
cui sistema di equazioni affini si ottiene eliminando x e y dal sistema

X0 = 1

X1 =
x

x−y

X2 =
x2

(x−y)2

X3 =
x+ y

(x− y)2

y2(y2 − 1) = −x2(x2 + 1)

ovvero da



Y = X2

x =
Y

Z

(
X − 1

X
+ 1

)
y = x

X − 1

X

y2(y2 − 1) = −x2(x2 + 1)
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e quindi la curva di equazioni {
Y = X2

Z2 = −(2X − 1)((X − 1)4 + Y 2)

(dopo qualche sostituzione e semplificazione).

P.S. Come al solito lo scheletro reale della curva non aiuta molto nella comprensione della geometria
complessa, anche se in questo caso qualcuno dei risultati precedenti è visibile:

(il disco rappresenta il piano proiettivo reale, la circonferenza esterna - modulo antipodia - la
retta impropria usuale; sono rappresentati gli assi coordinati e alcune rette “verticali” che vedono
punti di ramificazione per la proiezione verticale).

1.5. ulteriore appello (2007).
Testo.

Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2 − Y 4 −X4 = 0

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C ;

(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle
ascisse;

(3) esistono rivestimenti ramificati con due fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno e
studiare il luogo di ramificazione)?

(4) determinare il divisore div(dX) del differenziale dX, e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃ ;
(5) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃ ) dei differenziali olomorfi;

(6) esistono immersioni di C̃ nel piano proiettivo complesso? Esistono rivestimenti ramificati con due

fogli di C̃ su un toro?
(7) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L (nP ) dove P è un punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C . Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e
di che dimensione)?

(8) fino al secondo di tali n, si descrivano generatori per L (nP ) ed equazioni cartesiane per l’immagine

di C̃ tramite ϕ|nP |.

Soluzione. Chiamiamo x, y le funzioni X, Y ristrette a C , in modo da usare X,Y per le coordinate
affini usuali.

(1) L’unico punto singolare della curva è l’origine affine, dove c’è un punto doppio non ordinario con
due posti (lineari, di classe 1 e tangenti Y ) di parametrizzazione P± =

(
T

±T 2+···
)
. Un tacnodo?

Una generica polare (per esempio quella rispetto al punto improprio delle ordinate, di equazione
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Y −2Y 3) ha molteplicità di intersezione 2 con entrambi i posti. In questo caso quindi il contributo

alla formula di Plücker per il genere è 2 2−1+1
2 = 2, e il genere risulta g = 1; C̃ è quindi un toro.

(2) Chiamiamo π : C̃ → P1(C) la proiezione. Si tratta chiaramente di un rivestimento ramificato
con 4 fogli. I punti di ramificazione sono i punti della curva a tangente verticale (non i posti del
tacnodo, essendo lineari), cioè che annullano la derivata rispetto a Y dell’equazione (Y (1−2Y 2)).

Si tratta quindi degli otto punti P±i =

(
1
αi

±/
√

2

)
(sulle due rette 2Y 2 = 1). Tutti con ramificazione

1. Quindi abbiamo Ram(π) =
∑
P±i , e ram(π) = 8, il che torna poiché da Riemann-Hurwitz

ritroviamo g = 1− 4 + 8
2 = 1.

(3) Siccome la curva è di genere 1, C̃ è una SdR iperellittica (ellittica, in effetti; di solito non si
dice iperellittica), e quindi è un rivestimento doppio della retta proiettiva. Una realizzazione π∞
di questo rivestimento si può ottenere proiettando C dall’origine sulla retta impropria, poiché
l’origine è punto doppio. In tal caso il divisore di ramificazione è formato dai punti di C la cui
tangente passa per l’origine (cioè soddisfano Y = 0), e si tratta dei quattro punti impropri (!,
ciascuno con ramificazione 1). Di nuovo abbiamo g = 1− 2 + 4

2 = 1.

(4) Considerando che dx è il differenziale immagine inversa del differenziale dX su P1(C) tramite la
mappa π prima studiata, possiamo applicare il teorema di Riemann-Hurwitz (versione differen-
ziali) e ottenere

div(dx) = π∗(−2∞) + Ram(π) = −2
∑
ε

Qε +
∑

P±i

dove Qε =
(

0
1
ε

)
con ε4 = −1 sono i punti impropri di C , che giustamente dà un divisore di grado

0 = 2g − 2.
In alternativa si può studiare l’ordine di dx nei vari punti:

ordQ(dx) =


0 se X è coordinata locale a Q
0 se Q = P± perché d(x) = d(T )
1 se Q è affine, ma X non è coordinata locale
−2 se Q è uno dei punti impropri

dove i punti che non hanno X come coordinata locale sono quelli che annullano la derivata parziale
rispetto a Y dell’equazione della curva, quindi i punti che abbiamo visto di ramificazione per la
proiezione sull’asse delle ascisse. Per i punti impropri abbiamo che ζ = X0/X1 è una coordinata

locale (controllare le tangenti in tali punti), e quindi dX = d
(

1
ζ

)
= − 1

ζ2 dζ presenta un polo

d’ordine 2 (si ricordi che X = X1

X0
= X1/X1

X0/X1
= 1

ζ ).

Invece risulta facilmente che

div(x) = P+ + P− +
(

1
0
1

)
+
(

1
0
−1

)
−
∑
ε

Qε

e
div(y) = 2P+ + 2P− −

∑
ε

Qε

(giustamente, divisori di grado zero).

(5) Poiché si ricava facilmente che

div

(
dx

1− 2y2

)
= 0

abbiamo che una base per lo spazio dei differenziali olomorfi è data da dx
1−2y2 o anche da ydy

x3 .
La mappa canonica in questo caso è particolarmente inutile: il codominio è un solo punto.

(6) I tori si realizzano come curve ellittiche piane, quindi esistono immersioni di C̃ nel piano complesso
come curve di grado 3, e per questo basta prendere la mappa associata ad un divisore (effettivo)
di grado 3 (lo faremo dopo).
Per la formula di Riemann-Hurwitz i rivestimenti tra tori sono privi di ramificazione. E per ogni
n esistono rivestimenti (non ramificati) di ogni toro su sè: basta considerare la mappa P 7→ nP ,
sfruttando la struttura di gruppo abeliano del toro stesso, ma queste sono mappe con n2 fogli.
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Sfruttando la biquadraticità dell’equazione in X oppure in Y si possono trovare rivestimenti con
due fogli di curve più semplici di cui studiare il genere.

(7) Scegliamo P = P+. Per n > 2g − 1 = 1 il teorema di Riemann-Roch dà dimC L (nP ) = n; per

n = 0 abbiamo dimC L (0) = 1 (per compattezza di C̃ ).

Per n > 2g + 1 = 3 abbiamo una immersione di C̃ in Pn−1(C).

(8) Osservando che la funzione y−x2 ha divisore 6P+ + 2P−− 2
∑
εQε, abbiamo che y2

y−x2 ha unico

polo in P di ordine 2 (che divisore?). Possiamo esplicitare

L (nP ) =



C se n = 0
C se n = 1
〈1, y2

y−x2 〉 se n = 2

〈1, y2

y−x2 ,
xy
y−x2 〉 se n = 3

〈1, y2

y−x2 ,
xy
y−x2 ,

x2

y−x2 〉 se n = 4

(i numeratori servono per eliminare i poli diversi da P dei denominatori). Le mappe olomorfe
corrispondenti a questi divisori sono (a parte i casi banali) le seguenti tre:

(8.1)
ϕ|2P | : C̃ −→ P1(C)

Q 7−→
(
y2/(y−x2)

1

)
(Q)

che è un rivestimento con due fogli di P1(C) (suriettivo, quindi).
(8.2)

ϕ|3P | : C̃ −→ P2(C)

Q 7−→
(

1
y2/(y−x2)

xy/(y−x2)

)
(Q)

che ha immagine la curva piana un cui sistema di equazioni affini si ottiene eliminando x e y dal
sistema 

X0 = 1

X1 =
y2

y−x2

X2 =
xy

y−x2

y2(y2 − 1) = −x4

ovvero da


x =

XY

Y 2 +X

y =
X2

Y 2 +X

y2(y2 − 1) = −x4

e quindi la curva di equazione 2Y 2 = X3 −X (dopo sostituzione e qualche semplificazione).
(8.3)

ϕ|4P | : C̃ −→ P3(C)

Q 7−→

 1
y2/(y−x2)

xy/(y−x2)

x2/(y−x2)

 (Q)

che è certamente una immersione perché 4P è divisore molto ampio, e ha immagine la curva un
cui sistema di equazioni affini si ottiene eliminando x e y dal sistema

X0 = 1

X1 =
y2

y−x2

X2 =
xy

y−x2

X3 =
x2

y−x2

y2(y2 − 1) = −x4

ovvero da



x =
XY

Y 2 +X

y =
X2

Y 2 +X

2Y 2 = X3 −X

Z =
x2

y−x2

e quindi la curva di equazioni {
2Y 2 = X3 −X
ZX = Y 2
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(dopo qualche sostituzione e semplificazione).

P.S. Come al solito lo scheletro reale della curva non aiuta molto nella comprensione della geometria
complessa, anche se in questo caso qualcuno dei risultati precedenti è visibile:

(il disco rappresenta il piano proiettivo reale, la circonferenza esterna - modulo antipodia - la
retta impropria usuale; sono rappresentati gli assi coordinati e alcune rette “verticali” che vedono
punti di ramificazione per la proiezione verticale).

2. Problemi (a.a. 2014/15)

2.1. prima prova parziale (4 aprile 2015).

Esercizio 1. Sia ϕ(z) = z3(z+1)
(z−1)2 mappa di P1(C) in sè.

(a) Mostrare che è rivestimento ramificato, determinando il numero di fogli, punti e valori di ramifi-
cazione.

(b) Verificare la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ, determinando per ogni punto molteplicità e
ramificazione.

Risultati.
(a) Si tratta di un rivestimento di grado 4. I punti di ramificazione con immagine affine si trovano

dagli zeri della derivata (e la loro molteplicità come zeri della derivata è la ramificazione)

dϕ

dz
=
z2(2z2 − 3z − 3)

(z − 1)3

e sono 0 (con ramificazione 2) e 3±
√

33
4 (con ramificazione 1 ciascuno). Il punto improprio∞ =

(
0
1

)
ha antimmagine formata dai due punti 1 e ∞ entrambi di molteplicità 2 e dunque ramificazione
1.

(b) La formula di Riemann-Hurwitz prevede ramificazione totale 6, che è giusto la somma delle
ramificazioni sui cinque punti trovati.

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2−X3−Y 4 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C;
(2) si consideri ora la curva proiettiva piana (complessa) D di equazione Y − X3 − Y 2 = 0; de-

terminarne il genere, e determinare grado e ramificazione della mappa ϕ di C̃ su D̃ indotta da
ϕ(X,Y ) = (X,Y 2);

(3) si consideri ora la curva proiettiva piana (complessa) E di equazione Y −X−Y 2 = 0; determinarne

il genere, e determinare grado e ramificazione della mappa ψ di C̃ su Ẽ indotta da ψ(X,Y ) =
(X3, Y 2);
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(4) determinare i divisori sulla curva C delle funzioni X, Y e dei differenziali dX, dY .

• Esistono differenziali olomorfi di C aventi come divisore il punto improprio di C contato due volte?

Risultati.

(1) L’unico punto singolare
(

1
0
0

)
. Disomogeneizzando rispetto a X0 si vede che si tratta di una

cuspide semplice, quindi di un solo posto con molteplicità 2, classe 1 e tangente Y = 0.
Il genere di C̃ è quindi (essendo 4 il grado di C) 3·2

2 − 1 = 2 (formula di Plücker classica: ogni
cuspide ordinaria contribuisce con −1, come i nodi). Conviene scrivere la parametrizzazione

dell’unico posto della cuspide P che inizia con

(
1
T 2

T 3

)
e del posto dell’unico punto improprio P∞

che inizia con

(
T 4

1
T

)
.

(2) La cubica D è non singolare, quindi di genere 1. La mappa ϕ ha chiaramente due fogli e ramifica
nei punti con Y = 0, cioè in P e in P∞ (ovviamente con ramificazione 1 ciascuno). La ramificazione
totale è 2, come prevede la formula di Riemann-Hurwitz.

(3) La conica E è non singolare, quindi di genere 0. La mappa ψ ha chiaramente sei fogli e ramifica
nei punti con X = 0 oppure Y = 0, cioè in P e in P∞ (con ramificazione 5 ciascuno) e nei punti(

1
0
±1

)
(con ramificazione 2 ciascuno). La ramificazione totale è 14, come prevede la formula di

Riemann-Hurwitz.

(4) detti P± =
(

1
0
±1

)
e Qi,±

(
1
ξi

±1/
√

2

)
con ξ3

i = 3/4,

div(X) = 2P + P+ + P− − 4P∞

div(Y ) = 3P − 3P∞

div(1− 2Y 2) =
∑

Qi,± − 6P∞

div
dX

Y (1− 2Y 2)
= div

dY

X2
= −2P + 4P∞

div(dX) = P +
∑

Qi,± − 5P∞

div(dY ) = 2P + 2P+ + 2P− − 4P∞

• Non ne esistono: i differenziali olomorfi sono tutti combinazioni complesse di dY
X e Y

X
dY
X , e

bisognerebbe avere una funzione αX + βY con divisore 2P − 2P∞ (ma hanno tre o quattro zeri
affini).

2.2. seconda prova parziale (9 giugno 2015).
Esercizio 1. Si ricordi che una Superficie di Riemann compatta si dice trigonale se ammette un

rivestimento con tre fogli di P1(C).
(a) Mostrare che ogni Superficie di Riemann compatta non iperellittica di genere 3 è trigonale.
(b) Mostrare che ogni Superficie di Riemann compatta non iperellittica di genere 4 è trigonale.
(c) Calcolare la dimensione dello spazio delle classi di isomorfismo delle Superficie di Riemann com-

patte trigonali di genere g e dedurne che per g > 5 esistono Superficie di Riemann compatte non
trigonali.

Risultati.
(a) Ogni SdRc di genere 3 che non sia iperellittica viene immersa dal suo sistema canonico come

quartica liscia nel piano proiettivo; basta considerare la proiezione da un qualsiasi suo punto
verso una retta complementare: si tratta di un rivestimento con tre fogli. Di tali rivestimenti ne
esiste essenzialmente uno per ogni punto della SdRc.

(b) Ogni SdRc di genere 4 che non sia iperellittica viene immersa dal suo sistema canonico come
intersezione di una quadrica e una cubica nello spazio proiettivo; le rette di una schiera della
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quadrica intersecano la cubica in tre punti e formano un sistema lineare di dimensione 1 e grado
3, quindi un rivestimento con tre fogli di P1(C). Di tali rivestimenti ne esistono essenzialmente
due, quelli delle due schiere.

(c) Se il genere g è sufficientemente grande (> 4), possiamo vedere che esiste solo un numero finito di
tali rivestimenti, e quindi identificare lo spazio delle classi di isomorfismo di SdRc trigonali con le
coppie (X,π) con π rivestimento trigonale, a sua volta determinato dai suoi punti di ramificazione,
che sono genericamente di ramificazione semplice, e quindi 2(g + 2) punti distinti per Riemann-
Hurwitz. Quindi la dimensione cercata è quella delle collezioni non ordinate di 2g+4 punti in una
retta proiettiva, quindi 2g + 1. Siccome il conteggio di Riemann per la dimensione dello spazio
delle classi di isomorfismo delle SdRc di genere g dà dimensione 3g−3 abbiamo che 3g−3 > 2g+1
(quindi esistono SdRc non trigonali, e anzi quelle non trigonali sono generiche) se g > 4.

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 3−Y 5−X4 = 0;

si osservi che
(

1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare (con un solo posto posto

(
T 3

T 4+···
)
). Sia C̃ la Superficie

di Riemann associata; verificare che il genere è 3.

(1) calcolare i divisori div(X), div(Y ) e div(1− Y 2) delle funzioni X, Y e 1− Y 2 su C̃;
(2) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi;

(3) esplicitare la mappa canonica di C̃; si tratta di una immersione?

(4) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

Risultati.

(1) Chiamiamo P il punto corrispondente al punto singolare, P∞ =
(

0
1
0

)
l’unico punto di intersezione

con la retta impropria: si tratta di un posto di flesso

(
T 5+···

1
T

)
, e Q± =

(
1
0
±1

)
. Allora div(x) =

3P +Q+ +Q− − 5P∞, div(y) = 4P − 4P∞, div(1− y2) = 4Q+ + 4Q− − 8P∞.

(2) Si vede per sostituzione dei posti che il differenziale dy/x3 ha divisore −6P + 10P∞, quindi dy/x
è olomorfo con divisore 2Q+ + 2Q−, e la funzione y/x avendo divisore P − Q+ − Q− + P∞
abbiamo che i differenziali (y/x)dy/x e (y/x)2dy/x sono olomorfi con divisori P +Q+ +Q−+P∞
e 2P + 2P∞ rispettivamente. Essendo 3 differenziali indipendenti, sono una base di Ω1(C̃).

(3) Il sistema canonico dà quindi la mappa determinata dalle funzioni meromorfe 1, y/x, (y/x)2, che
chiaramente ha immagine contenuta in una conica irriducibile del piano, quindi non può essere
una immersione (sarebbe un isomorfismo con una curva di genere nullo). Concludiamo che C̃ è
superficie di Riemann iperellittica, come già si poteva capire osservando che C era di grado 5 con
un punto triplo: proiettando dal punto singolare si ottiene un rivestimento con due fogli di una
retta proiettiva, che corrisponde proprio alla mappa canonica.

(4) Per n > 2g−1 = 5 la formula di Riemann-Roch dà dimC L(nP ) = n− g+ 1 = n−2. Per n = 0, 1
abbiamo certamente dimC L(0) = dimC L(P ) = 1 (solo le funzioni costanti). Per n = 2, se
esistessero funzioni con esattamente 2 poli in P , allora 2P dovrebbe comparire tra i divisori della
mappa canonica, ovvero tra le fibre della proiezione dal punto singolare (e ciò non succede), quindi
dimC L(2P ) = 1. Per n = 4 abbiamo la funzione 1/y che ha esattamente 4 poli in P (olomorfa
altrove), e si trovano facilmente funzioni che hanno esattamente 5 poli (per esempio x/y2, oppure
y(1 − y2)/x3) e 6 poli (per esempio x2/y3) in P . Quindi concludiamo che dimC L(4P ) = 2 e
dimC L(3P ) = 1 (e anche dimC L(2P ) = 1 se non si fosse visto prima). Quindi la sequenza di
dimensioni dimC L(nP ) è data da 1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, . . ..

Certamente per n > 2g + 1 = 7 abbiamo immersioni in spazi proiettivi di dimensione n − 3
(quindi in P4(C) per n = 7). Per n = 5 abbiamo una mappa verso P2(C), che non può essere una
immersione: le curve piane lisce di genere 3 sono delle quartiche, e non sono iperellittiche. Per
n = 6 abbiamo una mappa verso P3(C) definita dalle funzioni meromorfe 1, 1/y, x/y2, x2/y3 che
è iniettiva ma non è una immersione: per esempio si può controllare che l’immagine del punto
P∞ ha un posto non lineare.
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2.3. primo appello (23 giugno 2015).
Esercizio 1. Si ricordi la definizione degli spazi L(D) associati ai divisori di X (superficie di

Riemann compatta).
(a) Mostrare che D1 6 D2 implica L(D1) 6 L(D2). Quando vale l’uguaglianza?
(b) Mostrare che L(min(D1, D2)) = L(D1) ∩ L(D2).
(c) Mostrare che L(max(D1, D2)) > L(D1) + L(D2), mostrando qualche controesempio per l’altra

inclusione anche nel caso di divisori effettivi.

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 3−Y 5−X5 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C;
(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle

ascisse; esistono rivestimenti ramificati con due fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno
e studiare il luogo di ramificazione)?

(3) determinare il divisore div(dY ) del differenziale dY , e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃;
(4) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi; esplicitare la mappa

canonica di C̃; si tratta di una immersione?
(5) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e
di che dimensione)? fino al secondo di tali n, si descrivano generatori per L(nP ) ed equazioni

cartesiane per l’immagine di C̃ tramite ϕ|nP |.

2.4. secondo appello (14 luglio 2015).
Esercizio 1. Si ricordi la definizione degli spazi di funzioni meromorfe L(D) associati ai divisori

di X (superficie di Riemann compatta).
(a) Mostrare che D1 6 D2 implica L(D1) 6 L(D2). Vale il viceversa?
(b) Supponiamo che D1 6 D2 e L(D1) = L(D2). Possiamo concludere che D1 = D2? E se gli spazi

sono non nulli?
(c) Cosa si può dire della dimensione degli spazi L(nP ) e K(nP ) ove n ∈ Z e P ∈ X?

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2−Y 5−X5 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C;
(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle

ascisse; esistono rivestimenti ramificati con tre fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno
e studiare il luogo di ramificazione)?

(3) determinare il divisore div(dY ) del differenziale dY , e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃;
(4) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi; esplicitare la mappa

canonica di C̃; si tratta di una immersione?
(5) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente al

punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

2.5. terzo appello (25 agosto 2015).
Esercizio 1. Una Superficie di Riemann si dice iperellittica se ammette un rivestimento con

due fogli sulla retta proiettiva, e si dice trigonale se ammette un rivestimento con tre fogli sulla retta
proiettiva.
(a) Mostrare che tutte le Superficie di Riemann di genere minore o uguale a 2 sono sia iperellittiche

sia trigonali.
(b) Mostrare le Superficie di Riemann di genere 3 sono o iperellittiche o trigonali (non entrambi).
(c) Cosa si può dire per le Superficie di Riemann di genere maggiore? (sugg.: se è iperellittica allora

non è trigonale?)
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Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2−Y 5−X4 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C;
(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle

ascisse; esistono rivestimenti ramificati con tre fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno
e studiare il luogo di ramificazione)?

(3) determinare il divisore div(dY ) del differenziale dY , e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃;
(4) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi; esplicitare la mappa

canonica di C̃; si tratta di una immersione?
(5) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L(nP ) dove P è un posto di C̃ centrato sul punto

singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di che
dimensione)?

2.6. quarto appello (8 settembre 2015).
Esercizio 1. Una Superficie di Riemann si dice k-gonale se ammette un rivestimento con k fogli

sulla retta proiettiva.
(a) Mostrare che per ogni genere g esiste un intero k tale che tutte le SdR di genere g sono k-gonali.
(b) Fissato un genere g, qual è il minimo k tale che tutte le curve di genere g sono k-gonali?
(c) È vero che per ogni genere g esistono curve 2-gonali e 3-gonali?

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione Y 2−Y 4−X5 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C;
(2) determinare grado e ramificazione della mappa di C̃ su P1(C) data dalla proiezione sull’asse delle

ascisse; esistono rivestimenti ramificati con tre fogli di C̃ su P1(C) (eventualmente, indicarne uno
e studiare il luogo di ramificazione)?

(3) determinare il divisore div(dY ) del differenziale dY , e i divisori div(X), div(Y ) delle funzioni X,

Y su C̃;
(4) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi; esplicitare la mappa

canonica di C̃; si tratta di una immersione?
(5) determinare per ogni n > 0 dimensione su C di L(nP ) dove P è un posto di C̃ centrato sul punto

singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di che
dimensione)?

3. Problemi (a.a. 2015/16)

3.1. prima prova parziale (29 marzo 2016).
Esercizio 1. Sia ϕ(z) = 1

z3(1+z2) mappa di P1(C) in sè.

(a) Determinare il numero di fogli e verificare la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ, determinando
per ogni punto molteplicità e ramificazione.

(b) Si consideri ora la mappa ϕ ◦ ϕ. Possibilmente senza fare conti, si determinino punti di ramifi-
cazione e le loro ramificazioni, verificando la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ ◦ ϕ.

Risultati.
(a) si tratta di un rivestimento con 5 fogli, quindi ramificazione totale 8. Dalla derivata si trovano

con z = ±i
√

3/5 semplici (ramificazione 1 ciascuno); chiaramente 0 viene mandato a ∞ con
molteplicità 3 (ramificazione 2), mentre ∞ viene mandato a 0 con molteplicità 5 (ramificazione
4).

(b) La composizione è rivestimento con 25 fogli, quindi ramificazione totale 48. I punti di ramifi-
cazione della mappa composta vanno cercati tra quelli di ramificazione di ϕ, e quelli che hanno
immagine in punti di ramificazione: 0 e∞ vanno in sè stessi con molteplicità 15 ciascuno (ramifi-
cazione 14 ciascuno), ±i vanno in 0 (passando per ∞) con molteplicità 5 ciascuno (ramificazione
4 ciascuno), i punti ±i

√
3/5 hanno molteplicità 2 ciascuno (ramificazione 1 ciascuno), e infine vi
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sono 10 punti con immagine tramite ϕ in ±i
√

3/5, e per ciascuno molteplicità 2 (ramificazione 1
per ciascuno); il totale è giustamente 48.

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione (Y −X2)2−Y 5 = 0;

(1) determinare i punti singolari di C e il genere della Superficie di Riemann C̃ che desingolarizza C;
(2) si consideri ora la curva proiettiva piana (complessa) D di equazione (Y − X)2 − Y 5 = 0; de-

terminarne il genere, e determinare grado e ramificazione della mappa ϕ di C̃ su D̃ indotta da
ϕ(X,Y ) = (X2, Y );

(3) la superficie C ammette rivestimenti di ordine 3 sulla sfera di Riemann? Eventualmente determi-
narne uno e studiare i punti di ramificazione.

(4) Determinare i divisori sulla curva C delle funzioni X, Y e Y −X2.
(5) Determinare i divisori sulla curva C dei differenziali dY , dX e tutti i differenziali olomorfi di C.

Risultati.
(1) L’unico punto singolare è

(
1
0
0

)
, doppio con tangente doppia, con due posti di parametrizzazione

del tipo P± =

(
1
T

T 2±T 5···

)
. La molteplicità di intersezione con una polare generica è 5 (per

ciascun posto), quindi il genere è g = 6− 5 = 1, cioè C̃ è un toro.
(2) Il rivestimento è con due fogli, è ramificato almeno ai punti impropri delle curve (che sono uno

solo, per entrambe), quindi D non può essere di genere 1 (tra tori i rivestimenti non ramificano),
e ha perciò genere 0 (si può vedere anche studiando i punti singolari di D, che sono due, e
hanno invarianti di Plucker 2 e 4, o anche più semplicemente notando che dall’equazione si legge

direttamente una parametrizzazione razionale
(
Y−X=T 5

Y=T 2

)
, da cui si deduce subito il genere nullo).

I punti di ramificazione (con ramificazione necessariamente 1) sono il punto improprio e i tre
punti di intersezione con X = 0 diversi dai posti nel punto singolare.

(3) Rispetto alla variabile X0 l’equazione omogenea ha grado 3, quindi proiettando su un asse rispetto
a X0 otteniamo un rivestimento con tre fogli, che deve avere totale ramificazione 6. Vanno cercati

tra i punti della curva e della sua polare rispetto a
(

1
0
0

)
.

(4) Detti Pi i 6 punti affini lisci a tangente verticale, Qj i 3 punti affini lisci a tangente orizzontale,

e P∞ =
(

0
1
0

)
,

div(X) = P+ + P− +
∑

j
Qj − 5P∞

div(Y ) = 2P+ + 2P− − 4P∞

div(Y −X2) = 5P+ + 5P− − 10P∞
(5) Abbiamo

div(dX) =
∑

i
Pi − 6P∞

div(dY ) = P+ + P− +
∑

j
Qj − 5P∞

e di conseguenza di vede che il differenziale d(Y )/X è olomorfo; essendo il genere 1, tutti i
differenziali olomorfi sono multipli scalari complessi di questo.

3.2. seconda prova parziale (7 giugno 2016).
Esercizio 1. Sia X una Superficie di Riemann compatta iperellittica di genere g > 0, e D = P+Q

un divisore (P,Q punti di X) con L(D) 6= C.
(a) Determinare la dimensione di L(kD) per ogni k ∈ N.
(b) Quali mappe proiettive definiscono i divisori kD per k ∈ N? Quali sono immersioni?
(c) Quali divisori positivi di grado due di X danno luogo a rivestimenti con due fogli sulla sfera di

Riemann? Esistono, e quanti, punti R tali che L(2R) 6= C?

Risultati.
(a) Chiaramente L(D) ha dimensione 2 (al massimo sarebbe 3, ma allora si tratta di una sfera),

quindi è generato da 1 e una funzione f con poli semplici in P e Q. Per 2k > 2g − 1, cioè
k > g possiamo usare Riemann-Roch e ottenere dimC L(kD) = 2k + 1− g, quindi dimC L(gD) =
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g + 1 (da l̀ı in poi aumenta di 2 ad ogni passo). Per k < g osserviamo che 1, f, f2, . . . , fk

appartengono evidentemente a L(kD), quindi la sequenza delle dimensioni cresce di uno ad ogni
passo: dimC L(kD) = k + 1 per k 6 g.

(b) Fino a k = g−1, che è il sistema canonico, abbiamo che le mappe proiettive sono tutte rivestimenti
di ordine due della sfera, seguite dalla immersione di Veronese in Pk(C). Per k > g abbiamo
immersioni perché deg(kD) = 2k > 2g, e per k = g abbiamo ancora un rivestimento con due fogli
(perché L(gD) = 〈1, f, f2, . . . , fg〉).

(c) I divisori positivi di grado due che hanno spazio L non banale sono quelli formati dai punti delle
fibre del rivestimento definito da f ; in particolare i punti doppi sono quelli di ramificazione di
quel rivestimento, che quindi sono 2(g + 1) per la formula di Riemann-Hurwitz.

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione (Y −X2)2−XY 4 =

0; si osservi che
(

1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare (con un solo posto posto

(
T 2

T 4+T 9+···
)
). Sia C̃ la

Superficie di Riemann associata; verificare che il genere è 2.
(1) calcolare i divisori div(X), div(Y ) e div(Y −X2) delle funzioni X, Y e Y −X2 su C̃;
(2) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi;

(3) esplicitare la mappa canonica di C̃; si tratta di una immersione?

(4) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

(5) Se possibile determinare rivestimenti con 2, 3, 4 fogli di C̃ sulla sfera di Riemann. È vero che per

ogni n esistono rivestimenti con n fogli di C̃ sulla sfera di Riemann?

Risultati.
(1) Chiamiamo P il punto corrispondente al punto singolare. Le intersezioni con la retta impropria

sono P∞ =
(

0
0
1

)
con unico posto di flesso

(
T

T 3+···
1

)
, e Q∞ =

(
0
1
0

)
con unico posto di flesso(

T 4+···
1
T

)
. Allora div(x) = 2P + 2P∞ − 4Q∞, div(y) = 4P − P∞ − 3Q∞, div(y − x2) = 9P −

P∞ − 8Q∞.
(2) Si vede per sostituzione dei posti che il differenziale ω = dx/∂yf ha divisore −8P + 2P∞ + 8Q∞,

quindi y2ω è olomorfo con divisore 2Q∞, e (y − x2)ω è olomorfo con divisore P + P∞ Essendo 2

differenziali indipendenti, sono una base di Ω1(C̃).
(3) Il sistema canonico dà quindi la mappa determinata dalle funzioni meromorfe y2, y−x2. Essendo

di genere 2, C̃ è superficie di Riemann iperellittica.
(4) Per n > 2g − 1 = 3 la formula di Riemann-Roch dà dimC L(nP ) = n − g + 1 = n − 1. Per

n = 0, 1 abbiamo certamente dimC L(0) = dimC L(P ) = 1 (solo le funzioni costanti). Siccome le
funzioni xy

y−x2 , 1
y , y

y−x2 hanno poli solo in P di ordini rispettivamente 3, 4, 5, possiamo dedurre

che dimC L(2P ) = 1. Quindi la sequenza di dimensioni dimC L(nP ) è data da 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5, . . ..
Certamente per n > 2g + 1 = 5 abbiamo immersioni in spazi proiettivi di dimensione n − 2
(quindi in P3(C) per n = 5). Per n = 4 abbiamo una mappa verso P2(C), che non può essere una
immersione.

(5) Con due fogli abbiamo il rivestimento canonico, con tre fogli la proiezione dall’origine (punto
doppio) sulla retta impropria, con quattro fogli le proiezioni sugli assi cartesiani. Per ogni n

esistono rivestimenti con n fogli di C̃ sulla sfera di Riemann, perché basta usare un sistema
lineare di dimensione 1 negli spazi L(nP ).

3.3. primo appello (21 giugno 2016).

Esercizio 1. Sia ϕ(z) = z3(z+1)2

(z−1)2 mappa di P1(C) in sè.

(a) Determinare il numero di fogli e verificare la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ, determinando
per ogni punto molteplicità e ramificazione.

(b) Si considerino ora due mappe olomorfe ϕ : X → Y e ψ : Y → Z di superficie di Riemann
compatte. Determinare i punti di ramificazione (e la loro ramificazione) della composizione ψ ◦ϕ,
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e una formula per la ramificazione totale della composta (in termini delle ramificazioni per ϕ e
ψ). Quando il risultato è simmetrico nei due termini?

Risultati.

(a) Derivando ϕ e con qualche considerazione sull’immagine inversa di ∞ otteniamo il divisore di
ramificazione 2(0) + (−1) + (2 + i

√
5) + (2 − i

√
5) + 2(∞) + (1), di grado 8 visto che è un

rivestimento con 5 fogli tra superficie di Riemann compatte di genere nullo.

(b) Se ϕ è di ordine m in P e ψ è di ordine n in ϕ(P ), allora ψ ◦ ϕ è di ordine mn in P (perché
ϕ(z) = zm e ψ(w) = wn implica...), cioè mP (ψ ◦ ϕ) = mP (ϕ)mϕP (ψ). Sommando sui punti,
oppure usando la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ : X → Y , ψ : Y → Z e ψ ◦ ϕ : X → Z
(ram(ϕ) = eϕχX − χY ecc.) troviamo ram(ψ ◦ ϕ) = eϕram(ψ) + ram(ϕ).

Nel caso X = Z hanno senso entrambe le composizioni, e il risultato è simmetrico (nel senso che
ram(ψ ◦ ϕ) = ram(ϕ ◦ ψ)) sse gX = gY .

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione affine Y 2 −X3 −
X5 − Y 4 = 0; si osservi che

(
1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare e vi è un solo posto posto

(
T 2

T 3+T 7/2+···
)
.

Sia C̃ la Superficie di Riemann associata; verificare che il genere è 5.

(1) calcolare i divisori delle funzioni X, Y , 1 +X2 e Y 2 −X2 − 1 su C̃;
(2) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

(3) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi; Esistono differenziali
olomorfi che abbiano zeri solo in P?

(4) esplicitare la mappa canonica di C̃; si tratta di una immersione?

(5) Se possibile determinare rivestimenti con 2, 3, 4, 5, 6 fogli di C̃ sulla sfera di Riemann.

Risultati. L’unico punto improprio della curva è P∞ =
(

0
0
1

)
con parametrizzazione

(
−T 5+···

T
1

)
.

(1) I divisori richiesti sono:

div(X) = 2P +

(
1
0
±1

)
− 4P∞

div(Y ) = 3P +

(
1
±i
0

)
− 5P∞

div(1 +X2) = 2

(
1
±i
0

)
+

(
1
±i
1

)
+

(
1
±i
−1

)
− 8P∞

div(Y 2 −X2 − 1) = 2

(
1
0
±1

)
+ 2

(
1
±i
0

)
+

(
1
−1

±
√

2

)
− 10P∞

(2) Combinando i divisori precedenti si trovano funzioni con soli poli in P di ordine 6 (per es-

empio 1+X2

Y 2 ), 7 (per esempio Y 2−X2−1
X2Y e 8 (per esempio Y 2−X2−1

XY 2 ; usando anche una cu-

bica che intersechi C con molteplicità 3 nei punti
(±i

0

)
(deve avere tangenti comuni, si trova

X2 = Y 3 − 1) e dividendo per Y 3 si trova una funzione con esattamente 9 poli in P . Sapendo
che dimC L(nP ) = n + 1 − g = n − 4 per n > 2g − 1 = 9, quindi 5 per n = 9, vediamo che la
sequenza di dimensioni per nP (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) è 1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 5.

(3) Il differenziale ω = dX
Y−2Y 3 ha divisore dato da−2P+10P∞, quindi i differenzialiXω, Y ω,X2ω,XY ω, Y 2ω

sono olomorfi (e nei loro divisori P compare con molteplicità 0, 1, 2, 3, 4 rispettivamente).

Per avere un differenziale con zeri solo in P , dovremmo trovare una funzione con zeri in P , e si
può escludere con il punto precedente.

(4) La mappa canonica è chiaramente iniettiva, quindi una immersione e la superficie non è iperellit-
tica.
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(5) Non vi sono rivestimenti con 2 fogli (non è iperellittica), vi sono rivestimenti con 3 fogli (basta
proiettare da P , che è punto doppio), con 4 fogli (basta proiettare da un punto liscio della curva),
con 5 fogli (basta proiettare sull’asse delle X), e con 6 (basta usare una funzione non costante in
L(6P )).

3.4. secondo appello (12 luglio 2016).

Esercizio 1. Sia ϕ(z) = z2(z−1)3

(z+1)2 mappa di P1(C) in sè.

(a) Determinare il numero di fogli e verificare la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ, determinando
per ogni punto molteplicità e ramificazione.

(b) Si considerino ora le mappe olomorfe (iterate) ϕn di P1(C) in sè. Determinare i punti di ramifi-
cazione (e la loro ramificazione), e una formula per la ramificazione totale delle composizioni. [se
si preferisce, si può fare anche per una ϕ generica]

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione affine Y 2 −X3 −
X4 − Y 5 = 0; si osservi che

(
1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare (con un solo posto posto

(
T 2

T 3+T 5/2+···
)
).

Sia C̃ la Superficie di Riemann associata; verificare che il genere è 5.

(1) calcolare i divisori delle funzioni X, Y , 1− Y 3 e X2 + Y 3 − 1 su C̃;
(2) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi;

(3) esplicitare la mappa canonica di C̃; si tratta di una immersione?

(4) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

(5) Se possibile determinare rivestimenti con 2, 3, 4 fogli di C̃ sulla sfera di Riemann. Esistono dif-
ferenziali olomorfi che abbiano zeri solo in P?

Risultati. Molto simile all’esame precedente; conviene studiare anche la funzione 1 +X per ottenere
funzioni con soli poli in P .

3.5. terzo appello (30 agosto 2016).

Esercizio 1. Sia ϕ(z) = z3(z3−1)
z3+1 mappa di P1(C) in sè.

(a) Determinare il numero di fogli e verificare la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ, determinando
per ogni punto molteplicità e ramificazione.

(b) Determinare tutte le mappe di P1(C) in sè che hanno lo stesso divisore di ramificazione di ϕ.

Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione affine Y 3 − Y 4 −
X5 = 0; si osservi che

(
1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare (con un solo posto posto

(
T 3

T 5+T 10/3+···
)
). Sia

C̃ la Superficie di Riemann associata; verificare che il genere è 2.

(1) calcolare i divisori div(X), div(Y ) e div(1− Y ) delle funzioni X, Y e 1− Y su C̃;
(2) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi;

(3) esplicitare la mappa canonica di C̃; si tratta di una immersione?

(4) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)? Per il primo di tali divisori, si descriva l’immagine della curva.

(5) Se possibile determinare rivestimenti con 2, 3, 4 fogli di C̃ sulla sfera di Riemann. Esistono dif-
ferenziali olomorfi che abbiano zeri solo in P∞?

3.6. quarto appello (13 settembre 2016).

Esercizio 1. Sia ϕ(z) = z3(z−1)2

(z+1)3 mappa di P1(C) in sè.

(a) Determinare il numero di fogli e verificare la formula di Riemann-Hurwitz per ϕ, determinando
per ogni punto molteplicità e ramificazione.

(b) Si considerino ora le mappe olomorfe ϕn di P1(C) in sè date da ϕn(z) = ϕ(zn). Determinare i
punti di ramificazione (e la loro ramificazione), e una formula per il divisore di ramificazione.
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Esercizio 2. Si consideri la curva proiettiva piana (complessa) C di equazione affine (Y −X2)2−
X3Y 2−Y 5 = 0; si osservi che

(
1
0
0

)
ne è l’unico punto singolare (con un solo posto posto

(
T 2

T 4+T 7+···
)
).

Sia C̃ la Superficie di Riemann associata; verificare che il genere è 3.
(1) calcolare i divisori delle funzioni X, Y , ??? e Y −X2 su C̃;
(2) determinare una base su C dello spazio Ω1(C̃) dei differenziali olomorfi;

(3) esplicitare la mappa canonica di C̃; si tratta di una immersione?

(4) determinare, per ogni n > 0, la dimensione su C di L(nP ) dove P è il punto di C̃ corrispondente

al punto singolare di C. Per quali n questi divisori danno immersioni di C̃ in spazi proiettivi (e di
che dimensione)?

(5) Se possibile determinare rivestimenti con 2, 3, 4 fogli di C̃ sulla sfera di Riemann. Esistono dif-
ferenziali olomorfi che abbiano zeri solo in P?
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