Algebra 2 - 5 febbraio 2014

NoME E COGNOME: MATRICOLA:

Es1

Es2 | Es3 | Es4 | Esb5 | Es6 | Tot

Risolvere ciascun esercizio su una pagina nuova

1. Supponiamo che un gruppo G agisca su un insieme 2. Provare che se w € (), allora la cardinalita
dell’orbita di w tramite G coincide con 'indice dello stabilizzatore di w in G.

2. Siano F ed E due campi, con F < F esiau € E.

(a)
(b)

Si provi che u ¢ algebrico su F se e solo se il grado [F[u] : F] ¢ finito.

Si provi che se [F[u] : F] = n allora ogni elemento di F'[u] si scrive in uno e un solo modo

nella forma ag + a1u + -+ - + ap—1u™ ! con ag,...,a,_1 € F.

3. Sia F' = Z/7Z il campo di ordine 7. Su G = F x F* si definisca un’operazione ponendo, per
ogni (a,),(b,y) € G, (a,z)(b,y) = (a + b, zy).

(a)
(b)

Si provi che, con tale operazione, G € un gruppo.

Si provi che ponendo, per ogni u € F ed ogni (a,x) € G, (a,z) - u = xu — a si definisce
un’azione di G sull’insieme F.

Si provi che il nucleo di questa azione e il sottogruppo identico, concludendo che G &
isomorfo ad un sottogruppo di S7.

Per (c¢) possiamo identificare G con un sottogruppo di S7. Si provi che G contiene un
7-sottogruppo di Sylow di S7.

Si determini ny(.S7), il numero di 7-sottogruppi di Sylow di Sy.

~

Denotato con P un 7-sottogruppo di Sylow di S7, si dimostri che Ng,(P) = G.

4. Si considerino i seguenti due polinomi in Q[z] : fi(x) = 2® — 2 e fa(z) = 2* — 3. e siano E; ed
FE5 i rispettivi campi di spezzamento.

(a)
(b)
(c)
(d)
e)
)

(
(f

Provare che fi(z) e fo(x) sono irriducibili in Q[z].

Determinare [Eq : Q.

Determinare [Es : Q).

Provare che iv/3 € E; N Es.

Determinare [E; N Es : Q)

Sia E il campo di spezzamento di fi(x)f2(z). Determinare |E : Q.

5. Sia f(x) =2+ 622 +x+ 1€ Flz] con F =Z/7Z e sia A = F[z]/(f(z)).

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Fattorizzare f(x) in F[z].
Determinare 'ordine di F, un suo campo di spezzamento.
Quanti sono gli ideali massimali dell’anello A7

Quanti sono gli elementi invertibili dell’anello A?



