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Antes de comegar vamos clarificar o que significa para um invariante
de grupos “detectar” uma propriedade. Seja P uma propriedade que
um grupo pode ter, isto €, uma familia de grupos (dizemos que G tem
a propriedade P se G € P). Seja F uma familia de grupos finitos
contendo P e seja f : 7 — X uma fungédo “invariante”, isto &, tal que
f(A) = f(B) se A~ B. Vamos dizer que f “detecta a propriedade P
em F” (ou apenas “detecta a propriedade P” se F é a familia de
todos os grupos finitos) se e somente se

F1(f(P)) = P.

Por exemplo,

e f(G) := |G| detecta o fato de ser um p-grupo.

e f(G) := “o numero de fatores de composicdo de G” detecta o
fato de ser um grupo simples.

e f(G) := “o numero de fatores de composi¢cao nao abelianos de
G” detecta a solvabilidade.
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Vamos comecgar com a pergunta seguinte: dado um grupo finito G de
ordem n consideramos o polinbmio ménico de grau n

Polg := [ [ (X - o(a)).

acG

Este é obviamente igual a [ [, ,(X — m)‘m onde ¢, € o numero de
elementos de G de ordem m. Portanto, conhecer este polindmio é
equivalente a conhecer quantos elementos tem de qualquer ordem.
E conhecido que G — Polg detecta a nilpoténcia.

PERGUNTA (THOMPSON)

E verdade que Polg detecta a solvabilidade?

Em outras palavras, é verdade que se A, B sdo dois grupos finitos
com A soluvel e Poly = Polg entao B é soluvel também?

Este é um problema aberto.
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Uma outra interessante conjectura que vale a pena mencionar
(verdadeira no caso soluvel) é a seguinte:

CONJECTURA

Seja G um grupo finito de ordem n e seja C,, o grupo ciclico de
ordem n. Existe uma bijecdo f : G — C, tal que o(x) divide o(f(x))
para cada x € G.

Observamos que a existéncia de uma bijecdo como na conjectura é
equivalente a existéncia de uma familia {Sy : d|n} de subconjuntos
de G com a seguinte propriedade (aqui ¢ indica a fungao totiente de
Euler):

e Os conjuntos S, sdo disjuntos dois a doise G = Ud‘,, Sy-
e x9 =1 para cada x € Sy, para cada d|n.
o |S4| = ¢(d) para cada d|n.

E claro que a existéncia de uma tal bijegao implicaria facilmente, por
exemplo, que se G € um grupo de ordem nasoma ), ;0(x)° é
maxima para C, se s > 0 e minima para C, se s < 0.
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Seja Sg 1= ) _,cg 0(x). O seguinte resultado implica que G+ Sg
detecta a ciclicidade para grupos de ordem fixada.

~
~

TEOREMA (H. AMIRI, S.M.J. AMIRI, M. [SAACS)
Se G é um grupo néo ciclico de ordem n entdo Sg < Sg, .

A idéia é a seguinte. Supomos por contradicdo que Sg > Sg,. E
claro que
Sc, 21+ fw(n) > ng(n).

Devido a isso, Sg > ny(n) portanto \GI > ¢(n). Isso implica que
existe x € G tal que o(x) > ¢(n) e esse € maior ou igual a n/p onde
p é o maior divisor primo de n. Portanto,

|G- {(x)| = n/o(x) < n/(n/p) = p

e disso obtemos que p nao divide |G : (x)|, 0 que implica que (x)
contém um p-subgrupo de Sylow P de G que é normal em G (porque
x € Ng(P) e pelo teorema de Sylow p > |G: (x)| > |G : Ng(P)| =1
mod p).

Neste ponto pode-se aplicar indugao sobre P e G/P.
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Para discutir outras somas introduzimos algumas notacoes.
Para G um grupo finito de ordem n e m um divisor de n sejam

Im=|{x€ G : o(x)=m},

B(m):=|{xe G : x"=1}|

Evidentemente B(m) = 3_ ,, {a. Pela formula de invergao de
Moebius obtemos (m = }_,, x(m/d)B(d) onde . é a fungéo de
Moebius, definida como se segue: u(k) vale zero se k é divisivel por
um quadrado diferente de 1 e u(k) = (—1)! se k € um produto de t
numeros primos diferentes dois a dois.

TEOREMA (FROBENIUS)

Seja m um divisor de n. Entdo m divide B(m).

Em particular B(m) > m para cada m|n.
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Seja lg == ycq ﬁ O seguinte resultado implica que G — Ig
detecta a ciclicidade para grupos de ordem fixada.

TEOREMA (G, PATASSINTI)
Se G é um grupo n&o ciclico de ordem n entdo Ig > Ic,.

|

Aqui a idéia é muito diferente.

IR IR BB

xeG m|n m|n d|m
d)u ) u(i) | B(d
=22 P
d|n iln/d dln \iln/d
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Assim temos que comprender a soma @ Escrevemos

j=p - pft. Entdo i assume a forma py" - - -p,ﬂr onde podemos
assumir 3, € {0, 1} para cada v porque senéo p(/) = 0. Portanto,

Z@: Z (=1)81 . (=1)
i :

51 Bt
ilj sefoy  ProPr

3008

Em particular este € um nimero positivo. Segue do teorema de
Frobenius que

6= (X ) 5T S ) =t

din \iln/d din \iln/d

Igualidade s6 ocorre se B(d) = d para cada d|n, isto €, /g = ¢(d)
para cada d|n, isto é, G é ciclico.
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Seja Pg := [[,cg 0(x). O seguinte resultado implica que G — Pg
detecta a ciclicidade para grupos de ordem fixada.

TEOREMA
Se G é um grupo néo ciclico de ordem n, Pg < Pg,.

A idéia é semelhante a anterior. Temos

log PG =Y _tmlogm=">" u(m/d)B(d)logm

m|n dim|n

=> | > uli)log(id) | B(d).

dln \iln/d

Computando a soma como anteriormente encontramos a férmula
seguinte para Pg:
nn
B B
oy T, p; t

onde n=p{---pfeB=37, B(n/p)). De novo, o fato que
P < Pg, segue do teorema de Frobenius e igualdade ocorre se e
somente se G é ciclico.

Pe =
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Agora fazemos uma pergunta que vai se revelar relacionada aos
célculos anteriores: podemos estimar o niumero de subgrupos
ciclicos de G? O grupo ciclico C, tem exactamente d(n) subgrupos
ciclicos, onde d(n) indica o nimero dos divisores de n. O seguinte
resultado implica que G — “o numero de subgrupos ciclicos de G”
detecta a ciclicidade para grupos de ordem fixada.

|

TEOREMA (G, PATASSINI)

Seja G um grupo ndo ciclico de ordem n. Entdo G tem mais que d(n)
subgrupos ciclicos.

Sejam (x1), ..., (xk) os diferentes subgrupos ciclicos de G. Entéo (x;)
contém ¢(o(x;)) elementos de ordem o(x;). Para x,y € G
escrevemos X ~ y se X, y geram o mesmo subgrupo ciclico de G.
Entdo ~ é uma relagédo de equivaléncia em G, portanto

k
_elo(x)
Z o(x Z Z o(x =2 p(o(xi))

Xe G i=1 x~x, j=1

Assim a pergunta torna-se a seguinte: podemos estimar a soma

1
2_x€G F(o(A)
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Prosseguindo como antes encontramos

1 (i
Xez;so(O(X)) dz,; (,n/d )

Trabalhando com o coeficiente e usando o fato que ¢ € uma fungao
multiplicativa obtemos que o coeficiente de B(d) é igual a

) (a) (=) (5

onde py, ..., pe s@o os primos que dividem tanto d e n/d, e
Pesi,- -, Pr SA0 0s primos que dividem n/d e ndo d. Este é um
numero nao negativo. Portanto,

S 32 )0

dln \iln/d

p(i 1
2(2 2o £ s

De novo, igualdade ocorre se e somente se G € ciclico.
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Usando isso, é 6bvio que vale o seguinte.

PROPOSICAO

Seja G um grupo finito ndo ciclico de ordem n, e seja P uma das
propriedades sequintes: ciclico, nilpotente, soluvel, grupo qualquer.
Entéao G tem mais que d(n) subgrupos com a propriedade P.

De fato, para cada tal P, os grupos ciclicos tem a propriedade P.

Isso implica que o numero de subgrupos ciclicos, 0 nimero de
subgrupos soluvel, 0 nimero de subgrupos nilpotentes, e 0 nimero
de subgrupos detectam a ciclicidade para grupos de ordem fixada.
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Dados um numero real r # 0 e um grupo finito G de ordem n, s6 de
brincadeira vamos olhar para a soma

SCAG) = (wfé(x)z)))

xeG

SCi(G) ¢ igual a soma das ordens dos subgrupos ciclicos de G.

|

PROPOSICAO
Se G é nilpotente, SC.(G) = SC,(Cy).

|

DEMONSTRACAO

Observamos que SC,(A >< B) = SC,(A)SC,(B) se Ae Btem ordens
coprimas (porque m — _7 € multiplicativa). Portanto podemos
supor que G é um p-grupo. E claro que se x é diferente de 1 entdo
(p(o(x)) éiguala ; sE=. Daqui SC,(G) nao depende de G assim ¢é igual
a SC/(Cp). O]

Portanto, ndo ha esperanga de detectar a ciclicidade neste caso. O
que acontece com a nilpoténcia?
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Se r < 0 entdo G — SC,(G) detecta nilpoténcia para grupos de
ordem fixada:

TEOREMA (G, PATASSINTI)

Seja G um grupo de ordem n e seja r um numero real negativo.
Se G é nilpotente entdo SC,(G) = SC,(Cy).
Se G nao é nilpotente entdo SC,(G) > SC,(Cy).

DEMONSTRACAO.
Trabalhando com a soma como antes obtemos

sc@= Y BO]] (1 - (pf1)r>.

d|n,(d,n/d)=1 pln/d

O coeficiente de B(d) é positivo porque r < 0. Assim, pelo teorema
de Frobenius, SC,(G) > SC,(C,). A igualdade ocorre se e somente
se B(d) = d para cada d|n tal que (d,n/d) = 1. Isso é equivalente a
dizer que G é nilpotente (pelo teorema de Sylow aplicado ao caso em
que d é uma poténcia de primo). O
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Algumas perguntas.
@ SC4(G) detecta nilpoténcia para grupos de ordem fixada? (De
Medts, Tarnauceanu).
@ SC/(G) com r > 0 detecta nilpoténcia para grupos de ordem
fixada?
© Como pode Keila ser tao linda?
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