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Motivazione

Lo studio di numerosi problemi applicativi comporta la risoluzione di
equazioni integrali con nuclei strutturati.

L'interesse attuale del nostro gruppo ¢ focalizzato sui seguenti settori:
> la trasmissione dei segnali tramite fibre ottiche;
> il design ottimale dei cristalli fotonici.

Le ricerche sulla trasmissione mediante fibre ottiche, come quelle sui
cristalli fotonici, riguardano equazioni e sistemi di equazioni integrali
di Fredholm di Il specie con nucleo convolutorio, anticonvolutorio e
di Volterra.

Queste motivazioni sono alla base di una delle principali tematiche di
ricerca indicate dall'unita di Cagliari nel progetto PRIN 2006.
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Trasmissione mediante fibre ottiche

La trasmissione dei segnali mediante fibre ottiche & un settore di grande
interesse matematico, dal punto di vista sia modellistico sia numerico:
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Trasmissione mediante fibre ottiche

La trasmissione dei segnali mediante fibre ottiche & un settore di grande
interesse matematico, dal punto di vista sia modellistico sia numerico:

» dal punto di vista modellistico, in quanto si tratta di identificare le
situazioni fisicamente piu significative, quelle nelle quali si generano
i solitoni, ossia quei segnali che possono viaggiare nelle fibre ottiche
per centinaia di Km senza subire alcuna attenuazione;
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» dal punto di vista modellistico, in quanto si tratta di identificare le
situazioni fisicamente piu significative, quelle nelle quali si generano
i solitoni, ossia quei segnali che possono viaggiare nelle fibre ottiche
per centinaia di Km senza subire alcuna attenuazione;

» dal punto di vista numerico, in quanto i metodi finora utilizzati
per la risoluzione delle equazioni integrali che intervengono non
sono del tutto appropriati. In particolare non tengono conto, in
misura adeguata, dei progressi recentemente ottenuti nello studio
dei modelli matematici con nuclei strutturati.
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Fibre ottiche e IST

Pili precisamente:

» la risoluzione di alcune equazioni nonlineari di evoluzione, in
particolare quella di Schrodinger, pud essere ottenuta
con |'applicazione della Inverse Scattering Transform (IST);

» la IST, metodologia piuttosto complessa, richiede la risolubilita di

> un sistema integrale di Volterra;

> un'equazione integrale con nucleo di convoluzione;

> un’equazione differenziale (in un semipiano);

> un sistema integrale con nucleo di tipo anticonvolutorio.

— formulazione matematica
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Equazione nonlineare di Schrodinger

Equazione nonlineare di Schrodinger:

29 _ g

Yot ~ ox?
q(x,0) noto

+2|q]%q, x€R,te R,

in cui g = g(x,t) & il potenziale.

Partendo dal potenziale iniziale g(x,0) € L}(R), si cercano soluzioni
q(x, t) che siano in L}(R) per ogni t € RT.

Una di queste &

ein—i(A2—B2)t+iC

cosh(Ax — 2ABt + D)

q(x,t) = +A (solitone).

in cui A, B, C e D sono costanti reali.
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Equazione nonlineare di Schrodinger

La risoluzione mediante la IST richiede I'analisi dell’associato problema
spettrale (di Zakharov-Shabat):

.0 .
—i——  +iq(x,0)
Ox P WA, x) = AU(A, x).
iq*(X, 0) ia

La soluzione W(\, x) tale che W(\, x) ~ "] (4 o(1)) per x — +o0
caratterizza la matrice unitaria (det = 1)

A()\) — |:a(/\) b()‘):| — lim e_ux[l—l]\ll()\7x)

* * X——00
che contiene le quantita fisicamente pit significative:
> T(X) =1/a()\) ¢ il coefficiente di trasmissione
» R(A) = —b(N)/a()) & il coefficiente di riflessione
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Inverse Scattering Transform (IST) per iq; = g« + 2|q|%q

dato iniziale
q(x,0)

equazione
non lineare
di Schrédinger

soluzione
q(x, t)
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Inverse Scattering Transform (IST) per iq; = g« + 2|q|%q

Schema proposto da Zakharov-Shabat

dato iniziale
q(x,0)

|
|
equazione |
non lineare |
di Schrodinger |

|

A

soluzione
q(x, t)

scattering
diretto
_—

coefficiente di riflessione R(\)

stati limite k1,..., Ky
costanti di normalizzazione:
M,....Tn
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Inverse Scattering Transform (IST) per iq; = g« + 2|q|%q

Schema proposto da Zakharov-Shabat

dato iniziale
q(x,0)

|
|
equazione |
non lineare |
di Schrodinger |

|

\

soluzione
q(x, t)

scattering
diretto
_—

-
scattering
inverso

Metodo proposto da Van der Mee

nucleo integrale
dell’equazione di Marchenko

Q(a, 0)
evoluzione nel tempo:
o0 4 ai 8%Q 0
Z20 i~ —
ot Ox?

nucleo integrale
dell'equazione di Marchenko
Qa, t)
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IST ed equazioni integrali

~OK
q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok
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IST ed equazioni integrali

~OK
q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok

1. Equazioni di Volterra (al tempo 0): g(x,0) — B(x, @)

Bilx.a)— [ al)Bs(y.a)dy ~0

X

[ amBtna 2y )y + Bulx )= 1" (x+ )
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IST ed equazioni integrali
~OK
q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok

1. Equazioni di Volterra (al tempo 0): g(x,0) — B(x, «)
2. Nucleo di Marchenko (al tempo 0): B(x, «) — Q(«,0)

Da R(A) = —b(X)/a()) segue

R(a) + / h 38 — a)R(3)dB + b(a) =0
dove 3(a) = Bi(&, a)ug (), b(a) = By(&,a — 2§)u;§(a).
Se a(A) non ha zeri

Q(, 0) = R(a).
Diversamente

Q(e.0) = Z rjeine

dove i ;j sono gli zeri di a()) e i I; costanti di normalizzazione.
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IST ed equazioni integrali
~OK

q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok

1. Equazioni di Volterra (al tempo 0): g(x,0) — B(x, «)
2. Nucleo di Marchenko (al tempo 0): B(x,a) — Q(«,0)
3. Evoluzione del nucleo di Marchenko: Q(a,0) — Q(av, t)

L'evoluzione di € nel tempo dipende strettamente da quella di R
Si calcola I'evoluzione di R nel tempo risolvendo

{t( t)+4|aa(at) 0, t>0
(a,0) = R(a)

e si trova

Q( ) R(a t Zr e4m t mja
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IST ed equazioni integrali
~OK
q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok

Equazioni di Volterra (al tempo 0): g(x,0) — B(x, a)
Nucleo di Marchenko (al tempo 0): B(x,a) — Q(«,0)
Evoluzione del nucleo di Marchenko: Q(«,0) — Q(a, t)
Equazioni di Marchenko (al tempo t): Q(«, t) — B(x, «; t)

=

Bi(x,a; t) — /Q*a+ﬂ+2x t)Ba(x, B t)dB=10

/ Qla+ B+ 2x;t)Bi(x, 5 t)dB + Ba(x, a5 t) = —Q(a + 2x; t)
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IST ed equazioni integrali
~OK
q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok

Equazioni di Volterra (al tempo 0): g(x,0) — B(x, a)
Nucleo di Marchenko (al tempo 0): B(x,a) — Q(«,0)
Evoluzione del nucleo di Marchenko: Q(«,0) — Q(a, t)
Equazioni di Marchenko (al tempo t): Q(a, t) — B(x,a; t)
Calcolo del potenziale (al tempo t): B(x,a;t) — q(x,t)

ok =

q(x,t) = 2By(x,0; t)
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IST ed equazioni integrali
~OK
q(x; t) Volterra B(x,a; t) Marchenko Q(a; t)

~—_ ok

sistema di Volterra [¢ — B]: OK, costo O(n?);

sistema di Marchenko [B — Q]: da rifinire, con struttura;

evoluzione del nucleo di Marchenko [Q — Q]: R OK, stati limite banale;
sistema di Marchenko [Q — B]: OK, costo O(n?log(n)), con struttura;
5. sistema di Volterra [B — q]: banale, « =0 = q(x,t) = 2B(x,0; t).

M=

Considerazioni:
> costo pitl elevato al punto 4. (1.)

» problemi di unicita al punto 2.
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1-solitone

_ 2" a(\)=2=, b(\)=0
0 —8ie™ Volterra Bi(x,a)= l+ie4x Marchenko A( ) A ()
(X ) 1+4e™ B o R=0, k +' rl_:1
3(x, ) = 1 Q) = uF ()e™
evoluzione in t
. —2e” A~ .
q(X t') _ _gjerx it B (X’ @; t) 1+f1e4>< Marchenko |R=0, k1=1, 1= ?_4”
) 1+4etx B3(X, o t) _ ei:_4(,;4x4|t Q(a, t) — ua‘ (a)e—4lt—a

o ¢
q L pln

LNl S
N
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1-solitone

e~

Volterra Bl(X’ Oé) - Hﬁw
2x—

Bs(x, @) = 15w

Bi(x; ait) = Tiew

2.

q(x,0)= 5
- 2x—A4i
q(x, t) = =B

er o —4it

Bs(x,a;t)="%

TTrae

Marchenko
—_—

Marchenko
<

&ww—/%m&mmw:o

evoluzione in t

R:O, Ii]_:i, rl :e'4it

Q(a, t) = ua’(a)e"“f-a

&) ¢
3 L pln

Sl e
S NH
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1-solitone

_ 2 ® N)=23Z b(\)=

Bl(X’a)_liie“X Marchenko a'\( ) At ( ) 0
46— ———| R=0 KR1=I F1:1

Bs(x, a) = {57 Q) = uF ()e™

evoluzione in t

_ —8ie¥ Volterra
q(X, 0) - 1+4e4x
_ _8i62x74it
q(x.t) = e

L) —2e” ~ . R
Bl (X’ F t) T 144e Marchenko |R = O, KrR1=1, r1 = e_4lt
-

2x—a—4i — .t -4it-o
Bs(x,; t):“elTe“t Qa, t) =ug (a)e

Xi+2 oS}
By, ) — / - / 4(y)Bs(y, az) dy = 0
Xi Xij+2

approssimo sostituisco Bi(Xii2,0)

‘sl
SNl e e L
NG
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1-solitone

_ —8ie¥ Volterra
q(X, 0) T 144e¥x
_ _8i62x74it
q(X7 t) T 14-4e*x

Bi(x,0)= i
2x—a
B3(X7 a) = ﬁw
Bi(x,a;t)= T2
2x — a —4it
Bs(x, a; t):“eHT
°

Marchenko
_—

evoluzione in t

R=0, ky=i, [;=e"

Marchenko
Q(a, t)=ug (a)etite

‘)
S e L
NV
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1-solitone

—8je* Volterra
(X 0 ) 1+4e?x
- 8ie2x —4it
q(X’ t) T 144e¥
B, calcolata

Bi(x, ) =T
o

Bﬂx,a)z%

Bi(x,a;t)= T2

Bs(x,a; t)= “elJrT

2x — o —4it

B, esatta

Marchenko
_—

Marchenko
<

15
10
5 <

:U>
=
.O
X

ievoluzmne int

R=0, k=i, [ =e*
Q(a, £) =g (a)e

err. ass. B1 x 10~
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1-solitone

_gie?* Volterra

144

q(x,0)=

Bl(X,Oé)

B3(x,a)

—2e

1+4e4x

4eZX —a
1+44etx

Marchenko
_—

_8i62x74it
1+4etx

q(x, t) =

B calcolata

Bl(X ('S t)
Bs(x,a; t)=

—2e @
1+4e%x

4e2x—a —4it

TTrae

B, esatta

:U>
=
.O

ievoluzmne int

R=0, k1 =i, [ =€

Marchenko
Q(a, t)=ug (a)etite

err. ass. B3 x 10"
0
4
50
3
100 2
150 1
200
-50 0 50
X
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1-solitone

_8ie2* Volterra
(X 0) 1+4e?x
_ _8i62x74it
q(X7 t) - 1+4e4x

Bi(x, ) =T
2x—a
B3(X,a):ﬁw
Bi(x,a;t)= T2
2x — a —4it
Bs(x, a; t):“HT

Caso frequente nelle applicazioni

9¢(x,0) == uf (x)q(x,0) =

Bl,E(X7 Oé) =

B375(X, Oé) =

Marchenko
_—

Marchenko
-

uy (x)Bu(€, @) +

ug(x)ugr(x + §)Bs(§,a —2(§ — x
+ug (x)Bs(x, @)

evoluzione in t

R=0, ky=i, [;=e"

Q(a, t)=ug (a)e it

ug (x)Bi(x, @)

)
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Marchenko
_—

1-solitone
(X 0) _8leix Volterra
1+4-4e*
. 2x—4it
q(X7 t) = _ff4e4x

Bi(x,0) = T
2x—a
B3(X,a):ﬁw
Bi(x,a;t)= T2
2x — o —4dit
Bs(x, a; t) = 2

Marchenko |R=0, k1 =i, 1 = g4t
<

evoluzione in t

Qo )= ug (o)e

Bi(x,a;t) — /Q (a+ B+ 2x;t)By(x,8;t)dG=0

/ Qo+ B+ 2x; t)Bi(x, B; t)dB + Ba(x, a; t) = —Q(ar + 2x; t)

e B
e
2 J
LNl S
NG
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1-solitone

_ —2e @

Volterra Bl(X’ Oé) - JW
Ox—

Bs(x. 0) = 1w

Bi(x,a;t)= T2

2.
q(x,0) = i
: 2x—4i
q(X7 t) = _ff4;4x -

le 2x — o —4it

Bs(x, a; t)=*¢

1+4e4x

Marchenko
_—

evoluzione in t

Marchenko ii): 0, k=i, 1= e“”t
Qa, t)= ug (a)etita

Bi(x,a;t) — /Q (a+ B+ 2x;t)By(x,8;t)dG=0

/ Qo+ B+ 2x; t)Bi(x, B; t)dB + Ba(x, a; t) = —Q(ar + 2x; t)

b 1] ()

t

0 b :::.”N‘,‘,,» A
-r :l".' = ‘L:;
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1-solitone

Volterra

2
q(x,0)= £l
: 2x—4i
q(x, t) = =B

|

/

HD

Bi(x, @) = i
ox—
B3(X7a):ie+XT4j
Bi(x, i t) = T
o2x—a—dit
B3(X,Oé; t): 1+4ex
—H*D b;

/

I

b,

Marchenko
_—

Marchenko
<

ievoluzione int

R=0, ky=i, [;=e"

Q(a, t)=ug (a)e it
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1-solitone

_ 2" A)=37, b(\)=0
—8ie?* Volterra BI(X’a)_ 1+ie4x Marchenko aA( ) AH ( )
q(x,0)= 7 po | 7| R=0, k=i T1=1
Ba(x, @) = Taaw Q(a)—uar(a)e «

ievoluzione int

Bi(x, o t) =726~

glx, t) = =S T+4e™ | Marchenko R—=0, k=i, [} =&t
= ax . 1=h, -¢
) 1+4e Bs(x,a; t)= % Qa, t) = ug (a)e it

[ ()= (%)
(D~! + HDH*)(Dby,) = —

St B

‘)

S e L
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1-solitone

_ 2" A)=37, b(\)=0
—8ie?* Volterra BI(X’a)_ 1+ie4x Marchenko aA( ) AH ( )
q(x,0)= 7 po | 7| R=0, k=i T1=1
Ba(x, @) = Taaw Q(a)—uar(a)e «

ievoluzione int

Bl(X,Oé' t) —2e 2

glx, t) = =S T+4e™ | Marchenko R—=0, k=i, [} =&t
= ax . 1=h, -¢
) 1+4e Bs(x,a; t)= % Qa, t) = ug (a)e it

HD 7/* b; N\ —r
o ) (%)
[(I + DHDH*)D] by = —Dr

e B
‘)

SNl e e L
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