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IL PROBLEMA DEI DATI SPARSI

y = T(x + n)

dove

x ∈ Rn·m è l’immagine originale;
y ∈ Rn·m è l’immagine osservata;
n ∈ Rn·m è un rumore Gaussiano con media zero e varianzaσ2 nota;
T ∈ R(n·m)×(n·m) è una matrice diagonale la cui entratat(i,j)(i,j) è uguale a 1 se
il value in posizione(i, j) è disponibile, a O altrimenti.

Immagine originalex Immagine osservatay
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IL PROBLEMA DEI DATI SPARSI

PROBLEMA

Il problema dei dati sparsi consiste nel determinare l’immagine originalex
conoscendo i datiy, e l’operatore lineareT.
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ELEMENTI DI LINEA

pixel
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ELEMENTI DI LINEA

pixel
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ELEMENTI DI LINEA

pixel

elementi di linea
orizzontali
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CLIQUE DEL PRIMO ORDINE

(1)
s •
t • (2) s • t •

Operatore di derivazione finita associato:

Dc(u) = us− ut ∀ c del tipo(1) e (2)
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DEFINIZIONE

C = {c|c è una clique dell’immagine}.

bc è una variabile booleana associata alla cliquec chiamataelemento di linea.

b è l’insieme di tutti gli elementi di linea.
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DEFINIZIONE

Si definiscesoluzione regolarizzataxreg del problema del dei dati sparsi il
minimo della seguentefunzione energia primale:

E(x, b) = ‖T(y− x)‖2 +
∑
c∈C

[λ2(Dcx)2(1− bc) + αbc],

con
λ2 parametro di regolarizzazione,
α un peso positivo.
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ENERGIA DUALE

Ed(x) = inf
b

E(x, b).

quindi,Ed(b) è della forma

Ed(x) = ‖T(y− Ax)‖2 +
∑
c∈C

g(Dcx),

con

g(t) = inf
b∈B

{λ2(1− b)t2 + αb}

=

 λ2t2, se|t| <
√

α

λ
α, altrimenti.

la funzioneg viene dettafunzione di interazione
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M INIMIZZAZIONI LOCALI

Sia i ∈ {1, 2, . . . , n} una riga dell’immagine e

I i(j) = {{(i, j), (i + 1, j)}, {(i − 1, j), (i, j)}, {(i, j − 1), (i, j)}}

Definiamo l’energia dellai–esima riga come

Ei
d(xi) =

n∑
j=1

t(i,j)(i,j)(xi,j − yi,j)
2 +

∑
c∈I i(j)

g(Dcx)

 =
n∑

j=1

ρi(j, xi,j−1, xi,j),

dovexi è l’i–esima riga dell’immagine eρi è una funzione definita fissando i
valori delle righexi−1 exi+1, i dati y e la matriceT.
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RISULTATI SPERIMANTALI

Immagine osservatay

Immagine restaurataxreg
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IL PROBLEMA DEL RESTAURO DI IMMAGINI

DEFINIZIONE

Si definiscesoluzione regolarizzataxreg del problema del del restauro di
immagini il minimo della seguentefunzione energia primale:

E(x, b) = ‖Ay− x‖2 +
∑
c∈C

[λ2(Dcx)2(1− bc) + αbc],

con
λ2 parametro di regolarizzazione,
α un peso positivo.
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RISULTATI SPERIMANTALI

Immagine osservatay

Immagine restaurataxreg
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STIMA DEL FLUSSOOTTICO

Ipotesi: l’intesità luminosa di un pixel non varia con lo spostamento.

Il problema della stima del flusso ottico consiste nel determinare lo
spostamento che ogni pixel ha effettuato dalla prima alla seconda immagine.

Prima immagine Seconda immagine
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DEFINIZIONE

Si definiscesoluzione regolarizzata(ureg, vreg) del problema del del restauro
di immagini il minimo della seguentefunzione energia primale:

E(x(1), x(2), b) =
∑

i,j

(y(1)
i,j − y(2)

i+ui,j ,j+vi,j
)2

+
∑
c∈C

[λ2((Dcu)2 + (Dcv)2)(1− bc) + αbc].

con
α un peso positivo
λ2 parametro di regolarizzazione
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RISULTATI SPERIMANTALI

Prima immaginey(1) Seconda immaginey(2)

Seconda immagine stimata
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RISULTATI SPERIMENTALI

Prima immaginey(1) Seconda immaginey(2)
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RISULTATI SPERIMENTALI

Flusso ottico stimato(ureg, vreg)
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IMMAGINI A COLORI

Sia

x =

 x(r)

x(g)

x(b)

 ∈ R3n·m,

un immagine a colori dovex(r), x(g), x(b) ∈ Rn·m sono rispettivamente i canali
rosso,verde e blu in notazione lessicografice.
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MOSAICATURA

Il fenomeno della mosaicatura di una immagine può essere cosı̀ descritto

y = M (x + n),

dove

x ∈ R3n·m è l’immagine a colori ideale;

n ∈ R3n·m è il rumore su ogni componente che viene assunto essere
Gaussiano, bianco indipendente con media nulla e varianza dataσ2;

y ∈ R3n·m l’immagine mosaicata;

M ∈ R(3n·m)×(3n·m) è un operatore lineare cheè strutturato come segue:
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y = M (x + n),

dove
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MOSAICATURA

M =

 M(r) O O
O M(g) O
O O M(b)

 ,

doveO ∈ R(n·m)×(n·m) è la matrice nulla,M(r), M(g) eM(b) sono matrici
diagonali con

m(r)
(i,j)(i,j) =

{
1 i ≡2 j ≡2 0
0 altrimenti,

m(g)
(i,j)(i,j) =

{
1 i ≡2/ j
0 altrimenti,

m(b)
(i,j)(i,j) =

{
1 i ≡2 j ≡2 1
0 altrimenti.
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IMMAGINE ORIGINALE
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IMMAGINE DEMOSAICATA
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PROBLEMA DELLA MOSAICATURA

PROBLEMA

Il problema della demosaicatura consiste nel determinare l’immagine
originale a colorix conoscendo l’immagine mosaicatay, e la struttura
dell’operatore lineareD.
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FILTRO BILINEARE (1978)

La soluzionexbilin viene definita come

x(g)
bilin (i,j) =


y(g)
(i,j) i ≡2/ j

y(g)
(i+1,j)+y(g)

(i−1,j)+y(g)
(i,j+1)+y(g)

(i,j−1)

4 altrimenti;

x(r)
bilin (i,j) =



y(r)
(i,j) i ≡2 j ≡2 0

y(r)
(i,j−1)+y(r)

(i,j+1)

2 i ≡2 0& j ≡2 1

y(r)
(i−1,j)+y(r)

(i−1,j)

2 i ≡2 1& j ≡2 0

y(r)
(i−1,j−1)+y(r)

(i+1,j−1)+y(r)
(i−1,j+1)+y(r)

(i+1,j−1)

4 altrimenti;
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FILTRO BILINEARE (1978)

x(b)
bilin (i,j) =



y(b)
(i,j) i ≡2 j ≡2 0

y(b)
(i,j−1)+y(b)

(i,j+1)

2 i ≡2 0& j ≡2 1

y(b)
(i−1,j)+y(b)

(i−1,j)

2 i ≡2 1& j ≡2 0

y(b)
(i−1,j−1)+y(b)

(i+1,j−1)+y(b)
(i−1,j+1)+y(b)

(i+1,j−1)

4 altrimenti.
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FILTRO BILINEARE (1978)
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FILTRO DI FRIMAN (1988)

Siano
I t(i, j) = {(k, l)| |k− i| ≤ t} t ≥ 1,

v(rg)
(i,j) = median{x(r)

bilin (i,j) − x(g)
bilin (i,j)| (i, j) ∈ I t(i, j)},

v(bg)
(i,j) = median{x(b)

bilin (i,j) − x(g)
bilin (i,j)| (i, j) ∈ I t(i, j)}.
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FILTRO DELLA MEDIANA

Immagine osservata

Immagine restaurata
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FILTRO DI FRIMAN (1988)

La soluzionexfriman viene definita come

x(g)
friman(i,j) =


y(g)
(i,j) i ≡2/ j

(y(r)
(i,j)−v(rg)

(i,j))+(y(b)
(i,j)−v(bg)

(i,j))

2 altrimenti;

x(r)
friman(i,j) =


y(r)
(i,j) i ≡2 j ≡2 0

x(g)
friman(i,j) + v(rg)

(i,j) altrimenti;

x(b)
friman(i,j) =


y(b)
(i,j) i ≡2 j ≡2 1

x(g)
friman(i,j) + v(bg)

(i,j) altrimenti.
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FILTRO DI FRIMAN (1988)
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FILTRO DI LAROCHE-PRESCOTT(1994)

Sianoh(r)
(i,j), v(r)

(i,j), h(b)
(i,j), v(b)

(i,j) le derivate seconde orizzontali e verticale rispettivamente
del rosso e del blu defininiti come

h(r)
(i,j) =

 y(r)
(i,j−2) − 2y(r)

(i,j) + y(r)
(i,j+2) i ≡2 j ≡2 0

⊥ altrimenti;

v(r)
(i,j) =

 y(r)
(i−2,j) − 2y(r)

(i,j) + y(r)
(i+2,j) i ≡2 j ≡2 0

⊥ altrimenti;

h(b)
(i,j) =

 y(b)
(i,j−2) − 2y(b)

(i,j) + y(b)
(i,j+2) i ≡2 j ≡2 1

⊥ altrimenti;

v(b)
(i,j) =

 y(b)
(i−2,j) − 2y(b)

(i,j) + y(b)
(i+2,j) i ≡2 j ≡2 0

⊥ altrimenti.
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FILTRO DI LAROCHE-PRESCOTT(1994)

La soluzionexlp viene definita come:

x(g)
lp (i,j) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y(g)
(i,j) i ≡2/ j

y
(g)
(i,j−1)

+y
(g)
(i,j+1)

2 (|h(b)
(i,j)| < |v(b)

(i,j)|& i ≡2 j ≡2 1) or

(|h(r)
(i,j)| < |v(r)

(i,j)‖, & i ≡2 j ≡2 0)

y
(g)
(i−1,j)

+y
(g)
(i−1,j)

2 (|h(b)
(i,j)| > |v(b)

(i,j)|& i ≡2 j ≡2 1) or

(|h(r)
(i,j)| > |d(r)

(i,j)|& i ≡2 j ≡2 0)

y
(g)
(i−1,j−1)

+y
(g)
(i+1,j−1)

+y
(g)
(i−1,j+1)

+y
(g)
(i+1,j−1)

4 (|h(b)
(i,j)| = |v(b)

(i,j)|& i ≡2 j ≡2 1) or

(|h(r)
(i,j)| = |v(r)

(i,j)|& i ≡2 j ≡2 0);
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FILTRO DI LAROCHE-PRESCOTT(1994)

x(r)
lp (i,j) =



y(r)
(i,j) i ≡2 j ≡2 0

y(r)
(i,j−1)−y(g)

(i,j−1)

2 +
y(r)
(i,j+1)−y(g)

(i,j+1)

2 + y(g)
(i,j) i ≡2 0& j ≡2 1

y(r)
(i−1,j)−y(g)

(i−1,j)

2 +
y(r)
(i+1,j)−y(g)

(i+1,j)

2 + y(g)
(i,j) i ≡2 1& j ≡2 0

y(r)
(i−1,j−1)+y(g)

(i−1,j−1)

4 +
y(r)
(i+1,j−1)+y(g)

(i+1,j−1)

4 + i ≡2 j ≡2 1;

y(r)
(i−1,j+1)+y(g)

(i−1,j+1)

4 +
y(r)
(i+1,j+1)+y(g)

(i+1,j+1)

4 + x(g)
lp (i,j)
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FILTRO DI LAROCHE-PRESCOTT(1994)

x(b)
lp (i,j) =



y(b)
(i,j) i ≡2 j ≡2 0

y(b)
(i,j−1)−y(g)

(i,j−1)

2 +
y(b)
(i,j+1)−y(g)

(i,j+1)

2 + y(g)
(i,j) i ≡2 0& j ≡2 1

y(b)
(i−1,j)−

(g)
(i−1,j)

2 +
y(b)
(i+1,j)−y(g)

(i+1,j)

2 + y(g)
(i,j) i ≡2 1& j ≡2 0

y(b)
(i−1,j−1)+y(g)

(i−1,j−1)

4 +
y(b)
(i+1,j−1)+y(g)

(i+1,j−1)

4 + i ≡2 j ≡2 1.

y(b)
(i−1,j+1)+y(g)

(i−1,j+1)

4 +
y(b)
(i+1,j+1)+y(g)

(i+1,j+1)

4 + x(g)
lp (i,j)
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FILTRO DI LAROCHE-PRESCOTT(1994)
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FILTRO DI MALVAR (2004)

La soluzionexmalv viene definita come:

x(g)
malv(i,j) =



y(g)
(i,j) i ≡/ j

x(g)
bilin (i,j) +

4y(r)
(i,j)

8 + i ≡2 j ≡2 0

−y(r)
(i−2,j)−y(r)

(i+1,j)−y(r)
(i,j−2)−y(r)

(i,j+2)

8

x(g)
bilin (i,j) +

4y(b)
(i,j)

8 + i ≡2 j ≡2 1;

−y(b)
(i−2,j)−y(b)

(i+1,j)−y(b)
(i,j−2)−y(b)

(i,j+2)

8
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FILTRO DI MALVAR (2004)

x(r)
malv(i,j) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y(r)
(i,j) i ≡2 j ≡ 0

x(r)
bilin (i,j) +

10y
(g)
(i,j)

16 + i ≡2 0& j ≡2 1

−2y
(g)
(i−1,j−1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

−2y
(g)
(i−1,j+1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

16 +

−2y
(g)
(i,j−2)

−2y
(g)
(i,j+2)

+y
(g)
(i−2,j)

+y
(g)
(i+2,j)

16

x(r)
bilin (i,j) +

10y
(g)
(i,j)

16 + i ≡2 1& j ≡2 0

−2y
(g)
(i−1,j−1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

−2y
(g)
(i−1,j+1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

16 +

−2y
(g)
(i,j−2)

−2y
(g)
(i,j+2)

+y
(g)
(i−2,j)

+y
(g)
(i+2,j)

16

x(r)
bilin (i,j) +

12y
(b)
(i,j)

16 + i ≡2 j ≡2 1;

−3y
(b)
(i,j+2)

−2y
(b)
(i,j−2)

+y
(b)
(i−2,j)

+y
(b)
(i+2,j)

16
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FILTRO DI MALVAR (2004)

x(b)
malv(i,j) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y(b)
(i,j) i ≡2 j ≡2 1

x(b)
bilin (i,j) +

10y
(g)
(i,j)

16 + i ≡2 1& j ≡2 0

−2y
(g)
(i−1,j−1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

−2y
(g)
(i−1,j+1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

16 +

−2y
(g)
(i,j−2)

−2y
(g)
(i,j+2)

+y
(g)
(i−2,j)

+y
(g)
(i+2,j)

16

x(b)
bilin (i,j) +

10y
(g)
(i,j)

16 + i ≡2 0& j ≡2 1

−2y
(g)
(i−1,j−1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

−2y
(g)
(i−1,j+1)

−2y
(g)
(i+1,j−1)

16 +

−2y
(g)
(i,j−2)

−2y
(g)
(i,j+2)

+y
(g)
(i−2,j)

+y
(g)
(i+2,j)

16

x(b)
bilin (i,j) +

12y
(r)
(i,j)

16 + i ≡2 j ≡2 0.

−3y
(r)
(i,j+2)

−2y
(r)
(i,j−2)

+y
(r)
(i−2,j)

+y
(r)
(i+2,j)

16
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FILTRI EVIDENZIATORI

M =

 −1 −1 −1
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RESTAUROREGOLARIZZATO
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