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Processi di Markov di rinnovo

Definiti dal kernel

K (x) =



B̃0(x) B̃1(x) B̃2(x) B̃3(x) . . .

Ã−1(x) Ã0(x) Ã1(x) Ã2(x) . . .

Ã−1(x) Ã0(x) Ã1(x)
. . .

Ã−1(x) Ã0(x)
. . .

0
. . . . . .


, x ≥ 0,

con Ãi(x), B̃i(x) distribuzioni di probabilità su [0,∞].
Si definisce

G̃i(x) = P{passare dal livello 1 al livello 0 in i passi
e in un tempo ≤ x}
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Processi di Markov di rinnovo

Si definiscono

Ai(s) =
∫∞

0 e−st Ãi(ds), i ≥ −1,

G(w , s) =
∑∞

j=1 w j ∫∞
0 e−sxG̃j(dx), 0 ≤ w ≤ 1, s ≥ 0

Vale:

G(w , s) = w
∞∑

i=−1

Ai(s)G(w , s)i+1, |w | ≤ 1, s ∈ C+
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Processi di Markov di rinnovo

Si definiscono

G(w) = G(w , 0), |w | ≤ 1,

Ai = Ai(0), i ≥ −1.

Proprietà:

Ai ≥ 0 per i ≥ −1, e
∑∞

i=−1 Ai è stocastica;
G(w) è soluzione di:

Equazione matriciale

G(w) = w
∞∑

i=−1

AiG(w)i+1
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i=−1 Ai è stocastica;
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Risultati noti

Per ogni 0 ≤ w ≤ 1 la matrice G(w) è la minima soluzione
non negativa di

X = w
∞∑

i=−1

AiX i+1

G(w) =
∑∞

j=0 w jGj

Gj ≥ 0 per ogni j
G(w) è analitica per |w | < 1, convergente per |w | = 1.

Interpretazione probabilistica

Gj è la probabilità di passare dal livello 1 al livello 0 in j passi
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Interesse

Studiare proprietà di decadimento dei coefficienti Gj , ossia:

Determinare θ tale che ‖Gj‖ = O(θj) per j →∞

Si assume:∑∞
i=−1 Ai irriducibile;

il raggio di convergenza di A(z) =
∑∞

i=−1 z i+1Ai sia ra > 1.
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Idea

Utilizzare il:

Teorema (Stima di Cauchy)

Sia R il raggio di convergenza della serie f (w) =
∑∞

j=0 w j fj .
Allora per ogni 0 < r < R e per ogni j vale

|fj | ≤
µ(r)
r j

dove µ(r) = sup|w |=r |f (w)|.

Problema: determinare il raggio di convergenza di G(w)
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Un esempio scalare

Siano

Ai = e−λ λi+1

(i + 1)!
, i ≥ −1

con λ > 0 fissato.
Vale

G(w) =
∞∑

j=1

w je−j(λ−1)λj−1

Il raggio di convergenza è R = (λe−(λ−1))−1

Come possiamo stimare R senza conoscere G(w)?
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Caso scalare

Siano Ai scalari e sia A(z) =
∑∞

i=−1 z i+1Ai .
Si cercano condizioni su w affinché l’equazione

z = wA(z) (1)

abbia una soluzione in (0, ra).
Valgono le seguenti propietà:

La funzione A(z) è convessa e crescente in (0, ra);
la funzione fw (z) = wA(z)− z ha un minimo in σ ∈ (0, ra),
dove σ risolve l’equazione wA′(σ)− 1 = 0;
l’equazione (1) ha una soluzione in (0, ra) se e solo se
fw (σ) ≤ 0.
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Raggio di convergenza nel caso scalare

Il raggio di convergenza di G(w) è

R =
1

A′(σ)

dove σ è la soluzione in (0, ra) dell’equazione

A′(z)z = A(z)

Posso estendere queste considerazioni al caso a blocchi?
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Premesse

Se µw e uw sono l’autovalore/autovettore di Perron di G(w),
dalla

G(w)uw = w
∞∑

i=−1

AiG(w)i+1uw

segue

µwuw = w

 ∞∑
i=−1

Aiµ
i+1
w

 uw .

Dunque, µw risolve l’equazione scalare

z = wρ(A(z)). (2)

Intuizione: il raggio di convergenza è l’estremo superiore dei
w ∈ (0, ra) per cui l’equazione (2) ha soluzione
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Proprietà

Sia θ(z) = ρ(A(z)).

È noto che:
θ(z) è una funzione reale analitica per 0 < z < ra;
θ(z) è strettamente crescente per 0 < z < ra;
la funzione log θ(et) è convessa e crescente per
−∞ < t < log ra.
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Risultato principale

Definiamo φw (z) = wθ(z).

Teorema
Valgono i seguenti risultati:

1 l’equazione
θ′(z)z = θ(z) (3)

ha un’unica soluzione σ in (0, ra);
2 l’equazione φw (z) = z ha una soluzione in (0, ra) per ogni

0 < w ≤ 1/θ′(σ);
3 il raggio di convergenza di G(w) è R = 1/θ′(σ).
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Ulteriori sviluppi

Algoritmi efficienti per il calcolo di R;
algoritmi efficienti per il calcolo di un numero arbitrario di
coefficienti Gi
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