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TEMA 1

1. In IR? con prodotto scalare canonico, si considerino i vettori
v =(1,0,0), wvwe=(-1,1,1), w3=(1,1,1).
a) I vettori vy, va, v3 sono linearmente indipendenti?
Si determini una base ortonormale dello spazio vettoriale V =< vy, v9, v3 >.
b) Si consideri 'endomorfismo L di IR? che al vettore v = (z,y, z) associa
L(v) = (v-vi)vi + (v-v2)va + (v - v3)vs.
Si determinino il nucleo e 'immagine di L e si scriva la matrice di L relativa alla
base canonica. L e diagonalizzabile?

¢) Si determinino i vettori v = (z,y,z) € IR? tali che L(v) = pry(v), dove pry (v)
indica la proiezione ortogonale di v su V.

d) Si dica se esiste una base B di IR? tale che la matrice di L ad essa relativa sia
1 1 1
A= ( 0 3 3 )
0 0 4

2
2. Si consideri la matrice S = | 0 di M3(IR).
2

S = O
T O N

a) Si determinino due matrici ortogonali @1 e Q2 tra loro distinte tali che QIIS Q1 e
Q5 '5Qs siano diagonali e inoltre Q7' SQ1 = Q5" SQ-.

b) Si scomponga, se possibile, il vettore (1,0,0) nella somma di due autovettori.
Una scomposizione di questo tipo si pud eseguire per ogni vettore non nullo di IR3?

¢) Si consideri la forma quadratica F' associata a S e si precisi se essa & definita
positiva, indefinita, ecc.

d) Indicato con « l'autovalore di S di molteplicita 1, si determinino gli autovettori
(Zoy Yo, 20) di S relativi ad « tali che F(zq, Yo, 20) = 6.

3. Fissato nello spazio un sistema di riferimento ortonormale, si considerino

il planom:x —224+1=0 eipunti A(0,1,3) e B(3,1,2).

Si calcolino le distanze di A da 7w e di A da B.

Si determini la proiezione ortogonale H di A su 7.

a
b
c
d

Si determini il punto C' per cui AHBC & un quadrato.

~— ' — e—

Si determini (sia in forma parametrica che in forma cartesiana) la retta ¢ che passa

-

I
RIS

x
per A, & parallela al piano 7 ed & ortogonale alla retta r: ¢ y
z
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TEMA 2

1. In IR? con prodotto scalare canonico, si considerino i vettori
vy =(1,0,0), wve=(-1,1,1), w3=(1,1,1).

a) Si consideri I'endomorfismo L di IR?® definito da
L(1,0,0) =v; —wvy 4+ w3, L(0,1,0) = vy +w3, L(0,0,1) = v9+ vs.

Si scriva la matrice di L relativa alla base canonica. L e diagonalizzabile?
Si determinino il nucleo e 'immagine di L e si dica se sono 'uno il complemento
ortogonale dell’altro (in IR?).

b) Si dica se L coincide con I'endomorfismo g di IR? che al vettore v = (z,y, z) associa
g(v) = (v-v1)vr + (v-v2)v2 + (V- v3)V3.

¢) Si determinino i vettori v = (x,y,2) € IR? tali che L(v) = pry(v), dove pry(v)
indica la proiezione ortogonale di v sul nucleo N di L.

d) Si dica se esiste una base B di IR? tale che la matrice di L ad essa relativa sia

3 -1 1
A= 0 1 2 J.
0 0 4

0
2. Si consideri la matrice S=1 0 — di M3(IR).
3

S = O
co O W

a) Si determinino due matrici ortogonali Q1 e Q5 tali che
QflSQl sia la matrice diagonale diag(A1, A2, A3), con A\; > Xy > A3, e
Q7' 8Qy = diag(X, Xy, Xy), con M < Xy < X,

b) Si scomponga, se possibile, il vettore (1,0,0) nella somma di due autovettori.
Una scomposizione di questo tipo si pud eseguire per ogni vettore non nullo di IR3?

¢) Si consideri la forma quadratica F' associata a S e si precisi se essa & definita
positiva, indefinita, ecc.

d) Indicato con « l'autovalore di S di molteplicita 1, si determinino gli autovettori
(Zoy Yos 20) di S relativi ad « tali che F(zq, Yo, 20) = 9.

3. Fissato nello spazio un sistema di riferimento ortonormale, si considerino

r—2z+1=0 . .
la retta r : { y+1=0 e ipunti A(0,—1,3) e B(3,-1,2).
a) Si calcolino le distanze di A da r e di A da B.

b

)

) Si determini la proiezione ortogonale H di A su r.

¢) Si determini il punto C' per cui AHBC & un quadrato.
)

d) Sidetermini (sia in forma parametrica che in forma cartesiana) la retta ¢ che passa
per A, & ortogonale alla retta r ed & parallela al piano 7: z+y+2+1=0.
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TEMA 3

1. In IR? con prodotto scalare canonico, si considerino i vettori
U1 = (13131)7 V2 = (07270)7 U3 = (17_1,1)

a) Si consideri I'endomorfismo L di IR?® definito da
L(1,0,0) = vy +v3, L(0,1,0) =v; +2vy —w3, L(0,0,1) =v; + vs.
Si scriva la matrice di L relativa alla base canonica. L e diagonalizzabile?

Si determinino il nucleo e 'immagine di L e si dica se sono 'uno il complemento
ortogonale dell’altro (in IR?).

b) Si dica se L coincide con I'endomorfismo g di IR? che al vettore v = (z, v, z) associa
g(v) = (v-v1)vL + (v-v2)v2 + (V- v3)V3.

¢) Si determinino i vettori v = (x,y,2) € IR? tali che L(v) = pry(v), dove pry(v)
indica la proiezione ortogonale di v sul nucleo N di L.

d) Si dica se esiste una base B di IR® tale che la matrice di L ad essa relativa sia

6 1 1
A= 0 1 1 ].
0 0 4

2
2. Si consideri la matrice S=1] 0
1

o w o

1
0 | di M3(IR).
2

a) Si determinino due matrici ortogonali Q1 e Q5 tali che
QflSQl sia la matrice diagonale diag(A1, A2, A3), con A\; > Xy > A3, e
Q7' 8Q2 = diag(X, Xy, Xy), con M < N < X,

b) Si scomponga, se possibile, il vettore (1,0,0) nella somma di due autovettori.
Una scomposizione di questo tipo si pud eseguire per ogni vettore non nullo di IR3?

¢) Si consideri la forma quadratica F' associata a S e si precisi se essa & definita
positiva, indefinita, ecc.

d) Indicato con « l'autovalore di S di molteplicitad 1, si determinino gli autovettori
(Zoy Yos 20) di S relativi ad « tali che F(zq, Yo, 20) = 1.

3. Fissato nello spazio un sistema di riferimento ortonormale, si considerino

la retta 7 : { Zj: 32* T3=0 i punti A(=2,2,3) e B(1,2,2).
a) Si calcolino le distanze di A da r e di A da B.

b

)

) Si determini la proiezione ortogonale H di A su r.

¢) Si determini il punto C' per cui AHBC & un quadrato.
)

d) Sidetermini (sia in forma parametrica che in forma cartesiana) la retta ¢ che passa
per A, & ortogonale alla retta r ed & parallela al piano 7 : z+y+2—1=0.
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TEMA 4

1. In IR? con prodotto scalare canonico, si considerino i vettori
vy =(1,1,1), wvg=(0,2,0), w3=(1,—-1,1).
a) I vettori vy, va, v3 sono linearmente indipendenti?
Si determini una base ortonormale dello spazio vettoriale V =< vy, v9, v3 >.

b) Si consideri 'endomorfismo L di IR® che al vettore v = (z,y, z) associa
L(v) = (v-vi)vi + (v - va)va + (v - v3)vs.

Si determinino il nucleo e 'immagine di L e si scriva la matrice di L relativa alla
base canonica. L e diagonalizzabile?

¢) Si determinino i vettori v = (z,y,z) € IR? tali che L(v) = pry(v), dove pry (v)
indica la proiezione ortogonale di v su V.

d) Si dica se esiste una base B di IR? tale che la matrice di L ad essa relativa sia
1 1 1
A= ( 0 4 4 )
0 0 6

1 3
2. Si consideri la matrice S=| 0 —2 0 | di M3(IR).
3 1

@)

@)

a) Si determinino due matrici ortogonali @1 e @2 tra loro distinte tali che QIIS Q1 e
Q5 '5Qs siano diagonali e inoltre Q7' SQ1 = Q5" SQ-.

b) Si scomponga, se possibile, il vettore (1,0,0) nella somma di due autovettori.
Una scomposizione di questo tipo si pud eseguire per ogni vettore non nullo di IR3?

c¢) Si consideri la forma quadratica F' associata a S e si precisi se essa & definita
positiva, indefinita, ecc.

d) Indicato con « l'autovalore di S di molteplicita 1, si determinino gli autovettori
(Zoy Yo, 20) di S relativi ad « tali che F(zq, Yo, 20) = 4.

3. Fissato nello spazio un sistema di riferimento ortonormale, si considerino

il piano w:x —22=4 eipunti A(1,1,1) e B(4,1,0).

a) Si calcolino le distanze di A da 7 e di A da B.
b) Si determini la proiezione ortogonale H di A su .
¢) Si determini il punto C' per cui AHBC & un quadrato.
d) Si determini (sia in forma parametrica che in forma cartesiana) la retta ¢ che passa
r=p+1
per A, & parallela al piano 7 ed & ortogonale alla retta r: ¢ y=p
z=0p
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