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Esercizio 1 (6 punti). Sia V uno spazio vettoriale su R e sia ¢ : V. — V un
endomorfismo di V.

(a) Siano A e pu due autovalori di ¢ e siano v e w due autovettori per ¢ di autovalori
A e u, rispettivamente. E’ vero o falso che se A # p allora v e w sono
linearmente indipendenti? Fornire una dimostrazione o un controesempio.

(b) Supponiamo che ¢ o ¢ = ¢. Dimostrare che se A & un autovalore di ¢, allora
A =0 oppure A = 1.

Esercizio 2 (4 punti). Dire per quali valori del parametro a € R esiste un’applicazione
lineare f, : R® — R* che soddisfa le seguenti condizioni:

fa(17071>:(1717070); fa(17170):(0707171);
fa(0,0,1) = (1,1,1,1);  fu(2,1,2) = (2,2,2,a +1).
Per tali valori di a, determinare dimensioni e basi del nucleo e dell’immagine di f,.

Esercizio 3 (4 punti). Si V = (v, v9), con v; = (1,1,1,1) e v = (0,0,1,1). Sia
inoltre W il sottospazio di R* formato dai vettori (x1,zs, s, z4) che soddisfano il

seguente sistema:
201 —x3 =0
W { | 3

21’2 — Ty = 0
Calcolare U N W e U + W, specificandone le dimensioni.

Esercizio 4 (6 punti). Al variare del parametro a € R, definiamo ’endomorfismo
fa : R? — R3 rappresentato rispetto alla base canonica {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} di
R3 dalla matrice
-1 0 0
A, = a—3 2—a a—1
20 —2 —2a+2 2a-1

(a) Posto a = 1, trovare tutti gli autospazi di f;.

(b) Discutere la diagonalizzabilita di A, al variare del parametro a € R.
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Esercizio 5 (6 punti). Al variare del parametro a € R, consideriamo il sistema:
x1+a:2+x3+a:4:0
2$1+31’2—|—[E3+25L’4 =0
31’1 +4ZL‘2 + 3I3 + 21‘4 =2
—11 — 215+ (> —a — 1)xy = a.

Yo

Discutere la risolubilita del sistema. In tutti i casi in cui il sistema ammetta piu di
una soluzione, determinare la soluzione del sistema esprimendola nella forma Xy+ W
dove X ¢ una soluzione del sistema e W un sottospazio di R*.

Esercizio 6 (6 punti). Sia 7 il piano di equazione z +y+ 2z — 1 = 0 e sia r la retta
passante per il punto P = (1,1,1) e parallela al vettore (0, 1,1).
(a) Trovare la proiezione ortogonale della retta r sul piano 7, indicandola con s.
(b) Sia @ = r N il punto di intersezione tra r e w. Trovare tutti i quadrati
contenuti in 7 che hanno un vertice in @, i lati di lunghezza 1 e un lato sulla
retta s.



