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1. DOMANDE

Domanda 1. Sia ¢ : V — W una funzione lineare iniettiva. Dimostrare che se vy, ..., v,
sono n vettori linearmente indipendenti di V', allora ¢(v1), ..., ¢(v,) sono vettori linearmente
indipendenti di W.

Domanda 2. Supponiamo che v e w siano due autovettori di un endomorfismo ¢ : V. — V
relativi a due autovalori A e pu. Dimostrare che se A # p allora v e w sono linearmente
indipendenti. Vale anche il viceversa?

Domanda 3. Siano U = (ujuz) e W = (wi, ws, w3) due sottospazi, entrambi di dimensione
2, di uno spazio vettoriale reale V. Supponiamo che U N W = (v) abbia dimensione 1 e
scegliamo due vettori w € U, w € W taliche u ¢ UNW e w ¢ UNW. Dimostrare che
{u,v,w} € una base di U + W.

Domanda 4. Sia U un sottospazio di dimensione n di uno spazio vettoriale reale V di

dimensione N > n. Fissiamo una base {ui,...,u,} di U, fissiamo un vettore u € V e
definiamo W = U + (u), dove (u) ¢ il sottospazio generato da u. Dimostrare che 'insieme di
n + 1 vettori {uy,...,u,,u} & una base di W se e solo se u ¢ U.

Domanda 5. Scrivere il polinomio caratteristico di un endomorfismo ¢ : R* — R* sapendo
che ¢ non e iniettivo, non e diagonalizzabile su C ed un suo autovalore ¢ 3 + 5i.

2. ESERCIZI

Esercizio 1. Al variare del parametro a € R considerare la seguente matrice:

1 ala+1) 0 0

| o 1 0 0
e (a—1)% a(a+1) —ala—2) ala—1)

ala —1) 0 —a(a—1) a?

(1) Dire per quali valori di a la matrice ¢ invertibile.

(2) Posto a = 0, determinare gli autovalori ed i relativi autospazi di Ag. La matrice Ag &
diagonalizzabile?

(3) Al variare del parametro a, discutere la diagonalizzabilita di A,.

Esercizio 2. Sia V = R[X]=? lo spazio vettoriale su R dei polinomi di grado minore o uguale
a 3 nella variabile X. Dire se i quattro vettori f1(X) = 1+ X2, fo(X) = X, f3(X) = X2+ X3
e f1(X) = X3 formano una base di V ed in questo caso trovare la matrice H di cambio di
base dalla base C = {1, X, X2, X3} alla base B = {f1, f2, f3, fa}. Trovare infine H 1.
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Esercizio 3. Discutere la risolubilita in R del seguente sistema lineare al variare del parametro
a€R:

T1+ax3—24=1

—r1+ a9 — 223 — 14 = —1

Ya:

T1+xot+r3—24 =1

xo —x3+ala—1)zy=a
Trovare, se esistono, tutti i valori di a per i quali (2,0,0, 1) ¢ soluzione del sistema X,.

Esercizio 4. (1) Determinare dimensione e base del sottospazio V' di R* descritto dalle
equazioni:

T1+x3—24 =0
Ig—l‘gzo

(2) Trovare la dimensione ed una base del sottospazio W di R* generato dai vettori
(1,2,0,0), (2,4,2,3), (—1,—2,4,6).
(3) Determinare dimensione e base di VW e V + W.

Esercizio 5. Determinare tutti i vettori di R? che hanno norma 5 e la cui proiezione ortogonale
sul sottospazio U : 1 — x2 = 0 sia uguale a (1,1, —1).

Esercizio 6. Trovare la retta di minima distanza tra le due rette sghembe r ed s descritte
dalle seguenti condizioni:

=0
. {I1+x3 : 8(171,1)+<(07170)>
1+ w2 —23 =0

Esercizio 7. Sia V = Max2(R) lo spazio vettoriale reale delle matrici a due righe e due
colonne a coefficienti reali. Sia B = {($9),(34):(99),(89)} una base di V. Sia inoltre
W = Max3(R) lo spazio vettoriale reale delle matrici a coefficienti reali a due righe e tre
colonne e sia C = {((1) 9 8), (8 5 8), (8 9 (1)), ((1) 9 8), (8 9 8), (8 9 (1))} una base di W. Definiamo
una funzione lineare ¢ : V- — W nel modo seguente:

o(66)=(888),  o(88)=(908), (99 =1(289),  (§9)=(901)
Scrivere la matrice di ¢ rispetto alle basi B e C. Trovare dimensioni e basi del nucleo di ¢ e
dell'immagine di ¢.



