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CHAPTER 1

Cardinalita

1. Insiemi e funzioni. Introduzione informale

1.1. Insiemi e operazioni elementari sugli insiemi. Non diamo una definizio-
ne di “insieme”. Diremo intuitivamente che un insieme ¢ una collezione o famiglia di
elementi scelti da un preassegnato “insieme ambiente”, che indicheremo con X. Se un
elemento = di X appartiene ad un insieme A scriveremo = € A. Se x non appartiene
ad A scriveremo = ¢ A. Con A C B si intende 'inclusione di insiemi, ovvero

ACB seesolose € A= z¢€ B.

Il simbolo C viene talvolta indicato con C. Se A C B e B C A gli insiemi A e B
contengono gli stessi elementi, ovvero sono uguali, A = B.

L’unione e l'intersezione di due insiemi A e B si definiscono, rispettivamente, nel
seguente modo:

AUB:{xEX:xEAoppurexEB},
AﬂB:{xeX::EEAexGB}.
L’insieme che non contiene alcun elemento, I'insieme vuoto, si indica con (). Due
insiemi A e B si dicono disgiunti se AN B = ().
La differenza di insiemi A\ B (leggi “A meno B”) ¢ definita nel seguente modo:
A\B={zeA:z ¢ B}.

Talvolta la differenza A\ B e indicata con A — B.

II complementare di un insieme A in X & linsieme A" = X \ A. Talvolta il
complementare ¢ indicato con A°. Con tale notazione si ha A\ B = AN B'. Le
formule di De Morgan legano unione, intersezione e complementare:

(AUB) =A'NnB,
(AnB) =A"UDB.
Pitt in generale, sia A una famiglia di indici e siano A, insiemi indicizzati da A € A.
Allora 'unione e intersezione della famiglia (Ay)yea sono:
U Ay = {w € X :esiste A € A tale che x € A,\},
AeA
ﬂA,\:{xGX:wGAAperogni)\eA}.
AeA
Le formule di De Morgan sono
/ /
(UAA> = () 4. (ﬂAA) - J A
AEA AEA AEA AEA
5



6 1. CARDINALITA

che forniscono anche le formule per la differenza

X\[Ja=x\4, x\(A=Jx\4.

AEA A€A A€A AEA

1.2. Funzioni fra insiemi. Una funzione f : A — B dall’insieme A all’insieme
B & un’applicazione che associa ad ogni elemento z € A un elemento f(z) € B.
L’insieme A si dice dominio e I'insieme B si dice codominio della funzione.

Ricordiamo che il prodotto cartesiano di due insiemi A e B e 'insieme

AxB={(z,y) :x €A, ye B}.
Il grafico di una funzione f : A — B ¢ il seguente sottoinsieme di A x B:

gr(f) ={(z, f(z)) € Ax B:x € A}.

OSSERVAZIONE 1.1. La definizione formale di funzione ¢ la seguente. Una funzione
da A a B ¢ una terna ordinata (A, B, G) dove G C Ax B ¢ un sottoinsieme che verifica
la seguente proprieta: per ogni z € A esiste un unico y € B tale che (z,y) € G.
L’insieme G = gr(f) e il grafico della funzione. Noi useremo sempre la notazione
f A — B per indicare una funzione.

DEFINIZIONE 1.2 (Immagine ed antimmagine). Dato un insieme C' C A, I'insieme
f(C)={f(z)eB:zeC}
= {y € B :esiste z € C tale che f(z) =y}

si dice immagine di C rispetto ad f.
Dato in insieme D C B, l'insieme

YD) = {xeA: f(x)e D}
si dice antimmagine o immagine inversa di D ripetto ad f.

PRrROPOSIZIONE 1.3. Immagine ed antimmagine commutano con unione e inter-
sezione. Precisamente, siano Ay C A e By, C B, A € A. Allora si ha:

F(Ua) =Usr@n 7(Na) =N Fa.
A€A A€A A€A

AEA

f_1< U BA) = J (B, f_1< N BA) = () (B,

AEA AEA

(1.1)

DiM. Proviamo l'identita in alto a sinistra:

y € f( U A,\> & esiste x € U A, tale che f(z) =y
AEA AEA

esiste A € A ed esiste x € A, tale che f(z) =y
esiste A € A tale che y € f(A))
& ye A

AEA

T3
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Proviamo l'identita in basso a destra:

xef”(ﬂBA) & f(z)€ ) By

AEA AEA

& perogni A € Asiha f(z) € By
&  perogni A€ Asihaz e fH(B))
& T € ﬂ !

AEA
0]

DEFINIZIONE 1.4. Una funzione f : A — B si dice:

i) iniettiva (1-1) se f(z) = f(y) implica * = y (equivalentemente se = # y
implica f(z) # f(y));

ii) suriettiva (su) se per ogni y € B esiste x € A tale che f(z) = y;
iii) biiettiva o corrispondenza biunivoca (1-1 e su) se € iniettiva e suriettiva.

Talvolta useremo la seguente notazione:
1-1 . e
f:+A— B funzione iniettiva,
su . . .
f:A— B funzione suriettiva,

-1 . s o
f:A—= B funzione iniettiva e suriettiva.
su

DEFINIZIONE 1.5 (Funzione inversa e composta). Se f : A — B ¢ una funzione
iniettiva, allora f : A — f(A) ¢ iniettiva e¢ suriettiva. Si puo allora definire la
funzione inversa f~': f(A) — A ponendo

fYy) =2 seesolose f(z)=y.
Siano f : A — B e g : C — D due funzioni tali che f(A) C C.Allora ¢ ben definita
la funzione composta go f: A — D
go f(z) =g(f(x)).

Chiaramente, se f: A =L, B allora si ha:

f~1o f =identita su A,
fo f! =identita su B.

2. Cardinalita

Definiremo la cardinalita di un insieme in modo relativo, dichiarando cosa significa
che un insieme ha cardinalita minore o uguale alla cardinalita di un secondo insieme.

DEFINIZIONE 2.1. Siano A e B insiemi. Diremo che:
i) Card(A) < Card(B) se esiste una funzione iniettiva f : A — B;
ii) Card(A) = Card(B) se esiste una funzione iniettiva e suriettiva f : A — B;
iii) Card(A) < Card(B) se Card(A) < Card(B) ma non esiste alcuna funzmne
suriettiva f : A — B.



8 1. CARDINALITA

Se Card(A) = Card(B) diremo che gli insiemi A e B sono equipotenti. Due
insiemi hanno sempre cardinalita confrontabile, e cioe vale sempre una delle seguenti
tre possibilita: Card(A) < Card(B) oppure Card(A) = Card(B), oppure Card(B) <
Card(A). Non dimostreremo questo teorema la cui prova richiede I'assioma della
scelta.

Proveremo invece che I'affermazione Card(A) = Card(B) equivale all’esistenza di
una funzione iniettiva f : A — B e di una funzione iniettiva g : B — A. Ricordiamo
che 'insieme potenza di un insieme A e l'insieme costituito da tutti i sottoinsiemi di

A:

P(A)={E:EC A}.
L’esistenza di tale insieme va garantita con un apposito assioma. L’insieme P(A)
contiene sempre ’elemento ().

TEOREMA 2.2 (Cantor-Schroder-Bernstein). Siano A e B due insiemi, e siano
f:A— Beg:B — A due funzioni iniettive. Allora esiste una funzione iniettiva e
suriettiva h : A — B.

Dim. Consideriamo preliminarmente una funzione 7' : P(A) — P(A) che preserva
le inclusioni:

(2.2) EcCF = T(E)CT(F).
Si consideri la famiglia di insiemi A = {E € P(A) : E C T(E)}. E certamente A # 0
in quanto () € A. Formiamo l'insieme unione
F=|JE

EcA

Verifichiamo che T'(F') = F. Infatti, usando la proprieta (1.1) e la (2.2) si trova
F=|JECJ T(E):T( U E) — T(F).
EcA EcA EcA
D’altra parte, applicando all'inclusione F' C T'(F') nuovamente T si ottiene T'(F) C
T(T(F)) e quindi T'(F) € A, da cui segue l'inclusione opposta T'(F') C F.
Veniamo alla dimostrazione del teorema. Sia T : P(A) — P(A) la funzione
T(E) = A\ g(B\ f(E)).

Con una verifica elementare si controlla che T preserva l'ordine. Dunque, per le

considerazioni precedenti esiste un punto fisso A; € P(A) di T ovvero un insieme tale
che T'(A;) = A;. Definiamo i seguenti ulteriori insiemi

AZZA\Ala Blzf(A1)7 B2:B\Bl

Abbiamo chiaramente A = A; U Ay e B = By U By con unioni disgiunte. La funzione
f: Ay — Bj ¢ iniettiva e suriettiva. Controlliamo che g(By) = A,. Infatti, si ha

Ay =T(A) = A\ g(B\ f(A1)) = A\ g(B2) = Ay=g(Ba).

Dunque, g : By — A, e iniettiva e suriettiva. Si puo allora definire la funzione
iniettiva e suriettiva h : A — B nel seguente modo:

f(z) sex € Ay
h(w) = { g (z) sex e A.
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PROPOSIZIONE 2.3. Per ogni insieme A risulta Card(A) < Card(P(A)).
DiM. Certamente Card(A) < Card(P(A)) in quanto la funzione f : A — P(A),

f(z) = {z} ¢ iniettiva. Supponiamo per assurdo che esista una funzione suriettiva
f:+ A — P(A). La dimostrazione si basa sul “paradosso di Russell”. Si consideri
I'insieme
Ay={zeA:z ¢ f(x)}.
Poiche f e suriettiva, esiste zo € A tale che f(xg) = Ag. Ci sono due casi:
Caso 1: mg € Ag. Allora: z ¢ f(xg) = Ay, assurdo.
Caso 2: xg ¢ Ag. Allora: zg € f(xg) = Ay, assurdo.

3. Insiemi finiti, infiniti e numerabili
I numeri naturali sono 'insieme
N=1{0,1,2,...}.

Scegliamo la convenzione di far partire i numeri naturali da 0. Scriveremo n € N con
n > 1 per escludere lo 0.

1. Insieme finito. Un insieme A si dice finito se esistono n € N ed una funzione

f:A{l,...,n} — A iniettiva e suriettiva. Diremo in questo caso che Card(A) = n.
Se A non ¢ finito, diremo che A ¢ infinito (contiene infiniti elementi) e scriveremo
Card(A) = oo.

Enunciamo senza provare il seguente fatto:

PROPOSIZIONE 3.1. Se A ¢ un insieme finito ed f : A — A & una funzione, sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

1) f ¢ iniettiva;

2) f & suriettiva;

3) f e biiettiva.

La prova di questa affermazione e lasciata come esercizio.

EsEmMPIO 3.2. L’insieme dei numeri pari 2N = {0,2,...,2n,...} & infinito ed e
equipotente con N. Infatti, la funzione f : N — 2N, f(n) = 2n & iniettiva e suriettiva.
In particolare, un insieme puo essere equipotente ad un suo sottoinsieme proprio.
Questa osservazione ¢ di Galileo.

DEFINIZIONE 3.3 (di Dedekind). Un insieme ¢ infinito se ¢ equipotente ad un suo
sottoinsieme proprio.

2. Insieme numerabile. Un insieme A si dice numerabile se esiste una funzione
iniettiva e suriettiva f : N — A. Diremo in questo caso che:

Card(A) = Card(N) =Xy (Alef zero).

Il cardinale N, ¢ il piu piccolo cardinale infinito. Infatti, se A ¢ un insieme infinito
allora esiste una funzione iniettiva f : N — A. La costruzione di f e induttiva:
i) Se definisce f(0) € A a piacere;
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ii) Definiti f(1),..., f(n) € A distinti, si osserva che I'insieme A\ {f(0),..., f(n)}
non ¢ vuoto, altrimenti A sarebbe finito. Quindi si puo scegliere un elemento f(n +
1) € A\{f(0),..., f(n)}. Ne risulta una funzione f : N — A iniettiva.

Gli elementi di un insieme numerabile A possono essere enumerati, ovvero scritti
come successione di elementi indicizzati da n € N:

A= {ag,a,...a,,...}.

3. Z & numerabile. L’insieme Z = {0,+1,42,...} dei numeri interi & numer-
abile. Infatti, la funzione f : N — Z cosi definita

n \ :
o(n) = 3 Se 7 € un numero pari,
—"= sen ¢ un numero dispari

¢ iniettiva e suriettiva.

4. NxN e numerabile. Proviamo che il prodotto cartesiano N x N € numerabile,
ovvero che

Card(N x N) = Card(N).

Infatti, la funzione f : N — Nx N, f(n) = (n,1) & iniettiva. D’altra parte, la funzione
g: N —= N x N, g(n,m) = 2"3™ & pure iniettiva, per la rappresentazione unica degli
interi in fattori primi. Dunque, per il Teorema 2.2 esiste una funzione iniettiva e
suriettiva h : N — N x N.

EsgERrcIzio 3.1. Controllare che la funzione h : N x N — N cosi definita
h(n,m)=2"2n+1)—1, m,n,eN,

¢ una biiezione.

5. A x A e numerabile se A € numerabile. Se A ¢ numerabile, anche il
prodotto cartesiano A x A € numerabile. Sia infatti, f : N — A iniettiva e suriettiva.
Allora FF : Nx N — Ax A, F(n,m) = (f(n), f(m)) & iniettiva e surittiva. La
composizione G = Foh ™ : N — A x A ¢ allora iniettiva e suriettiva. Qui h ¢ la
funzione definita sopra.

6. Q & numerabile. L’insieme dei numeri razionali

Q= {2—9 . p,q € Z relativamente primi con g > 0}
q

e numerabile. Infatti N C Q e quindi I'inclusione e iniettiva da N in Q. Si consideri
la funzione g: Q — Z X 7Z

g(x) = (p,q) sex= S,con p,q € Z rel. primi e ¢ > 0.

La funzione ¢ ¢ iniettiva. Siccome Z x Z ¢ numerabile, esiste h : Z x Z — N iniettiva
e suriettiva. Dunque ho g : Q — N e iniettiva.

7. Unione numerabile di insiemi numerabili & numerabile.

PROPOSIZIONE 3.4. Siano A,, n € N, insiemi finiti o numerabili. Allora 'unione
A=,", A, ¢ al pill numerabile.
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Dim. Senza perdere di generalita possiamo supporre che gli insiemi A,, siano a
coppie disgiunti, ovvero A; N A; = () se ¢ # j. Enumeriamo gli elementi di A,, in
questo modo:

Ap ={an1, a2, any, ...},
dove l'enumerazione ¢ eventualmente finita. La funzione f : N — A, f(n) = an;

¢ iniettiva. Costruiamo una funzione g : A — N iniettiva. E noto che l'insieme
P C N dei numeri primi (ci interessano quelli maggiori di 1) ¢ infinito (e numerabile).
Enumeriamo P:

P:{p1:2,p2:3,...}.
Definiamo la funzione g : A — N nel seguente modo:

g(an,j) :pzm n?j € Nanaj Z L.

La funzione ¢ ¢ iniettiva in quanto

9(an;) = glame) & pPi=ph, © n=m,j=k & au;=any
0

8. R non e numerabile. Vedremo in seguito che I'insieme dei numeri reali R
non ¢ numerabile. E pit che numerabile.

4. Numeri naturali e induzione

Dal modo stesso in cui i numeri naturali vengono costruiti o definiti, discende la
validita del Principio dinduzione.

Principio d’induzione. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il numero natu-
rale n € N. Supponiamo che:
i) A(0) (oppure A(1) se N inizia da 1) ¢ vera (base induttiva);
ii) A(n) = A(n+1) per ogni n € N (passo induttivo).
Allora A(n) e vera per ogni n € N.

4.1. Formula per la somma geometrica. Per ogni numero reale z € R, x # 1
e per ogni n € N si ha
1 _ n+l
(4.3) 4o+t 4=
1—2
La formula vale anche se x € C ¢ un numero complesso z # 1. La prova ¢ per
induzione sun > 1. Per n =1 si ha
1—22 (1+2)(1—2)

= =1 .
l1—2z 1—=x T

Supponiamo vera la formula (4.3) per n € N. Allora si ha

1— n+1
ldz+224.. 42" =144+, 42 4" =L 4 et

11—z
1 —Q?n+1 + (1 —:L').Z'n+1 _ 1 _l.n—i-Q

1—=x 1—=x
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4.2. Disuguaglianza di Bernoulli. Sia xz € R un numero reale tale che x > —1.
Allora per ogni n € N si ha:

(4.4) (14+2z)" > 14+ nax.

La prova e per induzione su n > 1. Per n = 1 si ha un’identita. Supponiamo vera le
(4.4) per un certo n € N e proviamola per n + 1:

Q4+ =0+2)"0+2)>1+nr)(l+z)=14+nz+z+nz>>1+ (n+ 1.



