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CHAPTER 1

Cardinalita

1. Insiemi e funzioni. Introduzione informale

1.1. Insiemi e operazioni elementari sugli insiemi. Non diamo una definizio-
ne di “insieme”. Diremo intuitivamente che un insieme ¢ una collezione o famiglia di
elementi scelti da un preassegnato “insieme ambiente”, che indicheremo con X. Se un
elemento = di X appartiene ad un insieme A scriveremo = € A. Se x non appartiene
ad A scriveremo = ¢ A. Con A C B si intende 'inclusione di insiemi, ovvero

ACB seesolose € A= z¢€ B.

Il simbolo C viene talvolta indicato con C. Se A C B e B C A gli insiemi A e B
contengono gli stessi elementi, ovvero sono uguali, A = B.

L’unione e l'intersezione di due insiemi A e B si definiscono, rispettivamente, nel
seguente modo:

AUB:{xEX:xEAoppurexEB},
AﬂB:{xeX::EEAexGB}.
L’insieme che non contiene alcun elemento, I'insieme vuoto, si indica con (). Due
insiemi A e B si dicono disgiunti se AN B = ().
La differenza di insiemi A\ B (leggi “A meno B”) ¢ definita nel seguente modo:
A\B={zeA:z ¢ B}.

Talvolta la differenza A\ B e indicata con A — B.

II complementare di un insieme A in X & linsieme A" = X \ A. Talvolta il
complementare ¢ indicato con A°. Con tale notazione si ha A\ B = AN B'. Le
formule di De Morgan legano unione, intersezione e complementare:

(AUB) =A'NnB,
(AnB) =A"UDB.
Pitt in generale, sia A una famiglia di indici e siano A, insiemi indicizzati da A € A.
Allora 'unione e intersezione della famiglia (Ay)yea sono:
U Ay = {w € X :esiste A € A tale che x € A,\},
AeA
ﬂA,\:{xGX:wGAAperogni)\eA}.
AeA
Le formule di De Morgan sono
/ /
(UAA> = () 4. (ﬂAA) - J A
AEA AEA AEA AEA
5



6 1. CARDINALITA

che forniscono anche le formule per la differenza
X\[Ja=x\4, x\(A=x\4.
AEA AEA AEA AEA

1.2. Funzioni fra insiemi. Una funzione f : A — B dall’insieme A all’insieme
B ¢ un’applicazione che associa ad ogni elemento x € A un elemento f(x) € B.
L’insieme A si dice dominio e I'insieme B si dice codominio della funzione.

Ricordiamo che il prodotto cartesiano di due insiemi A e B e 'insieme

AxB={(z,y):x €A, ye< B}
Il grafico di una funzione f : A — B e il seguente sottoinsieme di A x B:
gr(f) ={(z, f(z)) € Ax B:x € A}.

OSSERVAZIONE 1.1. La definizione formale di funzione ¢ la seguente. Una funzione
da A a B ¢ una terna ordinata (A, B, G) dove G C Ax B ¢ un sottoinsieme che verifica
la seguente proprieta: per ogni x € A esiste un unico y € B tale che (z,y) € G.
L’insieme G = gr(f) ¢ il grafico della funzione. Noi useremo sempre la notazione
f : A — B per indicare una funzione.

DEFINIZIONE 1.2 (Immagine ed antimmagine). Dato un insieme C' C A, I'insieme
f(C)={f)e B:x€C}
= {y € B :esiste x € C tale che f(z) =y}

si dice immagine di C rispetto ad f.
Dato in insieme D C B, l'insieme

S (D)={zeA: f(z) € D}
si dice antimmagine o immagine inversa di D ripetto ad f.

PRroOPOSIZIONE 1.3. Immagine ed antimmagine commutano con unione e inter-
sezione. Precisamente, siano Ay C A e By C B, A € A. Allora si ha:'

F(Ua) =U s f(Na) <N fa.
r(Us)=Usrsy, r1(NB)=Nro.

AEA AEA

(1.1)

DiM. Proviamo l'identita in alto a sinistra:

yEf(UAQ & esiste x € UAAtalechef(a:):y

A€A AEA

& esiste A € A ed esiste x € A, tale che f(x) =y
& esiste A € A tale che y € f(A))
< Y& U f(A).

AEA

INotare la correzione: C sostituisce = nell'immagine dell’intersezione. Regola: non credere alle
affermazioni senza dimostrazione.
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Proviamo l'identita in basso a destra:

xef‘1<ﬂBk> & f(z)e ) By

AEA AEA
& perogni A € Asiha f(z) € By

&  perogni A€ Asihaz e fH(B))
& ze)F (B
AeA
Proviamo l'inclusione in alto a destra:
y € f( m AA> & esiste x € ﬂ A, tale che f(x) =y

A€A AEA
esiste x tale che per ogni A € Asihax € Aye f(z)=y

per ogni A € A esiste x € A, tale che f(z) =y
per ogni A € A si hay e f(A))

ye () (A

AEA

T o i

Notare che abbiamo tutte equivalenze tranne 'implicazione centrale che ¢ del tipo
JzVA : Affermazione(z, \) = VA3x : Affermazione(x, \),
che non puo essere invertita. 0

DEFINIZIONE 1.4. Una funzione f : A — B si dice:

i) iniettiva (1-1) se f(z) = f(y) implica * = y (equivalentemente se x # y
implica f(z) # f(y));

ii) suriettiva (su) se per ogni y € B esiste z € A tale che f(x) = y;
iii) biiettiva o corrispondenza biunivoca (1-1 e su) se € iniettiva e suriettiva.

Talvolta useremo la seguente notazione:

1-1 : s

f: A—— B funzione iniettiva,
su . . .

f:A— B funzione suriettiva,

1-1 . o o
f: A—— B funzione iniettiva e suriettiva.
su

DEFINIZIONE 1.5 (Funzione inversa e composta). Se f : A — B ¢ una funzione
iniettiva, allora f : A — f(A) ¢ iniettiva e¢ suriettiva. Si puo allora definire la
funzione inversa f~': f(A) — A ponendo

fYy) =2 seesolose f(z)=y.

Siano f : A — B e g : C — D due funzioni tali che f(A) C C.Allora ¢ ben definita
la funzione composta go f : A — D

go flx) =g(f(x)).
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Chiaramente, se f: A =L, B allora si ha:

f~to f =identita su A,
fo f! =identita su B.

2. Cardinalita

Definiremo la cardinalita di un insieme in modo relativo, dichiarando cosa significa
che un insieme ha cardinalita minore o uguale alla cardinalita di un secondo insieme.

DEFINIZIONE 2.1. Siano A e B insiemi. Diremo che:

i) Card(A) < Card(B) se esiste una funzione iniettiva f : A — B;
ii) Card(A) = Card(B) se esiste una funzione iniettiva e suriettiva f : A — B;
iii) Card(A) < Card(B) se Card(A) < Card(B) ma non esiste alcuna funzione
suriettiva f: A — B.

Se Card(A) = Card(B) diremo che gli insiemi A e B sono equipotenti. Due
insiemi hanno sempre cardinalita confrontabile, e cioe vale sempre una delle seguenti
tre possibilita: Card(A) < Card(B) oppure Card(A) = Card(B), oppure Card(B) <
Card(A). Non dimostreremo questo teorema la cui prova richiede I'assioma della
scelta.

Proveremo invece che 'affermazione Card(A) = Card(B) equivale all’esistenza di
una funzione iniettiva f : A — B e di una funzione iniettiva g : B — A. Ricordiamo
che 'insieme potenza di un insieme A ¢ l'insieme costituito da tutti i sottoinsiemi di
A:

P(A)={E:EC A}.
L’esistenza di tale insieme va garantita con un apposito assioma. L’insieme P(A)
contiene sempre ’elemento ().

TEOREMA 2.2 (Cantor-Schroder-Bernstein). Siano A e B due insiemi, e siano
f:A— Beg:B — A due funzioni iniettive. Allora esiste una funzione iniettiva e
suriettiva h : A — B.

DiMm. Consideriamo preliminarmente una funzione 7" : P(A) — P(A) che preserva
le inclusioni:

(2.2) EcF = T(E)CT).

Si consideri la famiglia di insiemi A = {E € P(A): E C T(E)}. E certamente A # ()
in quanto () € A. Formiamo 'insieme unione

F=|JE
EcA
Verifichiamo che T'(F') = F. Infatti, usando la proprieta (1.1) e la (2.2) si trova
F=|JEc | T(E):T( U E> — T(F).
EeA EeA EeA

D’altra parte, applicando all'inclusione F' C T'(F') nuovamente T si ottiene T'(F') C
T(T(F)) e quindi T(F) € A, da cui segue l'inclusione opposta T'(F') C F.
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Veniamo alla dimostrazione del teorema. Sia T': P(A) — P(A) la funzione

T(E)=A\g(B\ f(E)).
Con una verifica elementare si controlla che 7' preserva l'ordine. Dunque, per le

considerazioni precedenti esiste un punto fisso A; € P(A) di T ovvero un insieme tale
che T'(A;) = A;. Definiamo i seguenti ulteriori insiemi

Ay =A\ A, B =f(A), By=DB\B.

Abbiamo chiaramente A = A; U Ay e B = By U By con unioni disgiunte. La funzione
f: Ay — Bj ¢ iniettiva e suriettiva. Controlliamo che g(By) = A,y. Infatti, si ha

Ay =T(A) = A\ g(B\ f(A1)) = A\ g(Ba) = Ay =g(DBs).

Dunque, g : By — A, e iniettiva e suriettiva. Si puo allora definire la funzione
iniettiva e suriettiva h : A — B nel seguente modo:

h(:v):{ flz)  sexei

gl (z) sewe A,

PROPOSIZIONE 2.3. Per ogni insieme A risulta Card(A) < Card(P(A)).
DiM. Certamente Card(A) < Card(P(A)) in quanto la funzione f : A — P(A),

f(z) = {z} ¢ iniettiva. Supponiamo per assurdo che esista una funzione suriettiva
f: A — P(A). La dimostrazione si basa sul “paradosso di Russell”. Si consideri
I'insieme
Ay={zecA:z¢ f(x)}.
Poiche f e suriettiva, esiste o € A tale che f(xg) = Ag. Ci sono due casi:
Caso 1: mg € Ag. Allora: zg ¢ f(xg) = Ay, assurdo.
Caso 2: xg ¢ Ag. Allora: z € f(xg) = Ay, assurdo.

3. Insiemi finiti, infiniti e numerabili
I numeri naturali sono l'insieme
N={0,1,2,...}.

Scegliamo la convenzione di far partire i numeri naturali da 0. Scriveremo n € N con
n > 1 per escludere lo 0.

1. Insieme finito. Un insieme A si dice finito se esistono n € N ed una funzione

f:A{l,...,n} — A iniettiva e suriettiva. Diremo in questo caso che Card(A) = n.
Se A non ¢ finito, diremo che A ¢ infinito (contiene infiniti elementi) e scriveremo
Card(A) = oo.

Enunciamo senza provare il seguente fatto:

PROPOSIZIONE 3.1. Se A € un insieme finito ed f : A — A & una funzione, sono
equivalenti le seguenti affermazioni:

1) f ¢ iniettiva;

2) f ¢ suriettiva;

3) f e biiettiva.
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La prova di questa affermazione ¢ lasciata come esercizio.

ESEMPIO 3.2. L’insieme dei numeri pari 2N = {0,2,...,2n,...} & infinito ed &
equipotente con N. Infatti, la funzione f : N — 2N, f(n) = 2n ¢ iniettiva e suriettiva.
In particolare, un insieme puo essere equipotente ad un suo sottoinsieme proprio.
Questa osservazione e di Galileo.

DEFINIZIONE 3.3 (di Dedekind). Un insieme ¢ infinito se ¢ equipotente ad un suo
sottoinsieme proprio.

2. Insieme numerabile. Un insieme A si dice numerabile se esiste una funzione
iniettiva e suriettiva f : N — A. Diremo in questo caso che:

Card(A) = Card(N) =Xy (Alef zero).

Il cardinale N, ¢ il piu piccolo cardinale infinito. Infatti, se A ¢ un insieme infinito
allora esiste una funzione iniettiva f : N — A. La costruzione di f ¢ induttiva:

i) Se definisce f(0) € A a piacere;

ii) Definiti f(1),..., f(n) € A distinti, si osserva che I'insieme A\ {f(0),..., f(n)}
non e vuoto, altrimenti A sarebbe finito. Quindi si puo scegliere un elemento f(n +
1) € A\ {f(0),..., f(n)}. Ne risulta una funzione f : N — A iniettiva.

Gli elementi di un insieme numerabile A possono essere enumerati, ovvero scritti
come successione di elementi indicizzati da n € N:

A ={ag,a,...a,,...}.

3. Z & numerabile. L’insieme Z = {0,+1,£2,...} dei numeri interi & numer-
abile. Infatti, la funzione f : N — Z cosi definita

2 se n ¢ un numero pari
p(n) = i1 s N
—%~ sen ¢ un numero dispari

¢ iniettiva e suriettiva.

4. NxN e numerabile. Proviamo che il prodotto cartesiano N x N € numerabile,
ovvero che
Card(N x N) = Card(N).
Infatti, la funzione f : N — Nx N, f(n) = (n,1) ¢ iniettiva. D’altra parte, la funzione
g:NxN —= N, g(n,m) = 2"3™ ¢ pure iniettiva, per la rappresentazione unica degli
interi in fattori primi. Dunque, per il Teorema 2.2 esiste una funzione iniettiva e
suriettiva h : N — N x N.

EsgERrcIz1o 3.1. Controllare che la funzione h : N x N — N cosi definita
h(n,m)=2"2n+1) -1, m,n, €N,

¢ una biiezione.

5. A x A & numerabile se A € numerabile. Se A & numerabile, anche il
prodotto cartesiano A x A ¢ numerabile. Sia infatti, f : N — A iniettiva e suriettiva.
Allora FF : Nx N — Ax A, F(n,m) = (f(n), f(m)) ¢ iniettiva e surittiva. La
composizione G = Foh ™ : N — A x A ¢ allora iniettiva e suriettiva. Qui h ¢ la
funzione definita sopra.
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6. Q & numerabile. L’insieme dei numeri razionali

Q= {1—) . p,q € Z relativamente primi con g > 0}
q

¢ numerabile. Infatti N C Q e quindi l'inclusione ¢ iniettiva da N in Q. Si consideri
la funzione g : Q — Z X Z

g(xz) = (p,q) sex= g,con p,q € Z rel. primi e g > 0.

La funzione g € iniettiva. Siccome Z X Z € numerabile, esiste h : Z x Z — N iniettiva
e suriettiva. Dunque ho g : Q — N ¢ iniettiva.

7. Unione numerabile di insiemi numerabili & numerabile.

PROPOSIZIONE 3.4. Siano A,, n € N, insiemi finiti o numerabili. Allora 'unione
A=,~, A, ¢ al pill numerabile.

DiM. Senza perdere di generalita possiamo supporre che gli insiemi A,, siano a
coppie disgiunti, ovvero 4; N A; = 0 se ¢ # j. Enumeriamo gli elementi di A, in
questo modo:

An = {amla Ap2y .-y Qpjy - - '}7
dove l'enumerazione ¢ eventualmente finita. La funzione f : N — A, f(n) = ay;

¢ iniettiva. Costruiamo una funzione g : A — N iniettiva. E noto che linsieme
P C N dei numeri primi (ci interessano quelli maggiori di 1) ¢ infinito (e numerabile).
Enumeriamo P:

P={p1=2,p,=3,...}.
Definiamo la funzione g : A — N nel seguente modo:
glan;)=p, n,jE€Nnj>1
La funzione g e iniettiva in quanto
9(an;) = glamr) < P = pfl S n=m,j=k &  a,; = Un.
OJ

8. R non e numerabile. Vedremo in seguito che I'insieme dei numeri reali R
non e numerabile. E piti che numerabile.

4. Numeri naturali e induzione

Dal modo stesso in cui i numeri naturali vengono costruiti o definiti, discende la
validita del Principio dinduzione.

Principio d’induzione. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il numero natu-
rale n € N. Supponiamo che:

i) A(0) (oppure A(1) se N inizia da 1) ¢ vera (base induttiva);
ii) A(n) = A(n+1) per ogni n € N (passo induttivo).
Allora A(n) ¢ vera per ogni n € N.
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4.1. Formula per la somma geometrica. Per ogni numero reale z € R, x # 1
e per ogni n € N si ha

1 — xn+1
(4.3) l+z+2*+.. . 42" =—"
1—=x
La formula vale anche se + € C e un numero complesso x # 1. La prova e per
induzione sun > 1. Per n =1 si ha

1—2 (1+2)(1—2)

pr— :1 .
11—z 1—=x T

Supponiamo vera la formula (4.3) per n € N. Allora si ha

1_ n+1
1—|—x+x2+...+x”+1:1—|—$—{—x2+...+1’"+$"+1:1—x+x"+1
i
B 1_$n+1+<1_x>xn+1 B 1_xn+2
- 11—z I

4.2. Disuguaglianza di Bernoulli. Sia x € R un numero reale tale che x > —1.
Allora per ogni n € N si ha:

(4.4) (I+2z)" > 1+ nz.

La prova e per induzione su n > 1. Per n = 1 si ha un’identita. Supponiamo vera le
(4.4) per un certo n € N e proviamola per n + 1:

A+ =0+2)"(1+2)> A +nz)1+z)=1+nr+z+nz®>> 1+ (n+ 1)

4.3. Formula del Binomio di Newton. Il fattoriale n! si definisce per in-
duzione nel seguente modo:

Dol=1lell=1;
i) (n+1)!=(n+1)-n!.

Dati n,k € N con k < n, si definiscono i coefficienti binomiali

(V)

Siano z,y € R e n € N. Verifichiamo per induzione la formula per il Binomio di
Newton:

(z+y)" = i (Z) xRy

k=0

Quando n =1 la verifica e elementare:

0= Qe (e
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Supponiamo vera la formula per n e proviamola per n + 1:

™ = e+ =) 3 () )

k=0

n n o n n o
3 (D)ar st g 37 (D)t
k=0 k=0
n+1
(Z) xn—k—i—lyk i Z <k ﬁ 1) In—k—i—lyk
k=0 k=1

QI O (e

Ora utilizziamo la formula di Stiefel, la cui verifica ¢ un facile esercizio. Per ogni
n,k € N con k < n vale I'identita

() =(2)+ ()

1 " /n+1 n—+1
n+1 n+l—k, k n+1
Jrre o (e ()

k=1

S |

Si trova allora

(x 4 y>n+1

(n

5. Esercizi vari

EsErcizio 5.1. Sia f: A — R la funzione f(z) =z —v1—22, 2 € ACR.

1) Calcolare il dominio A C R di f, ovvero il pit grande insieme di numeri reali
su cui f e definita.

2) Calcolare 'immagine f(A) C R.

3) Dire se f & iniettiva.

4) Al variare di y € R calcolare le “fibre” f~'({y}) C A.

Esercizio 5.2. Siano z,y € Ret € R con ¢ > 0. Provare la seguente disug-
uaglianza:

1 2 1 2
xy§§<t:c —i—;y )

ESERCIZIO 5.3. Verificare che log?, ¢ Q.

ESERCIZIO 5.4. Siano D = {z € C : |z| < 1} il disco unitario, zg € C con |z| < 1,
ed f: D — D sia la funzione

2+ 2
f(Z) N 1+ Z()Z'
1) Verificare che f & definita su tutto D e che f(D) C D;

2) Provare che f ¢ iniettiva e suriettiva e calcolare la funzione inversa f~! :
D — D.






CHAPTER 2

Numeri reali

1. Relazioni d’ordine

Premettiamo le definizioni di relazione, relazione d’ordine (totale) e relazione
d’ordine parziale.

DEFINIZIONE 1.1 (Relazione). Una relazione su un insieme X ¢ un sottoinsieme
R C X x X. Dati z,y € X, diciamo che a ¢ nella relazione R con y se (z,y) € R.
Scriveremo in questo caso zRy.

DEFINIZIONE 1.2 (Ordine totale). Una relazione < su un insieme X & una re-
lazione di ordine totale se per ogni x,y,z € X si ha:

i) x < x (proprieta riflessiva);

ii) = <y oppure y < z (confrontabilita);

iii) Se z <y ey <z allora x = y (proprieta antisimmetrica);
iv) Sex <y ey < zallora x < z (proprieta transitiva).

Se si lascia cadere ii) si ottiene una relazione di ordine parziale.

2. Introduzione assiomatica dei numeri reali

Introduciamo in modo assiomatico i numeri reali come campo ordinato completo.
Discuteremo in seguito la costruzione effettiva dei numeri reali.

DEFINIZIONE 2.1. I numeri reali sono un insieme R munito di due operazioni
+:RxR—=Re-:RxR— R ediuna relazione di ordine totale < che verificano,
per ogni z,vy, z € R, la seguente lista di assiomi.

Assiomi della somma:

(S1) x +y =y + « (proprieta commutativa);

(S2) x + (y+ 2) = (x + y) + z (proprieta associativa);

(S3) esiste 0 € R tale che z + 0 = x per ogni x € R (esiste ’elemento neutro);

(S4) per ogni z € R esiste —z € R tale che x + (—x) = 0 (esiste 'opposto).
Assiomi del prodotto (o moltiplicazione):

(P1) z -y =y -« (proprietd commutativa);

(P2) - (y-2) = (x-y) -z (proprieta associativa);

(P3) esiste 1 € R, 1 # 0, tale che 1 -2 = x per ogni x € R (esiste I'elemento

neutro);

(P4) per ogni z € R, z # 0, esiste 7! € R tale che z-27! = 1 (esiste il reciproco).
Proprieta distributiva:

D)z (y+z2)=z-y+z-z
Assiomi dell’ordine:

(01) se x <y allorax+ 2z <y + z;

15
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(02) sex<yez>0,alloraz-z<y-z.
Assioma di completezza:

(AC) Ogni insieme non vuoto A C R superiormente limitato ha estremo superiore.

Chiariremo ’assioma di completezza fra breve. Gli assiomi (o proprieta) (S1)-(D)
definiscono un campo. Aggiungendo gli assiomi (O1)-(02) si ottiene un campo ordi-
nato. Aggiungendo 'assioma di completezza si ottiene un campo ordinato completo.
Gli insiemi N, Z, Q@ sono in modo naturale sottoinsiemi di R.

I numeri razionali @Q con le usuali operazioni e relazione d’ordine formano un
campo ordinato.

PROPOSIZIONE 2.2. I numeri complessi C sono un campo sul quale non e possibile
introdurre alcuna relazione d’ordine totale.

DiM. Per provare questa affermazione si osservi che in campo ordinato ogni ele-
mento z verifica 2 > 0 (vedi 'Esercizio ?77). Supponiamo per assurdo che ci sia su
C una relazione d’ordine totale >. L’unita immaginaria ¢ dovrebbe allora verificare
—1 =42 > 0 e quindi si avrebbe 1 < 0. D’altra parte si ha anche 1 = 12 > 0. Si
deduce che 1 = 0 e questo non e possibile. 0]

L’assioma di completezza puo essere formulato in vari modi equivalenti fra loro.
Elenchiamo cinque affermazioni che sono equivalenti:

1) Ogni sottoinsieme non vuoto e superioremente limitato di R ha estremo su-
periore.

2) Ogni sottoinsieme non vuoto e inferioremente limitato di R ha estremo infe-
riore.

3) Ogni sezione di R ha un unico elemento separatore.

4) Ogni successione monotona e limitata in R & convergente.

5) Ogni successione di Cauchy in R & convergente

Ritorneremo su questi concetti durante il corso.

DEFINIZIONE 2.3 (Maggiorante, estremo superiore, massimo). Sia A C R un
sottoinsieme di R.
i) Un elemento y € R ¢ un maggiorante di A se x <y per ogni z € A.
ii) L’insieme A si dice superiormente limitato se ha un maggiorante.
iii) Un elemento x € R si dice estremo superiore di A se & un maggiorante di
A e se x < z per ogni altro maggiorante z di A (ovvero z ¢ il minimo dei
maggioranti). Se x € R & 'estremo superiore di A porremo

sup A = .
iv) Se A non ¢ superioremente limitato porremo
sup A = oo.

La convenzione naturale per I'insieme vuoto ¢ di porre sup () = —oo.
v) Un numero z € R si dice massimo di A se z =sup A ed x € A. Scriveremo
in questo caso

max A = x.
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L’estremo superiore e il massimo, se esistono, sono unici. La definizione di estremo
superiore puo essere riformulata nei seguenti termini. Un numero x € R ¢ I'estremo
superiore di un insieme A C R se e solo se:

i) y < x per ogniy € A;
ii) Per ogni & > 0 esiste y € A tale che y >z —e.

DEFINIZIONE 2.4 (Minorante, estremo inferiore, minimo). Sia A C R un sottoin-
sieme di R.
i) Un elemento y € R & un minorante di A se y < z per ogni x € A.
ii) L'insieme A si dice inferiormente limitato se ha un minorante.
iii) Un elemento = € R si dice estremo inferiore di A se ¢ un minorante di A e se
z < x per ogni altro minorante z di A (ovvero z ¢ il massimo dei minoranti).
Se € R ¢ 'estremo inferiore di A porremo

inf A = .
iv) Se A non ¢ inferiormente limitato porremo
inf A = —o0.

La convenzione naturale per l'insieme vuoto ¢ di porre inf () = oc.
v) Un numero z € R si dice minimo di A se x =inf A ed z € A. Scriveremo in
questo caso
min A = x.

2.1. Conseguenze della completezza.

PROPOSIZIONE 2.5 (Proprieta di Archimede). Per ogni coppia di numeri reali
r,y € R, x,y > 0, esiste un numero naturale n € N tale che nx > y.

DiM. Supponiamo per assurdo che esistano numeri reali x,y € R con x,y > 0 tali
che nz <y per ogni n € N. Allora l'insieme

A={nzeR:necN}

¢ superioremente limitato, in quanto y ne € un maggiorante. Per ’Assioma di com-
pletezza esiste ’estremo superiore z = sup A. Il numero ¥ € R e caratterizzato dalle
seguenti due proprieta:

1) nz < & per ogni n € N, ovvero & & un maggiorante di A;

2) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che nx > & — ¢, ovvero z ¢ il minimo dei

maggioranti.
Scegliamo ¢ = x > 0 nella proprieta 2) e sia n € N il corripondente numero

naturale, ovvero nx > & — x. Allora da 1) e 2) si ottiene:

z>nm+lrx=nrx+ar>c—zc+a =71,
che € una contraddizione. O

DEFINIZIONE 2.6 (Parte intera e frazionaria). Sia z € R un numero reale e si
consideri 'insieme
AZ:{pEZ:pr}.
Per la proprieta di Archimede, esiste n € N tale che n > x. Quindi A, € un insieme
di numeri interi superiormente limitato che ha dunque estremo superiore. Poiche A,
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¢ un sottoinsieme di Z questo estremo superiore ¢ un massimo. Definiamo la parte
intera di x

(2] =max{peZ:p <z} €L
Il numero [z| € Z ¢ il piu grande intero minore o uguale ad z. La parte frazionaria
di x & il numero {z} =z — [z].

Parte intera e parte frazionaria verificano le seguenti disuguaglianze:
2] <z <[z]+1, 0<{z} <1
Proviamo ora che i numeri razionali Q sono densi in R.

PRrROPOSIZIONE 2.7 (Densita di Q in R). Per ogni z,y € R, z < y, esiste ¢ € Q
tale che x < ¢ < y.

DiM. Siccome y — x > 0, per la proprieta di Archimede esiste n € N tale che
n(y —x) > 1, ovvero ny — nx > 1. Segue che

nr <ny—1 < [ny] < ny.

Il numero ¢ = [ny]/n € Q verifica dunque = < § < y. Per avere una disuguaglianza
stretta anche a destra argomentiamo nel seguente modo. Esiste m € N tale che
m(q —x) > 1 e quindi

1
r<qg——<q<uy.
m

€ Q verifica quindi la tesi.

Il numero ¢ = q — %

U

2.2. Costruzione di R con le sezioni di Q. La definizione assiomatica dei
numeri reali lascia aperte due questioni: 1) I’esistenza di almeno un campo ordinato
completo; 2) L'unicita di un campo ordinato completo.

[llustriamo brevemente, senza dimostrazioni, la costruzione dei numeri reali tramite
le sezioni di numeri razionali. Sottolineamo che I’Assioma di Completezza ¢ ora un
Teorema. Nel seguito verra illustrata una costruzione puramente metrica di R, che
prescinde dalla relazione d’ordine.

DEFINIZIONE 2.8. Un insieme A C Q € una sezione (di Dedekind) se:
(i) A, A" # 0, dove A’ ¢ il complementare di A in Q;

(ii) se a € A allora b € A per ogni numero razionale b < a;
(iii) se a € A esiste b € A con a < b.

Indichiamo con A l'insieme di tutte le sezioni. Indichiamo con 0 = {a € Q : a < 0}
la sezione nulla e con I = {a € Q : a < 1} la sezione unitaria.

1. Relazione d’ordine. Se A e B sono sezioni, diciamo che A < B se A C B.
L’insieme A ¢ totalmente ordinato dalla relazione <.
2. Somma. Se A e B sono sezioni, definiamo la sezione somma
A+B={a+beQ:a€ A be B}.

La sezione opposta ¢ per definizione —A = {b € Q : esiste a > b tale che —a € A’}.
Scriviamo A — B = A+ (—B).
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3. Prodotto. La sezione prodotto si definisce per casi. Se A, B > 0 definiamo
A-B={a-b€Q:a€ A, be B}.
Se A, B <0 si definisce A- B=(—A)-(—B),se A>0e B <0 si definisce A- B =

—(A-(—B)),ese A <0e B > 0sidefinisce A-B = —(—A)-B. Infine, per ogni sezione
A # 0 si definisce la sezione reciproca A™' = {b € Q : esiste a > b tale che a=! € A'}.

Con pazienti verifiche si controlla che A ¢ un campo ordinato rispetto alle oper-
azioni e alla relazione d’ordine introdotte.

4. Assioma di completezza. Proviamo la proprieta di completezza.

TEOREMA 2.9. L’insieme A con le operazioni + e - e con la relazione d’ordine <
e un campo ordinato completo.

Dim. Ci interessa verificare la completezza. Sia B C A un insieme superioremente
limitato e non vuoto. Questo significa che esiste una sezione A € A tale che B C A
per ogni sezione B € B. Vogliamo provare che B ha estremo superiore. Definiamo
I'insieme unione

c=|JBCcQ
BeB
Controlliamo che C' ¢ una sezione di Q:
i) C # ) in quanto B # (). Inoltre, C' C A implica A" C C” e poiche per ipotesi
A’ # (), segue che C" # 0.
ii) Siano x,y € Q tali che x € C' e y < z. Allora esiste B € B tale che = € B, e
siccome B & una sezione segue che y € B. Dunque si ha anche y € B.
iii) Se x € C allora esiste B € B tale che x € B. Siccome B ¢ una sezione, esiste
y € B tale che x < y. Ma allora sia ha anche y € C.

Verifichiamo infine che C' = sup B.

i) Sicuramente B C C per ogni B € B, ovvero C' & un maggiorante di B.
ii) Proviamo che C' ¢ il minimo dei maggioranti. Sia D € 4 un maggiorante di
B. Dalle inclusioni B C D per ogni B € B, segue che

C=|JBcD.

BeB

3. Esercizi vari
EseRrcizio 3.1. Sia A C R il seguente insieme

A::{ d ER:O<x,y<1}.
T+y

1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.

EsErcizio 3.2. Sia A C R il seguente insieme
A::{n—\/nQ—leR:nEN,TLZl}.

1) Calcolare sup A e dire se esiste max A.
2) Calcolare inf A e dire se esiste min A.
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EsErcizio 3.3. Sia A C R il seguente insieme

A::{MGR:TLEN,n21}.

n+1
Provare che inf A = —o0c.
4. R come spazio metrico
La funzione modulo o valore assoluto su R ¢ la funzione |- | : R — R definita, per

ogni z € R, nel seguente modo

2| = max{z, —a} = {

Valgono le disuguaglianze elementari z < |z| e —z < |z|, ed inoltre:

T se x > 0;
—r sex <0.

i) |z| > 0 per ogni z € R e |z| = 0 se e solo se z = 0;
i) |z = | —zf;
iii) |z +y| < |z| + |y| per ogni z,y € R (subadittivita).
La verifica di iii) segue dalle disuguaglianze
r+y<lz[+lyl e —(z+y)=—z—y<|z|+]yl
Una conseguenza di iii) e la disuguaglianza triangolare
lz —y| <|r—2z|+|z—y| perognizx,y,zelR.

Infatti, |z —y| = |r — 2+ 2 —y| < |x — 2| + |z — y|. Dalla iii) segue anche |z| =
|z —y +y| < |z —y|+ |y| che riordinata fornisce |z| — |y| < |z — y|. Siccome i ruoli
di x,y si possono scambiare, si ottiene la disuguaglianza

[|z] = lyl| < l& —yl-
Definiamo la funzione distanza d : R x R — [0,00), d(z,y) = |x — y|. Questa

funzione verifica le seguenti proprieta:

i) d(z,y) > 0 per ogni x,y € R e d(x,y) = 0 se e solo se x = y;

i) d(z,y) = d(y,z) per ogni z,y € R;

i) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) per ogni z,y, z € R (disuguaglianza triangolare).
La coppia (R,d) ¢ allora uno spazio metrico. La funzione d(z,y) = |x — y| si dice
distanza standard o Euclidea su R.

Possiamo anticipare la definizione generale di spazio metrico.

DEFINIZIONE 4.1 (Spazio metrico). Uno spazio metrico ¢ una coppia (X, d) dove
X & un insieme e d : X x X — [0,00) & una funzione, detta metrica o distanza, che
per ogni x,y, z € X verifica le seguenti proprieta:
1) d(xz,y) > 0ed(z,y) =0 se e solo se z =y;
2) d(z,y) = d(y,x) (simmetria);
3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (disuguaglianza triangolare).

Dato uno spazio metrico (X, d), fissato un punto zo € X ed un raggio r > 0,
I'insieme

B, (z0) = B(zo,r) = Bx(z0,7) = {z € X : d(z,20) <1}
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si dice sfera o palla (aperta) di centro xq e raggio r. Nel seguito, useremo le palle per
definire una topologia su uno spazio metrico.

Nello spazio metrico R con la distanza standard, le palle sono intervalli aperti che
si indicano anche con la seguente notazione:

I(zg) ={z €eR: |z — x| <1} = (xg — r,z0 + 7).

Notazione per gli intervalli. Gli intevalli di R possono essere limitati, non
limitati, aperti, chiusi, aperti a destra o a sinistra. Ecco ’elenco. Siano —oo < a <
b < 0o. Si definiscono i seguenti intervalli limitati:

(a,b) = {x ER:a<z< b} intervallo aperto,
la,b) = {x ceR:a<z< b} intervallo aperto a destra,
(a,b] = {x ER:a<z< b} intervallo aperto a sinistra,
la,b] = {x ceR:a<z< b} intervallo chiuso.
Poi si definiscono gli intervalli illimitati:
(—00,b) = {x eER:z< b} intervallo aperto,
(—o0,b] ={z €R:2<b} intervallo chiuso,
(a,00) = {x ER:xz> a} intervallo aperto,
la,00) = {x ER:z> a} intervallo chiuso,

cui si aggiunge U'intervallo R = (—o0, 00).

La famiglia degli intervalli di R coincide con la famiglia degli insiemi convessi di R.
Inoltre, la famiglia degli intervalli di R coincide con la famiglia degli insiemi connessi
di R. Vedremo la nozione di insieme connesso in seguito.

5. R™ come spazio metrico

Indichiamo con R"™ lo spazio Euclideo n-dimensionale, n € N con n > 1:
R"=Rx...xR.
—_——

n volte

Un elemento z € R™ ha n coordinate reali z = (z1,...,%,). Su R" & definita
un’operazione di somma vettoriale

x—i_y:(xl—i_yla"'axn—i_yn)-

Questa operazione e associativa e commutativa. Su R™ e definita un’operazione di
prodotto per uno scalare. Dati x € R™ e A € R, definiamo

Az = (Azq, ..., Axy).

In questo modo R™ ha una struttura di spazio vettoriale, come si vedra nel corso di
geometria.

DEFINIZIONE 5.1 (Prodotto scalare). Definiamo 'operazione (-, -) : R x R* — R

(T, y) = 2101 + ... + TpYn.

Tale operazione si dice prodotto scalare (standard) di R™.
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I1 prodotto scalare ¢ bilineare (ovvero lineare in entrambe le componenti), sim-
metrico e non degenere. Precisamente, per ogni x,y,z € R™ e per ogni a,3 € R
valgono le seguenti proprieta:

1) {ax + By, 2) = afz, 2) + By, 2);
2) (z,y) = (y, z);
3) (x,x) =0 se e solose xz=0.

Talvolta, il prodotto scalare si indica anche con il simbolo (z,y) oppure con il simbolo
x-y.

DEFINIZIONE 5.2 (Norma Euclidea). La norma Euclidea su R", n > 1, ¢ la fun-
zione |- | : R" — [0, 00) cosi definita

n 1/2
|| = (me) , o= (21,...,x,) € R™

i=1
Equivalentemente, |z| = \/(z, z).

La norma Euclidea verifica le proprieta di una norma. Precisamente, per ogni
x,y € R™ e per ogni A € R si verifica:
1) || > 0e |z] =0 se e solosex=0;
2) |Az| = |A||z| (omogeneita);
3) |z +y| < |z + |y| (subadittivita).
La verifica delle proprieta 1) e 2) ¢ elementare. Per verificare la subadittivita
occorre la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

PrOPOSIZIONE 5.3 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Per ogni z,y € R" vale
la disuguaglianza

(2, )| < ||yl
Dim. Il polinomio reale della variabile ¢t € R:
P(t) = |z + ty]” = |=* + 2t(z,y) + *[y[”

non € mai negativo, P(t) > 0 per ogni t € R, e dunque il suo discriminante verifica
A = 4(z,y)? — 4]z|*|y|* < 0. La tesi segue estraendo le radici. O

Verifichiamo la subadittivita della norma Euclidea. Dalla disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz si ha
ety =@ty v +y) =2l + 2 y) + Wy < Jal” + 2llyl + ly* = (=] + y])*
ed estraendo le radici si ottiene la proprieta 3).
La norma Euclidea induce su R” la funzione distanza d : R™ x R™ — [0, 00),
d(z,y) =lv—yl, z,yeR",

Lo spazio metrico (R™, d) si dice spazio metrico Euclideo. Le proprieta 1), 2), e 3) si
verificano in modo elementare. In particolare, si ha:

d(l”y) = |I—y| = ‘I—Z+Z—y| S ‘ZC—Z’—F’Z—y’ :d(x72)+d(zvy)7 x7y>Z€Rn-

L’insieme

Bi(z)={yeR": |z —y|<r}
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e la palla Euclidea di raggio r > 0 centrata in x € R™.
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CHAPTER 3

Successioni reali e complesse

1. Successioni numeriche

Una successione reale (risp. complessa) € una funzione a : N — R (risp. a :
N — C). Indicheremo con a,, = a(n) € R (risp. a,, € C) I'elemento n-esimo della
successione. La successione si indica con il simbolo (a,)nen. La successione si puo
anche definire elencando in modo ordinato i suoi elementi. Ad esempio, la successione

(@n)nen con a, = 25, n € N, & formata dagli elementi

1 2 n

0, =, =, .y ——, ...
72737 7n+17

DEFINIZIONE 1.1 (Successioni convergenti). Diciamo che una successione reale o
complessa (a,)neny converge ad un limite L € R (risp. L € C) se per ogni € > 0 esiste
n € N tale che

la, — L| < e per ogni n > n.
Diremo in questo caso che la successione ¢ convergente e scriveremo anche

L = lim a, oppure a, — L.

n—oo

Il numero L si dice limite della successione.

EsEmMPIO 1.2. Verifichiamo ad esempio che
lim —— =1
n—oon + 1

Fissiamo € > 0 e cerchiamo n € N tale che per n > 7 si abbia

1 1
<e & n>--—1.
n-+1 €

n
‘ —1‘<€ &
n+1

Quindi e sufficiente scegliere un numero naturale n € N tale che n > % — 1. Un tale
numero esiste per la Proprieta di Archimede dei numeri reali.

PROPOSIZIONE 1.3 (Unicita del limite). Se una successione reale risp. complessa
(@pn)nen ha limite L € R (risp. L € C) allora questo limite & unico.

DiM. Siano L ed M entrambi limiti della successione (a,)nen. Fissato € > 0 a
piacere, esiste n € N tale che |a, — L| < ¢ e |a, — M| < € per ogni n > n. Dalla
disuguaglianza triangolare segue che

|L—M|=|L—-a,+a,— M| <|L-—a,|+|a,— M| < 2e.
Siccome ¢ > 0 ¢ arbitrario, questo implica che |L — M| =0 e quindi L = M. 0

25
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OSSERVAZIONE 1.4. Una successione complessa (a,)neny si pud scomporre nella
sua parte reale e immaginaria:

a, = Rea, +1ma,, n€N.

Lasciamo come esercizio la verifica di questa affermazione: una successione complessa
(an)nen converge se e solo se convergono le successioni reali (Re ay,)neny € (Imay,)pen.
Inoltre, in questo caso si ha

lim a, = lim Rea, +¢ lim Ima,,.

n—oo n—oo n—o0

DEFINIZIONE 1.5. Diremo che una successione reale (a,)nen diverge a oo (“pin
infinito”) se per ogni M € R (arbitrariariamente grande) esiste n € N tale che

a, > M per ognin > n.

Scriveremo in questo caso lim a, = oc.

n—oo

Analogamente, diremo che una successione reale (a,)nen diverge a —oo (“meno
infinito”) se per ogni M € R (arbitrariariamente grande) esiste n € N tale che
a, < —M per ognin > n.

Scriveremo in questo caso lim a, = —o0.

EsEMmPIO 1.6. Verifichiamo usando la definizione che
. n®—nlog(l+n)

lim -

n—oo0 n? + 10
Fissato M > 0 arbitrariamente grande, dobbiamo trovare n € N tale che
n® —nlog(l +n)

n? + 10

Usiamo il metodo delle maggiorazioni e riduciamo la disuguaglianza data ad una

disuguaglianza elementare. Come primo passo stimiamo il logaritmo con la disugua-
glianza fondamentale

(1.5) > M per ognin > n.

log(l+x) <z perognixecRconz>-—1.

In effetti, ci basta la disuguaglianza log(1+n) < n per n € N, che puo essere verificata
per induzione. Usando questa informazione, si ottiene
n® —nlog(l+n) . n—1 .
n? + 10 —  n?2410
Riduciamo ulterioremente la complessita della disuguaglianza. Per n > 4 si ha n? +
10 < 2n?, e quindi con tale restrizione su n si ottiene
n® —nlog(l +n) Ln—1
n?+ 10 -2
Dunque ci siamo ridotti alla disuguaglianza elementare

n—1

>M < n>2M+1.

Con la scelta n = max{4, 2M + 1] + 1}, la (1.5) ¢ verificata.
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Delle successioni reali che non cadono ne nel caso della Definizione 1.1 (successione
convergente) ne nei casi della Definizione 1.5 diremo che non hanno limite, ne finito
ne £oo.

Una successione reale risp. complessa (a,)nen si dice limitata se U'insieme A =
{a, : n € N} & limitato in R (risp. in C). Equivalentemente, la successione ¢ limitata
se esiste C' > 0 tale che

lan| < C' < oo perognin e N.

PROPOSIZIONE 1.7. Se una successione reale o complessa (a,)nen € convergente
allora e limitata.

Dimm. Sia L € R (risp. L € C) il limite della successione. Fissiamo a nostro piacere
un € > 0. Allora esiste n € N tale che |a, — L| < € per ogni n > n. Scegliamo
C =max{|a1],...,|ax|,|L| + €}
Allora |a,| < C per ogni n = 1,...,n, elementarmente. Inoltre, per n > 7 si ha
lan| = lan — L+ L| <la, — L|+|L| <e+|L| < C.
O

TEOREMA 1.8 (Proprieta generali dei limiti). Siano (a,)nen € (by)nen due succes-
sioni in R (risp. in C) convergenti. Allora:

1) La successione somma (a, + b, )nen € convergente e inoltre

lim a, + b, = lim a, + lim b,.

n—oo n—oo n—oo

2) La successione prodotto (a, - b,)nen € convergente e inoltre

lim a, - b, = lim q, - lim b,.

n—oo n—oo n—oo

3) Se b, # 0 per ogni n € N e il limite di (b,),en non ¢ 0, allora la successione
quoziente (a, /b, )nen converge e inoltre

lim a,
i 22—
n—oo b, lim b,

n—oo

Dim. Indichiamo con L, M € R (risp. L, M € C) i limiti delle successioni (a)nen
e (by)nen. Fissiamo € > 0 e sia n € N tale che |a, — L| < € e |b, — M| < € per ogni
n>n.
1) Allora si ha per ogni n > n:
lan + b, — (L+ M)| <la, — L| + |b, — M| < 2e.

2) Per la Proposizione 1.7, esiste C' > 0 tale che |a,| < C e |b,| < C per ogni
n € N. Allora si ha per ogni n > n:
|anby—LM| = |a,b,—Lb,+Lb,—LM| < |b,||a,—L|+|L||b,—M| < Ce+|L|e = (C+]|L]|)e.

3) Per il punto 2), ¢ sufficiente provare 'affermazione nel caso a, = 1 per ogni
n € N. Siccome M = 0 per ipotesi, esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

M
ul = I, — M 4+ M| > 0] b, — 2> L
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Dunque, per n > max{n,n} si ha
11 ‘_|bn—]\4|< 2e
by M |ba||M] T M?

O

TEOREMA 1.9 (Teorema del confronto). Siano (a,)nen, (bn)nen € (Cn)nen succes-
sioni reali tali che esiste n € N tale che n > 7 si ha

an < b, < cp.

Supponiamo che esistano i limiti L, M € R delle successioni (a,)nen € (¢ )nen, rispet-
tivamente. Se L = M, allora anche (b,),en converge e lim b, = M.

Dim. Fissato € > 0 sia n € N tale che |a, — L| < ¢ e |¢, — L| < € per ogni n > n.
Allora si ha anche
b, —L<c¢,—L<l|c,—L|<e,
L—-b,<L—-a,<|L—a,|<e,
e quindi |b, — L| < e per ogni n € N tale che n > n. O

DEFINIZIONE 1.10. Sia A(n) un’affermazione che riguarda il generico numero nat-
urale n € N. Se esiste 7 € N tale che A(n) ¢ vera per ogni n > 7 diremo che
I'affermazione A(n) ¢ vera definitivamente.

Il Teorema sulle operazioni coi limiti e il Teorema del confronto coprono solo alcuni
dei casi che si possono presentare. Nel seguito discutiamo alcune altre situazioni
esemplari.

PROPOSIZIONE 1.11. Siano (a,),en una successione infinitesima (ovvero lim a, =

n—oo
N

0) e (bn)nen una successione limitata. Allora la successione prodotto (a,bn)nen €
infinitesima.

Dim. Sia C' > 0 una costante tale che |b,| < C per ogni n € N. Fissato ¢ > 0
esiste n € N tale che |a,| < € per ogni n > n. Allora si ha

|anbn| = |an|bn] < Ce, per ogni n > n.
Questo prova che la successione prodotto e infinitesima. [l

EsERcizio 1.1. Provare le seguenti affermazioni.

1) Siano (a,)nen € (bn)nen due successioni reali tali che a,, < b, per ogni n € N.
Allora si ha
lim a, =00 = lim b, = 0.

2) Siano (b, )nen € (Cn)nen due successioni reali tali che b, < ¢, per ogni n € N.
Allora si ha
lim ¢, =—-0c0 = lim b, = —oc.

n—oo n—oo

3) Sia (ay,)nen una successione reale che diverge a oo, e sia (b,),en una succes-
sione reale limitata. Provare che la successione somma (a,, + by, )nen diverge
a 0o.
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4) Sia (a,)nen una successione reale che diverge a 0o, e sia (b, )n,eny una succes-
sione reale, positiva, staccata da 0 ovvero: esiste 6 > 0 tale che b, > 0 per
ogni n € N. Allora la successione prodotto (a,, - b, )nen diverge a oo.

2. Esempi di successioni elementari

ESEMPIO 2.1 (Quoziente di polinomi). Siano P e @ polinomi a coefficienti reali
nella variabile z € R di grado p e ¢, rispettivamente, con p,q € N. Precisamente,
supponiamo di avere

P(x)=apz? + ...+ a1z +ap, z€R
Q(x) =bg?+ ...+ bz + by, z€R.

Avremo a, # 0 e b, # 0. Senza perdere di generalita supponiamo che a, > 0 e b, > 0.
Allora si ha

oo sep>q,
P a
tim 207 L sep =g,
n—oo (n) q
0 seq>p.

La verifica ¢ elementare e utilizza il teorema sulle operazioni con i limiti partendo
dalla seguente identita:

a,n? + ...+ an+ ag vq GpHapan™' 4 an' P agn?
byn + ...+ bin+ by by + bg—in=t+ ...+ bint=1 4 byn=9

ESEMPIO 2.2 (Successione geometrica). Sia ¢ € R un numero reale fissato. Stu-
diamo la convergenza delle successione geometrica a,, = ¢" per n € N. Verificheremo
le seguenti affermazioni:

0 se |q] <1,
: n_ )1 se q=1,
nlggoq ) o seq>1

non esiste se g < —1.
L’ultima affermazione significa che il limite non esiste ne in R ne +oc.

Esaminiamo il caso —1 < ¢ < 1. E sufficiente considerare il caso 0 < g < 1. Allora
g=1—xzconz € (0,1). Per tali z valgono le disuguaglianze

0<(1l—-2)"< ., neN.
1+ nx
Si veda 1'Esercizio 5 del Foglio 1. Siccome
i 1
lim =0,

n—oo 1 4+ nx
dal Teorema del confronto segue che

lim ¢" = lim (1 —2)" = 0.
Nel caso ¢ > 1 si puo scrivere ¢ = 1 + x con x > 0. Dalla disuguaglianza di
Bernoulli si ottiene
" =1+2)">1+nz,
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e per confronto si trova lim ¢" = oo.

n—oo
Sia ora z € C un numero complesso. Dall’identita |2"| = |z|™ si deduce che per
|z] < 1siha
lim 2" = 0.
n—oo

Se invece |z| > 1 e z # 1 il limite non esiste.

EseEmpIO 2.3 (Radice n-esima). Per ogni numero reale p > 0 si ha

lim /p = 1.

E sufficiente considerare il caso p > 1. Il caso 0 < p < 1 si riduce a questo passando ai
reciproci. Se p > 1 si ha ¢/p =1+ a, con a, > 0. Dalla disuguaglianza di Bernoulli

p=(14a,)" > 1+ na,,

si ottiene 1
0<a,< u ;
n

e quindi lim a, = 0.

n—oo
EseEmPIO 2.4 (Radice n-esima di una potenza di n). Per ogni numero reale 8 > 0

si ha
lim Vnf = 1.

n—oo

Proviamo effermazione nel caso § = 1. Si ha certamente {/v/n = 1 + a, con
a, > 0 per ogni n > 1. Usando nuovamente la disuguaglianza di Bernoulli si trova

vn=(1+a,)" > 1+ nay,,

e quindi
n—1
0<a, < v )
n
Dal Teorema del confronto segue che lim a,, = 0. In conclusione, si ottiene
n—oo

lim /n = lim (1+a,)*=1.

n—oo n—oo

Esemp1o 2.5 (Confronto fra potenze ed esponenziali). Siano a, § € R numeri reali
tali che a > 1e 3> 0. Si ha:

B
n
lim — = 0.
n—oo q"
Esaminiamo la successione 5
n
b, = — N eN
a
Dal momento che
bni1 (n+ 1)Pa" 1 N8 1
lim = — Jim 2 — —(1 —> =—-<1
n1—>Holo nl—>Holo atinpf nl—>nc>10 a + n a ’

n

fissato % < q < 1, esiste n € N tale che b,,1 < gb, per ogni n > n. Iterando tale
disuguaglianza si ottiene

_ b
0<b, <gbp 1 <...<¢" "ba=q"—.
qn
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Per confronto con la successione geometrica si deduce che lim b, = 0.

n—oo

EseEmPIO 2.6 (Confronto fra esponenziale e fattoriale). Sia a € R un numero reale
tale che @ > 0. Si ha:

aTL

lim — =0.
n—oo 1
Esaminiamo la successione "
b,=— mneéeN.
n!
Dal momento che
. anrl BERT a o
lim = lim =0,

fissato 0 < ¢ < 1, esiste n € N tale che b,.1 < ¢b,, per ogni n > n. Come sopra, si
conclude che b, — 0 per n — oc.

EseEmPIO 2.7 (Confronto fra potenze e logaritmi). Per ogni v, 5 € R con o, f > 0

risulta
log” n

lim = 0.
n—oo N

Con la sostituzione x,, = logn, ovvero n = e, si ottiene per n > 1
tog”n _ 2l _ ([za + 1)
ne - eTne — (ea)[;tn]
Siccome e > 1 e a > 0, la base dell’esponenziale verifica e* > 1. Dunque, fissato
e > 0 esiste M € R tale che risulti
([za] +1)°
(e

0<

<€

non appena [x,] > M. Ma siccome

lim [z,,] = lim [logn| = oo,

n—od n—oo

esiste n € N tale che [x,] > M per ogni n > n. Abbiamo cosi provato che per ogni
€ > 0 esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

log” n

0< < €.

na
3. Esercizi vari

EseErcizio 3.1. Calcolare il seguente limite:

lim /27 4 3n.

EsErcizio 3.2. Calcolare il seguente limite
lim ( L )
im (——+... + ——).
n—oo \y/n? + 1 vn?+n

Esercizio 3.3. Al variare di b € R con b > 0, studiare la convergenza della
successione numerica (a,)pen con

1 /2
an:—(n>, n € N.
b\ n
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4. Successioni monotone

DEFINIZIONE 4.1 (Successioni monotone). Una successione reale (a,)nen si dice:

i) crescente se a, < a,y1 per ogni n € N;

ii) strettamente crescente se a, < a,,1 per ogni n € N;
iii) decrescente se a,, > a,y1 per ogni n € N;
iv) strettamente decrescente se a, > a,41 per ogni n € N.

Una successione crescente o decrescente si dice monotona.

PROPOSIZIONE 4.2. Sia (a,)neny una successione crescente e (superiormente) li-
mitata. Allora la successione e convergente e inoltre

lim a, = sup {an € R:n e N} =supa,.
n— oo neN

DiM. L’insieme A = {an € R : n € N} ¢ superiormente limitato e quindi esiste
finito
L=supAeR.
Siccome L e un maggiorante di A si ha a,, < L per ogni n € N. Fissiamo ¢ > 0.
Siccome L ¢ il minimo dei maggioranti di A, esiste n € N tale che a; > L —¢. Dal
fatto che (a,)nen € crescente, si deduce che per n > 7 si ha:

ap > an > L — €.
Abbiamo dunque provato che per ogni € > 0 esiste n € N tale che per n > 7n risulta
L—e<a,<L<L+ec.
Questa e la tesi della proposizione. O

Se una successione crescente (a,)neny nON € superiormente limitata, allora un ar-
gomento analogo al precedente prova che
lim a, = co.
n—oo

Per le successioni decrescenti valgono affermazioni analoghe. Ad esempio, se (a,)nen
e decrescente e inferiormente limitata, allora

lim a, = inf{a, € N:n e N} e R.

n—oo

Nella dimostrazione della Proposizione 4.2 abbiamo usato 1’Assioma di completezza

dei numeri reali per assicurarci dell’esistenza del numero L € R. La Proposizione 4.2
implica a sua volta I’Assioma di completezza. La dimostrazione di questo fatto e
lasciata come esercizio.

ESERCIZIO 4.1. Sia (a,)nen la seguente successione definita in modo ricorsivo:
ap=0, apni1=vV2+a, n=>0.
Provare che la successione converge a calcolarne il limite.

Mostriamo che la successione & crescente e superiormente limitata. Sia f(x) =
V2 + z la funzione, definita per x > —2, che interviene nella definizione ricorsiva
an+1 = f(a,). Studiamo la disuguaglianza

flz) >z & —-l<z<2.
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Dunque, fintantoche 0 < a,, < 2 risulta a,,1 > a,. Proviamo per induzione che
0 <a, < 2. Per n =0 questo ¢ chiaro. Inoltre, si ha

1 <2 & V2+a,<2 & a,<2.

Questo prova che la successione & crescente (strettamente) e superiormente limitata.
Dunque esiste finito

L = lim a,.

n—oo
Passando al limite nella relazione ricorsiva a,+1 = f(a,) ed usando la continuita di f
si trova

L = lim ap41 = lim f(a,) = f(lim a,) = f(L).
Le soluzioni dell’equazione L = f(L) sono L = —1 che & da scartare ed L = 2.
Dunque, il limite e L = 2.

5. Il numero ¢

Nel seguente teorema con x = 1 si definisce il numero e di Nepero. Anticipiamo
la nozione di somma infinita, che verra introdotta nel prossimo capitolo.

TEOREMA 5.1. Per ogni numero reale x € R il seguente limite esiste finito:
(5.6) e’ := lim (1 + f) .
n—oo n

Inoltre risulta
k

X - ':C
k=0

DiM. Iniziamo con il caso z > 0. Proveremo che la successione
:L‘ n
ay = <1—|——> , neN,
n

e crescente e superiormente limitata. Dalla Proposizione 4.2 segue 1’esistenza finita
del limite (5.6).
Dalla formula del binomio di Newton si ottiene
k

R P S o (B B (B

e in modo analogo

n+1
1 E— 1\ zF
=S "(1- )”(1— )—.
Ant1 ;( n+1 n+1/k!

Dalle disuguaglianze

(1= < (=) (- 5) < (1-550),

per k =0,1,...,n, e dal fatto che z* > 0 segue che a,, < @,4;. Siccome

(1—%><L”w(1—k;1><L
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dallidentita (5.8) si trova anche la maggiorazione

(5.9) <1+%)n<kz;%]:'

Scegliamo ora un numero naturale m € N tale che z < m < n e spezziamo la somma
nel seguente modo:

n k m—1 n k m—1 n k
x x x x x
ZEZZE+ZE<ZE+Z—W%M
k=0 k=0 k=m k=0 k=m
Abbiamo usato la disuguaglianza k! = k(k — 1) - ...+ (m + 1)m! > m¥™m!. D’altra
parte, dalla formula per la somma geometrica parziale, si ottiene

m

zn: Z _ ( ) ™1 — (z/m)"—mt! _amom
mFmm! m‘ mk= m_m' " ml 1—x/m m!m—x

k=m h=

Abbiamo usato il fatto che m > z. In conclusione, troviamo la maggiorazione in-
dipendente da n:

(5.10) ( ) Z k! _m—x

Questo termina la prova dell’esistenza finita del limite. Passando al limite nella
disuguaglianza (5.9) si trova
k=0

Una volta provata la disuguaglianza opposta, si ottiene la tesi (5.7).
Ripartiamo dall’identita (5.8) dove, come sopra, n > m > x:

k

=3 (11 S - - -5,

k=0 k=m
] 1 E—1\zF 2™ m
S S{(EE M (I
n n k! m!m—x

T
k! m!m—zx’
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Discutiamo infine il caso x < 0. Osserviamo preliminarmente che
2
X n
lim (1-25)" =1,
n—oo n2
Questo segue dal Teorema del confronto a partire dalle disuguaglianze (usiamo la
disuguaglianza di Bernoulli)

xQ

1>(1——2) 12
n

Dunque, per z > 0 si trova

. T\
. T\ Ji%o(l_ﬁ> 1
hm(l——) = =
lim (1+—> e

n
n—00

Ovvero, e = (e*)7L. O

n—oo

La formula (5.7) ¢ stata provata solo per z > 0, ma vale per ogni x € R. La prova
€ omessa.

OSSERVAZIONE 5.2. Per il Teorema 5.1, risulta definita una funzione da R in R,
x +— ¢e”. Elenchiamo alcune proprieta di questa funzione.

1) Si ha e” > 0 per ogni z € R. Questo deriva dal fatto che definitivamente si

ha \n
(1+—) >0,
n

e che la successione e crescente.
2) La funzione x — e” & strettamente crescente. Questo e chiaro, quando = > 0,

dalla formula .

> T
ex = ZF
k=0

3) Per ogni z,y € R si ha
etV = % . Y,

In altri termini,  +— e* & un omomorfismo dal gruppo addittivo (R, +) al
gruppo moltiplicativo (R, ), dove Rt = {x € R: z > 0}. Una prova di tale
identita si puo ottenere mostrando che
1+

lim - n
noo (1 + f) (1 + g)

n n

OSSERVAZIONE 5.3. Il numero di Nepero e per definizione

1\"
e = lim <1+—) )

=1.

n—oo n
m—1
Sappiamo che per ogni m € N si ha e > Z 1/k!. Con la scelta m = 4 si ottiene la
k=0

stima dal basso ) . 9
>14+14+ =4+ ==2+ —.
e + 1+ 5] + 3] + 3
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Per ottenere una stima dall’alto si puo usare la (5.10) con z = 1:

X m
DB v e s

che con m = 4 fornisce

2 1
<2424 <3
A RET

6. Limiti inferiore e superiore

Sia (a,)nen una successione reale. Per ogni n € N si definiscano:

b, = inf{a,, e R:m>n} = iI;f s

Cn = sup{a,, € R:m >n} = sup a,.
m>n

Puo essere b, = —oo per qualche n € N ovvero per tutti gli n € N. Puo essere ¢,, = 00
per qualche, ovvero per tutti gli n € N. Supponiamo che questa situazione banale
non avvenga.

La successione (b, ),eny © monotona crescente in quanto al crescere di n, I'insieme
di cui si calcola Iestremo inferiore si restringe. Analogamente, la successione (¢, )nen
e monotona decrescente. Dunque, esistono i limiti

lim b, = sup inf a,, € RU {oc0},

n—o0 neN m2
lim ¢, = inf sup a,, € RU{—o0}.
n—oo neENm>n
DEFINIZIONE 6.1 (Limiti inferiore e superiore). Si definiscono i limiti inferiore e
superiore di una successione reale (a,),en rispettivamente come:

liminf a,, = sup inf a,, € RU{occ},

n—oo neN m2
limsup a,, = inf sup a,, € RU{—o0}.
n—00 neN m>np
La comodita dei limiti inferiore e superiore ¢ che sono sempre definiti. Chiara-
mente, vale sempre la disuguaglianza
liminf a, < limsupb,.

n—oo n—o0

PROPOSIZIONE 6.2. Sia (a,)nen una successione reale e sia L € R. Allora sono
equivalenti le seguenti affermazioni (A) e (B):
(A) L = limsupay;
(B) Valgono le affermazioni i) e ii):
i) Per ogni € > 0 e per ogni i € N esiste n > n tale che a,, > L — ¢;
ii) Per ogni ¢ > 0 esiste n € N tale che per ogni n > n si ha a, < L+ ¢.

DiMm. Sia L = inf sup a,,, ovvero L & il massimo dei minoranti dell’insieme A =
neN ,>n

{cn € R:n €N}, con ¢, = sup a,, . Siccome L & un minorante:

m>n

VneN:supa,, >L <& Ve>0neNIn>n:a,>L—c.

m>n
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Abbiamo in effetti provato che L ¢ un minorante di A se e solo se vale i).
Inoltre, L ¢ il massimo dei minoranti. Dunque, L+¢ con € > 0 non ¢ un minorante.
Ovvero:
Ve >0dneN: supa, <L+e <& Ve>0dneNYn>n:a,<L+e.

m>n
Abbiamo in affetti provato che L e il massimo dei minoranti se e solo se vale ’affermazione
ii). U
Per il limite inferiore si ha un’analoga caratterizzazione che riportiamo senza
prova.

PROPOSIZIONE 6.3. Sia (a,)nen una successione reale e sia L € R. Allora sono
equivalenti le seguenti affermazioni (A) e (B):

(A) L =liminfa,;

(B) Valgono le affermazioni i) e ii):
i) Per ogni € > 0 e per ogni nn € N esiste n > 7 tale che a,, < L + ¢;
ii) Per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha a, > L —e.

Mettendo insieme 'affermazione ii) della Proposizione 6.2 con Iaffermazione ii)
della Proposizione 6.3 si ottiene il seguente corollario.

COROLLARIO 6.4. Sia (a,)nen una successione reale. Allora il limite

L= lim a,
n—oo
esiste finito se e solo se
liminf a, = limsupb,, = L.
n—oo n—oo

Questo corollario vale anche quando L = oo oppure L = —o0.

OSSERVAZIONE 6.5. Siano (ay,)nen € (bn)nen Successioni reali. Valgono sempre le
seguenti disuguaglianze:

liminf a,, + liminf b, < liminf(a, + b,),

n—oo n—oo n—oo

lim sup a,, + limsup b,, > lim sup(a,, + b,),

n—oo n—oo n—oo
e le disuguaglianze possono essere strette. Se una delle successioni converge, tuttavia,
si hanno uguaglianze. Omettiamo la prova di queste affermazioni.

ESEMPIO 6.6. Si consideri la successione (a,)nen cosi definita

n? cos(n)
Ton241
Proviamo che
liminfa, = -1, limsupa, = 1.
n—00 n—0o00

Partiamo dal limite superiore. Chiaramente, per ogni € > 0 e per ogni n € N si ha
a, <1l<1+4e.
D’altra parte, per ogni n € N posso trovare n > n tale che a,, > 1 — ¢, in quanto

. ) 4n?
lim ag,, = lim

— =1
n—oo n— o0 4712 —+ 1
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Per il limite inferiore si argomenta in modo analogo. Da un latosi haa, > —1 > —1—¢
per ogni n € N. Inoltre, per ogni n € N esiste n > n tale che a,, < —1 + ¢ in quanto

—(2 1)2
lim ag,+; = lim (2n+1)

—_— 7 = 1.
n—o0 (2n + 1)2 +1

7. Teorema di Bolzano-Weierstrass
Vogliamo definire la nozione di sottosuccessione.

DEFINIZIONE 7.1. Una selezione crescente di indici ¢ una funzione (successione)
k: N — N che & strettamente crescente, k(n) < k(n + 1) per ogni n € N. Scriveremo
k, = k(n).

DEeFINIZIONE 7.2. Una sottosuccessione di una successione reale o complessa
(an)nen © una successione della forma (ay, Jneny con k : N — N selezione crescente
di indici.

Sappiamo che tutte le successioni convergenti sono limitate. Le successioni limi-

tate in generale non sono convergenti, ma hanno sempre una sottosuccessione conver-
gente.

TEOREMA 7.3. Ogni successione reale limitata (a,),eny ha una sottosuccessione
convergente.

Questo teorema vale anche per le successioni complesse (estrarre una sottosucces-
sione della parte reale e poi un’ulteriore sottosuccessione da quella immaginaria). La
dimostrazione del Teorema 7.3 si basa sul Teorema di Bolzano-Weierstrass.

DEFINIZIONE 7.4. Un punto xy € R si dice punto di accumulazione di un insieme
A C R se per ogni § > 0 si ha

AN Is(zo) \ {zo} # 0,

ovvero, equivalentemente, se per ogni > 0 esiste z € A tale che 0 < |x — x| < 4.

Ricordiamo che un insieme A C R si dice limitato se esistono a,b € R tali che
A C [a,b].

TEOREMA 7.5 (Bolzano-Weierstrass). Sia A C R un insieme limitato con Card(A) =
0o. Allora A ha almeno un punto di accumulazione.

DiM. La dimostrazione si basa sul metodo di dicotomia. Siccome A e limitato
esistono a,b € R con a < b tali che A C [a,b]. Definiamo ag = a, by = b e sia
co = “OQL”O il punto medio. Consideriamo i due intervalli [ag, co] € [co, bo]. Uno dei
due intervalli deve contenere infiniti elementi di A. Sia ad esempio [ag, cp]. Allora
definiamo a; = ag e by = ¢p. Si hanno le disuguaglianze

1
ap < ap <by <by, e b1—a1=§(ao—bo)-

Procediamo ora in modo induttivo. Supponiamo di aver gia scelto dei numeri aq, ..., a,
e by, ..., b, con queste proprieta:
1) a0§a1S...San<bn§...§blgb0;

i) b, —a, = %(bo —ap);
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iii) L’intervallo [a,, b,] contiene infiniti elementi di A.

Selezioniamo dei numeri a, 1 e b, 1 nel seguente modo. Definiamo ¢, = % Uno
dei due intervalli [a,, ¢,)] € ¢, b,] contiene infiniti elementi di A. Supponiamo sia ad
esempio il secondo. Definiamo allora a,+1 = ¢, € b,+1 = b,. Le affermazioni i), ii),
iii) sono allora verificate con n + 1 al posto di n.

Abbiamo costruito una successione (a,)nen che € monotona crescente e superior-
mente limitata, ed una successione (b,)nen che € monotona decrescente inferiormente
limitata. Dunque esistono finiti i limiti

L = lim a,, M = lim b,.

n—oo n—oo
Dalla proprieta iii) segue che

bn —
M — L = lim (b, — a,) = lim 2

n—o00 n—o00 on

=0,

e dunque L = M. Proviamo che il punto g = L = M e di accumulazione per
A. Fissiamo § > 0 e scegliamo n € N tale che b, — a,, < §. Questo & certamente
possibile. Siccome a, < xy < by, si ha [a,,b,] C (xg — 0,20 + ) = Is(xg). Siccome
[an, by, contiene infiniti elementi di A, I'insieme A N I5(zo) contiene infiniti elementi
e dunque certamente A N I5(xo) \ {zo} # 0. O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 7.3. Si consideri 'insieme A = {an eER:n¢€
N } Se A contiene un numero finito di elementi, allora almeno uno di questi ricorre
per infinite scelte di indici e si puo estrarre una sottosuccessione costante.

Possiamo supporre Card(A) = oco. Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, A ha
un punto di accumulazione xy € R. Per ogni § = 1/n, 'insieme A N I5(x) contiene
infiniti elementi. Dunque, per ogni n € N esiste k, € N tale che ax, € I1/,,(z0). E
possibile selezionare in modo ricorsivo k,, in modo tale che k,, > k,_1. Quindi (ax, )nen
¢ una sottosuccessione di (a,)nen. Dalla disuguaglianza

1
lag, — x| < —
n

segue che ay, —— x. U

n—oo

8. Successioni di Cauchy. Completezza metrica di R

DEFINIZIONE 8.1 (Successione di Cauchy). Una successione reale o complessa
(an)nen si dice di Cauchy se per ogni ¢ > 0 esiste i € N tale che per ogni n,m > n
si ha |a, —an| < €.

TEOREMA 8.2. Una successione reale o complessa (a,),en converge se e solo se e
di Cauchy.

DiM. Proviamo il Teorema nel caso delle successioni reali. Sia (a;,)neny una suc-
cessione reale che converge ad un numero L € R e proviamo che e di Cauchy. Per
ogni £ > 0 esiste n € N tale che per n > 7 si ha |a,, — L| < e. Dunque, per n,m > n
si ha, per la disuguaglianza triangolare,

lan — am| < lap — L| + |L — ay] < 2e.
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Supponiamo viceversa che (a,)nen sia una successione di Cauchy in R. Proviamo
preliminarmente che la successione ¢ limitata. Infatti, scelto ¢ = 1 esiste n € N tale
che |a, — a,,| < 1 per m,n > 7, e in particolare per n > 7 si ha

|an| < laa| + |an — an| <1+ |agl,
e dunque, per un generico n € N si ha la maggiorazione

la,| < max{|ai], ..., |an_1], 1+ |ax|}.

Per il Teorema di Bolzano-Weierstrass, dalla successione limitata (a,)nen si puo
estrarre una sottosuccessione convergente (ank) ren. Ovvero esiste L € R tale che

lim a,, = L.

k—oo

Proviamo che vale anche a, — L per n — oo. Fissato ¢ > 0 sia n € N dato dalla
condizione di Cauchy, ovvero |a,, — a,,| < € per ogni n,m > n. Scegliamo k € N tale
che ny > n e |z, — L| <e. Allora, per n > n risulta

|6Ln—L| < |an_ank| + |am€ _L| < 2e.

Questo termina la dimostrazione. La dimostrazione nel caso complesso e identica,
bastera usare il Teorema di Bolzano-Weierstrass nel caso complesso. 0J

Il Teorema 8.2 si puo riformulare nel seguente modo: I numeri reali R con la
distanza Euclidea formano uno spazio metrico completo. Analogamente, il piano
complesso C con la distanza Euclidea ¢ uno spazio metrico completo

I numeri razionali Q C R con la distanza Euclidea d(z,y) = |z —y|, z,y € Q, non
sono invece uno spazio metrico completo. Infatti, la successione

1\"
an:<1+—> €Q, neN,
n

¢ di Cauchy in Q con tale distanza ma non converge ad un elemento di Q. Infatti, il
valore limite della successione ¢ il numero e € R\ Q.

9. Criteri di convergenza di Cesaro

I criteri di Cesaro sono utili per calcolare limiti che presentano forme indeterminate
del tipo [0o/o0] oppure [0/0].

TEOREMA 9.1 (Cesaro I). Siano (a,,)nen, (bn)nen due successioni reali e supponi-
amo che:
i) La successione (by,),en € strettamente crescente e b, —— 00;
n—oo
ii) Esiste (finito) il limite
1. An4+1 — An _ L
n—0oo bn+1 — by

Allora esiste anche il limite
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DiM. Osserviamo che! si puo supporre b, # 0 per ogni n € N. Affermiamo che
per ogni 6 < L si ha
(9.11) liminf 2 > 6,

n—oo n

Dalla arbitrarieta di ¢ segue la stima anche per L:

(9.12) hminf% > L.

n—oo n

Applicando questa disuguaglianza alla coppia di successioni (—ay)nen € (bp)nen
relativamente al limite — L, si trova

—a
liminf —2 > —L,
n—oo bn

che & equivalente a (Esercizio)

(9.13) limsup = < L.

n—oo n

Da (9.12) e (9.13) segue la tesi.
Rimane da provare (9.11). Esiste n € N tale che per ogni n > 7 si ha

Ap41 — Ap >4
anrl - bn N

Ricordando che b,.1 — b, > 0, questa disuguaglianza ¢ equivalente a a,,, — a, >

d(bpy1 — by). Dunque, se k € N en > n si trova

k k
Opyk — Ap = Z(%ﬂ — Opio1) > 5Z(bn+i —bnyic1) = 6(bpyr — bn).

i=1 i=1
In particolare, dividendo per b, > 0, si trova

Antk (07% bn
> "4 ( 1- ) .
bn+k bn+k b”‘Hf

Facendo ora il limite per £ — oo con n fissato, si deduce che

. . An+k
lim inf
k—o0 n+k

> 0.

Questo termina la dimostrazione. 0

TEOREMA 9.2 (Cesaro II). Siano (an)nen, (bn)nen due successioni reali infinites-
ime, con b,, # 0 per n € N. Supponiamo che (b, )nen sia strettamente monotona e che
esista (finito) il limite

lim 2t "9 p
n—oo bn+1 - bn
Allora esiste anche il limite

11,3 parte da qui fino al termine della sezione & fuori programma.
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DiM. Supponiamo ad esempio che sia b,.1 > b, per ogni n € N, e quindi b,, < 0.
Come nel teorema precedente si mostra che per ogni 6 < L e per ogni k € Nen > n
si ha

Aptk — Ap 2 (S(anrk — bn)
Passando al limite per £ — oo si trova a,, < db,,, e dunque
a’n
by
Passando al limite per n — oo si ottiene

>0 per ognin > n.

liminf &% > A,

—
n—oo n

E ora si conclude come nel teorema precedente. [l



CHAPTER 4

Serie reali e complesse

1. Serie numeriche. Definizioni

Sia (an)nen € una succesione reale, risp. complessa. Vogliamo definire, quando
possibile, la somma di tutti gli a, al variare di n € N. Tale somma di infiniti termini
si indica nel seguente modo:

(1.14) ian.

n=0
Con tale notazione si vuole indicare un numero reale o complesso. Chiameremo

un’espressione come in (1.14) una serie reale (risp. complessa).
Formiamo la successione delle somme parziali

n
sn:Zak:ao—f—...—l—an, n € N.
k=0

La successione (s,),eny puo convergere, puo divergere a oo o —oo (nel caso reale),
oppure puod non convergere.

DEFINIZIONE 1.1 (Serie convergente). Se la successione delle somme parziali (S, )nen
converge ad un numero s € R (risp. s € C), porremo

00
5 an = S,
n=0

e diremo che la serie converge ed ha come somma s.

Nel caso reale, se la successione delle somme parziali (s,)nen diverge a 0o 0 —o0,
diremo che la serie diverge a 0o 0 —o0.

Se la successione delle somme parziali (s, ),eny non ha limite, ne finito ne infinito,
diremo che la serie non converge.

11 generico addendo a,, che appare nella serie (1.14) si dice termine generale della
serie, ed (a,)nen € la successione dei termini generali.

TEOREMA 1.2 (Condizione necessaria di convergenza). Se una serie reale o com-

plessa

>

n=0
converge allora la successione dei termini generali ¢ infinitesima, ovvero

lim a, = 0.

n—oo

43



44 4. SERIE REALI E COMPLESSE

DiM. Siccome la successione delle somme parziali converge, allora e di Cauchy.
Dunque, per ogni € > 0 esiste n € N tale che per ognin >n e p > 0si ha
1S — Spap| < €.

Con la scelta p = 1 si ottiene |s, — Sp41| = |ans1| < €. Questo prova il teorema. O

2. Serie geometrica. Serie telescopiche

2.1. Serie geometrica. Sia z € C un numero complesso tale che z # 1. Ricor-
diamo la formula per le somme geometriche parziali

+1

n 1_ n
Y= 2 . neN
1—=2

k=0

1 = 0. Se invece |z| > 1 il limite non esiste (o non esiste

Se |z| < 1, allora lim 2"

n—oo

finito). Dunque, si ottiene la formula per la serie geometrica

1
Zz”:—, z2€C, |z] < 1.
1—2
n=0
2.2. Serie telescopiche. Sia (a,),en una successione reale o complessa e formi-
amo la successione delle differenze b, = a,41 — a,, n € N. Allora si ha

n n n n
E by, = E (akJrl - ak) = E Qp4+1 — E a = Ap41 — Q-
k=0 k=0 k=0

k=0
Se ora la successione (a,)nen converge ad un limite L, allora la serie con termine

generale b,, converge e inoltre
oo

an:L—aO.

n=0
Ad esempio, si trova

e 1 = /1 1 "1 1 1
) =3 () = ) -
Zn(n—l—l) Z(n n—l—l) nl—{gozk kE+1 s n+1

n=1 n= k=0

3. Criterio della radice e del rapporto per serie reali

Se (an)nen € una successione reale non negativa, allora la successione delle somme
parziali
Sp,=ag+ar+...+a,, néeEN,
¢ monotona crescente e quindi il limite di (s,),en esiste sempre, finito oppure oo.
Iniziamo con il Criterio del confronto.

TEOREMA 3.1 (Criterio del confronto). Siano (a,)nen € (bn)nen successioni reali
tali che 0 < a,, <b, per ogni n € N. Allora:

o0 oo
i) Zan:oo = an:oo;
n=0 n=0

o0 o0
ii) an<oo = Zan<oo.
n=0 n=0
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La verifica del Teorema segue dall’analogo enunciato per le successioni.

TEOREMA 3.2 (Criterio della radice). Sia (a,),en una successione reale non nega-
tiva, a, > 0 per ogni n € N, e sia

L = limsup /a,.

n—oo
Allora si hanno i seguenti due casi:
[e.9]
i) Se L < 1 allora la serie converge Z ay, < 00.
n=0

ii) Se L > 1 allora la serie diverge Z a, = 00.
n=0

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere.

Dim. i) Esistono ¢ € (0,1) e n € N tali che {/a, < ¢ per ogni n > n. Dunque
a, < q" per ogni n > n, e quindi

o0 (o]
Zan < Zq" < 00.
n=n n=n

Questo prova la convergenza della serie.
ii) Esiste ¢ > 1 e per ogni n € N esiste un indice k, € N tale che ’“{L/Ekn > q.
Inoltre, e possibile scegliere k, < k,.1. La sottosuccessione (ag, )nen verifica
lim ay, = oo.

n—oo

Quindi la successione (a,),ey non € infinitesima, e per la condizione necessaria di
convergenza la serie diverge.

O

TEOREMA 3.3 (Criterio del rapporto). Sia (a,),en una successione reale positiva,
a, > 0 per ognin € N, e sia L = lim a,1/a,. Allora si hanno i seguenti due casi:
n—oo
(0.9}

i) Se L < 1 allora la serie converge Z a, < 00.

n=0
0

ii) Se L > 1 allora la serie diverge Z a, = 00.
n=0

Se L =1 la serie puo sia convergere che divergere.

Dim. i) Esistono ¢ € (0,1) e n € N tali che a,11/a, < g per ogni n > n. Dunque
a, < qan_1 < ¢" "ap per ogni n > 7, e pertanto

o0 o0
Y an<ang ™Y gt < .
n=n n=n

Questo prova la convergenza della serie.

ii) Come sopra, si arriva alla disuguaglianza a,, > qa,_1 > ¢" "a; dove ora q > 1.
Non ¢ dunque verificata la condizione necessaria di convergenza e la serie Y >~ a,,
diverge.
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3.1. Criterio di condesazione di Cauchy per serie reali.

TEOREMA 3.4 (Criterio di Cauchy). Sia (a,),ey una successione non negativa,
monotona decrescente. Allora si ha:

(o) o0
Zan<oo = ZQnQQn < 00.
n=0 n=0

DiM. Per n € N, n > 1, sia ¢ € N un indice tale che 2! < ¢ < 2" — 1. Ci
sono 2"~! tali indici. Siccome la successione (a,)neny ¢ monotona decrescente si ha
a; < asn-1. Dunque, sommando su tali ¢ si ottiene

> 4 < aya (20— 2" = 2" age.

i=2n—1

Sommando ora su n si ottiene

TL 1a2n71 .

e.9]
Se converge la serie a destra, allora per confronto converge anche la serie a sinistra.
Se diverge la serie a sinistra, diverge anche la serie a destra.
Proviamo le implicazioni opposte. Se I'indice i € N verifica 27! +1 < i < 2" per
qualche n € N, allora a; > ao». Sommando su tali 7 e poi sun € N, si trova

Z > 22 Qon.

=1

||M8

Per confronto, se converge la serie a sinistra, converge anche la serie a destra. 0

ESEMPIO 3.5 (Serie armonica generalizzata). Sia o > 0 un parametro reale fissato,
e studiamo la convergenza della serie
=1
—.

n
n=1

u ione a, = 1/n% n > 1, ¢ monoton r nte. miniam ri
La successione 1/n%, >1,e onotona decrescente. Esa amo la serie

Se a > 1 si ha una serie geometrica convergente. Se 0 < a < 1 la serie diverge.
Dunque, la serie in esame converge se e solo se o > 1:

o0

Zia<oo s a> 1.

n
n=1

ESEMPIO 3.6 (Serie logaritmiche). Sia o > 0 un parametro reale fissato, e stu-
diamo la convergenza della serie
>

nlog®n

n=
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La successione a,, = 1/(nlog®n), n > 2, ¢ monotona decrescente. Esaminiamo la
serie

o0 . o0 1

Per quanto visto sulla serie armonica generalizzata, la serie in esame converge se e
solo se a > 1.



