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Esercizio 1 Sia (X, d) uno spazio metrico. Provare che:

i) Se {Kα}α∈A è una famiglia di compatti di X allora K =
⋂
α∈AKα è compatto.

ii) Se K1, . . . , Kn, n ∈ N, sono compatti di X allora K = K1 ∪ . . . ∪Kn è compatto.

Esercizio 2 Siano m, k, n ∈ N con m + k = n. Su Rm, Rk ed Rn = Rm × Rk fissiamo la
distanza standard. Provare che se H ⊂ Rm ed K ⊂ Rk sono compatti, allora H ×K ⊂ Rn

è compatto.

Esercizio 3 Stabilire se i seguenti sottoinsiemi H,K ⊂ R2 sono compatti:

K =
{

(x, y) ∈ R2 : x4 + y4 − x2 + y2 ≤ 1
}
,

H =
{

(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x3 + xy + y3 ≤ 1
}
.

Esercizio 4 Provare il seguente teorema. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia
(Kn)n∈N una successione di insiemi chiusi non vuoti tali che:

i) Kn+1 ⊂ Kn per ogni n ∈ N;

ii) lim
n→∞

diam(Kn) = 0.

Provare allora che esiste x ∈ X tale che

∞⋂
n=1

Kn = {x}.

Ricordiamo che il diametro di un insieme A ⊂ X è diam(A) = sup
x,y∈A

d(x, y).

Esercizio 5 Sia K ⊂ `2(R) l’insieme

K =
{

x ∈ `2(R) : |xn| ≤
1

n
per ogni n ∈ N

}
,

dove x = (xn)n∈N. Provare che K è compatto. Questo esercizio è difficile.


