Analisi Matematica 1 — Matematica

Appello scritto Martedi 15 Luglio 2014

Esercizio 1 (10 punti) Si consideri 'insieme
A:{gin6R:n€N,i€Ntaleche3”§i§4”}.
Calcolare la chiusura A C R nella distanza standard.

Soluzione. Proviamo che A = [1,00). Certamente A C [1,00) perche tutti gli elementi di
A sono maggiori o uguali ad 1.

Sia = € [1,00). Dobbiamo provare che per ogni r > 0 si ha
B (x)NA=(x—rx+r)NA#0.

Siccome
) 1 . 4\n
lim — =0, lim <—> = 00,

Lo (4)">
3n r e 3 x.

Sia ¢ = max {j eN:j/3" < x} L’insieme di cui si prende il massimo e non vuoto, infatti
j = 3" e nell'insieme, ed in particolare ¢ > 3". Inoltre, i < 4™ perche 4"/3" > z.
Sihai/3"+1/3" > x > x—r, altrimenti i non sarebbe il massimo. Si ha¢/3"+1/3" < x+r,
dal momento che 1/3"™ < r. Dunque, si conclude che
1+ 1
3n
Inoltre, dal fatto che ¢ < 4™ si deduce che i +1 < 4™. Questo prova che si ha anche ZH € A

esiste n € N tale che

€(x—r,x+r)=B(z).

Esercizio 2 (10 punti) 1) Stabilire se converge la serie

o0

1
nz: n(log®n 4+ 1)

=1
2) Provare che (1 — 1/n)™ < 1/2 per ogni n € N e dedurre che
1 1+ lan| < 1

= an, con ap| < —.

2 n

3) Stabilire se converge semplicemente la serie

Z\/_log n41)



Soluzione. 1) Il termine generale della serie & positivo e decrescente. Si puo usare il
Criterio di condensazione di Cauchy. La serie converge se e solo se converge la serie

o0 n o0

1
n2log?2 + 1’

2n(log®(2n) + 1

n=1 n=1

Il termine generale & asintotico a 1/n? e quindi la serie converge.

2) Usiamo la disuguaglianza di Bernoulli:

(1 1)N_ 1 B 1 < 1 ~n—1 <1
n/ no\" Lo\» = noooam—172
1+ +
n—1 n—1 n—1
Riordinando si ottiene la disuguaglianza
1 1 < 1
V2T
Ora si trova
L _ ! he verifica |ay| < ~.
= C,, con a, = che verifica |a,| < —

3) Abbiamo

o] n o0 (—1)n&n
Z\/_log n+1) Z::log n+1 210g2n+1'

La serie a sinistra nella somma converge semplicemente per il Criterio di Leibniz. La serie
a destra nella somma converge assolutamente:

- (=1)"ay,
=1 og n

- 1
— s < .
; n(log?n + 1)

Esercizio 3 (10 punti) Siano X = (—1,00) e d: X x X — [0,00) la funzione

o= e (1)

, z,y€eX.

1) Provare che (X, d) & uno spazio metrico.
2) Esibire un’isometria suriettiva ¢ : R — (X, d), d(¢(t), ¢(s)) = |t — s|, con s,t € R.

3) Provare che (X, d) € uno spazio metrico completo.



Soluzione. 1) Si ha d(z,y) > 0 e d(x,y) = 0 se z = y, in quando log1l = 0. Se poi
d(z,y) = 0 allora

1 1
log< —HE):O & +$—1 & =Y.

L+y 1+y
Chiaramente d ¢ simmetrica:
1+=x 1+y 1+y
dtw.y) =10 (7, )| = | = roe (73 )| = [0 (1) | = dtw )
(z,y) = | log Ty 8\, o e (y, )

Per la disuguaglianza triangolare si puo procedere in questo modo:

d(z,y) = |log(1 + x) — log(1 +y)| = |log(1 4+ ) — log(1 + 2) + log(1 + 2) — log(1 + y)|
<|log(1+z) —log(1+ 2)| + |log(1 + 2) —log(1 + y)| = d(z, z) + d(z,y).

2) La funzione ¢ : (—1,00) = R, ¥(z) = log(1 + x) ¢ iniettiva e suriettiva e inoltre

0(@) — )| = [log (122 = dz.y),  wyeX.

I+y
Dunque 1 & un’isometria da X = (—1,00) in R munito della distanza standard. L’inversa
di ¢ & la funzione p(t) = e — 1, t € R. La funzione ¢ & l'isometria cercata.
3) Se (ay)nen € una succesione di Cauchy in (X, d) allora (¢(a,))nen € di Cauchy in R, che
e completo. Dunque esiste ¢ € R tale che ¢ (a,) — t per n — o0, nella distanza standard.
Di conseguenza, a, = ¢(¢(a,)) — ¢(t) in (X,d), per n — oo. Dunque, ogni successione
di Cauchy in (X, d) converge in X.



