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Esercizio 1 (10 punti) Al variare del parametro α > 0 si consideri la serie

∞∑
n=1

(√
1 +

(−1)n

nα
− 1
)
.

i) Provare che la serie converge assolutamente se e solo se α > 1.

ii) Provare che la funzione ϕ(x) =
√

1 + x− 1−x/2 verifica |ϕ(x)| ≤ 1
2
x2 per ogni x ≥ −1.

iii) Provare che per α > 1/2 la serie converge semplicemente.

Esercizio 2 (10 punti) Si consideri l’insieme

A =
{ √

n√
m+

√
n+ 1

∈ R : 1 ≤ m ≤ n, m, n ∈ N
}
.

Provare che [1/2, 1] ⊂ Ā.

Esercizio 3 (10 punti) Sia X = R\{0}, consideriamo la funzione ϕ : X → R, ϕ(x) = 1/x,
e definiamo la funzione d : X ×X → [0,∞)

d(x, y) =
∣∣ϕ(x)− ϕ(y)

∣∣, x, y ∈ X.

i) Provare che (X, d) è uno spazio metrico.

ii) Provare che lo spazio metrico non è completo.

iii) Calcolare il completamento di (X, d).


